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Leicutweiss, K. 
Math. Annalen, Bd. 132, S. 1—16 (1956) 


Das Problem von Cauchy 
in der mehrdimensionalen Differentialgeometrie 


II. Existenz und Eindeutigkeit spezieller Mannigfaltigkeiten 
Von 


Kurt Leicutwetss in Freiburg i. Br. 


In einer friiheren Abhandlung') wurde unter Benutzung einer auf Re- 
duktion der Integrierbarkeitsbedingungen von partiellen Differentialglei- 
chungen beruhenden Methode die isometrische Einbettung und Verbiegung 
von Mannigfaltigkeiten mit (analytischer) Riemannscher Metrik untersucht. 
Mit Hilfe dieser Methode gelingt es nun auch, die Existenz und die Eindeutig- 
keit spezieller, in einen gewissen Raum eingebetteter Mannigfaltigkeiten 
nachzuweisen, so wie z. B. H. A. Scuwanrz 1874 die Existenz und Eindeutigkeit 
einer Minimalfliche durch einen vorgegebenen Streifen zeigen konnte. - Es 
ergibt sich zunichst in Verallgemeinerung des angefiihrten Resultats von 
Schwarz, daB durch einen vorgegebenen Anfangsstreifen des n-dimensionalen 
Riemannschen Raums genau eine m-dimensionale Minimalmannigfaltigkeit 
geht (Korollar zu Satz 7). AuBerdem laBt sich die Existenz von m-dimensio- 
nalen Mannigfaltigkeiten im n-dimensionalen affinen Raum nachweisen, 
welche Verallgemeinerungen nichttrivialer, d. h. nicht kegel- oder zylinder- 
artiger Torsen darstellen (Satz 9). 

Wir verwenden die Bezeichnungsweise und die Hilfssitze aus I; einige der 
angefiihrten Gleichungsnummern stammen ebenfalls aus I. 


§ 5. Das Problem von Bidruine fiir Minimalmannigfaltigkeiten 


Wir wenden uns jetzt der Erérterung des Problems von Cavucny fir 
m-dimensionale, analytische Minimalmannigfaltigkeiten M,, in einem n-di- 
mensionalen Riemannschen Raum mit analytischer Metrik R, zu. Ziel dieses 
Paragraphen ist es, die bekannte Lésung des Problems von E. BJORLING zu 
verallgemeinern, welche besagt: Durch jeden analytischen Streifen geht genau 
eine analytische Minimalfliche des dreidimensionalen euklidischen Raums. 
Nun ist eine Minimalmannigfaltigkeit x‘(u*) bekanntlich durch das Verschwin- 
den ihres Vektors der mittleren Kriimmung 


(5.1) hiss s 


i= 


( 4av) né 


4) K. LEICHT WEISS: ,Das Problem von Caucny in der mehrdimensionalen Diffe- 
rentialgeometrie. I. Zur isometrischen Einbettung und Verbiegung von Riemannschen 
Raumen“. Math. Ann. 180, 442 (1956); diese Arbeit werde im folgenden mit I bezeichnet. 
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2 Kurt LEIcuHTwEIss: 
charakterisiert?). Wir kénnen wegen (5.1) die gegeniiber Koordinatentrans- 
formationen von V,, und R,, invarianten GréBen 


9° Ag (m+1sdsn) 


jeder beliebigen m-dimensionalen Untermannigfaltigkeit V,, des R, als 
relative Komponenten des stets auf V,, orthogonalen Vektors A‘ ansprechen. 
Diese sind aber nicht wie die Komponenten A‘ (in bezug auf ein bestimmtes 
Koordinatensystem (z‘) des R,,) eindeutig definiert, sondern hangen von der 
Wahl der Basis (n*) des Normalenraums der V,,, ab. 


Wir kénnen aber nach dem beim Beweis von Satz 2 Gesagten die Normal- 
vektoren né dadurch eindeutig auf der V,, festlegen, daB wir diese etwa auf 


dem Streifen u™= 0 als irgendwie fest gegeben annehmen und die Bedingung 


Lim (u*) =0 
vorschreiben. Wir bezeichnen jetzt die sich auf diese durch den Streifen 
normierten Normalvektoren beziehenden relativen Komponenten von Aj‘ als 
normierte relative Komponenten und bewiesen in Verallgemeinerung des 
Problems von BJORLING: 
Satz 7 
Vor.: I sei ein durch x‘ (p*) und né(p*) -— 


: /aat ; 
=(0)=0, Rang (=>) =m — ih, Pm ap = = = 0, Gis yf 0) = OF 


(5.2) 
(lsasm—1, m+1<A,usn, m<n) 


gegebener, im Nullpunkt analytischer Streifen des R,,, und g(p*) seien n—m 
A 


im Nullpunkt analytische, sonst aber beliebige Funktionen. 

Beh.: Dann existiert in der’ Umgebung des Nullpunkts von R,, genau eine 
durch x*(p*) gegebene, im Nullpunkt analytische Mannigfaltigkeit V,,, welche 
fiir p™ = 0 orientiert durch I" geht und folgende Eigenschaften besitzt: Die p* 
sind auf I" bezogene, geodiitische Parallelkoordinaten, und die durch I" nor- 
mierten relativen. Komponenten des Vektors der mittleren Kriimmung der V,, 
besitzen die vorgeschriebenen Werte y(p*). 

a 


Beweis: Zunichst bestimmt sich = (p*) eindeutig aus den gegebenen 
GréBen von J" durch die Gleichungen 


azt az az* azxi . ox 
(5.3) gi; ape : ap™ = Jam = 9, 945 5; ap™ op™ = Inn = |, 9:5 % ap™ = 
(lsasm—1,m+1sAsn) 
und die Orientierungsforderung 
\| a pe 
| 35 0)... 25 O)n',  0),--.n8 | >0 


a at 


als analytische Funktion der p*, da Rang 6 ay 





1) =n—1 ist. Damit 


ay Siehe u ], S. 178; die hier benutzte Schreibweise stammt aus § 3. 
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erhalten wir: 








(6.4) sai (P, 0) = 9u (2"(B") 25> (B) 2 (p) 
und ‘ 
7s .- 
auntie e.0 = 
as or 
= = 29. (2°09) (5 eo + The 20) 25 25 W) FO” 


(nach 3.10!), sowie ae (3.23): 
ab (P*) = 9s (2"(p*)) - =x (F5 i) (p*) w (p*) 
D ni 
Le <7) — (met\\) — z é 
Zi (P*) = Gu (@(") pp Pm 
(lsrsn, lsa,bom—1,m+1sA,usn). 
Nun lauten unsere Bedingungsgleichungen fiir die gesuchte V,,,: 


(5.6) 


(5.7) Jam (P*) = 6 

(5.8) z m(p*) = 0 

und 

(5.9) 9° (P*) Aav(P*) = oP). 


Diese Gleichungen sind nimlich mit den in der Behauptung geforderten 
Eigenschaften fir die V,, identisch. 
Um die Existenz einer derartigen V,, zu beweisen, lésen wir (5.9) nach 
A mm auf und erhalten wegen der aus (5.7) folgenden Beziehungen g®= 6”: 
m—1 — 
(5.10) A nm = ip 2d 49°" 
ab=1 
Setzen wir dies, (5.7) und (5.8) in die Differentialgleichungen 


Lnabm = 9, Madm z 0, Pim = 0%) 
(isbsasm—l,azb,m+1lsyu<Asn) 
ein, so kénnen wir die so entstehenden Gleichungen in der folgenden Form 


darstellen: 

ae) - ea ¥1( wa 3 Az, Ri jus (2"), *, ? a) 

and ns Wal ¥, ay a8 ap yp Aci, Fe. Po» Riser (2) Mm 
(5.11) y (p*), a ") 


gienhtdtes~s: dead a>b, nmap Irmptenth, 
m+1lsid,u,v,~an;A>p), 


a7 Die in diesen Gleichungen auftretenden Ausdriicke sind in § 3 (3.27) erklart. 
1* 
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wobei ¥,, YW, und YW, ganze rationale Funktionen der angegebenen Argu- 
mente sind. AuBerdem erhalten wir aus den Ableitungsgleichungen (3.23) 
durch Einsetzung von (5.7), (5.8) und (5.10): 





a zt 

apm = Ye (2) 

an, = Po fh, 445,05 (2, 2, ) 
(5.12) op™ \I9zal| 5\Yed> a p? » Aj; » oe ? 

ay! 1 k 

Op" \igeal %e (sa. 441 Ty; (2), we ms : in) 


(Y,, %;, ‘%.= ganz rational; 1 <é,d,f<m—1;1<i,j,k,l,s,t<n; 
m+1sA,u,x%sn). 
Das aus (5.11) und (5.12) gebildete Gleichungssystem hat die Normalform 
des Satzes von CaucHy-KOWALEWSEI, wenn wir die in ihm auftretenden 
Argumente g;3, A.j und Ts mittels 


(5.13) ga=-Mi AzZ=4j3. Ji=—% 
auf die Argumente g;3 (¢ = a), Aj (e= /) und Lo (A> v) reduzieren und be- 
achten, daB die Funktionen Tj, (x"), R;;,,(z7) und v(P*) simtlich im Null- 


punkt analytisch sind und daB | 9-3) (0) + 0 gilt. Es besitzt genau eine im 


Nullpunkt analytische Lésung 9z;, Aa, 1 Ti, #, 2, nt (@=>b, a=b,A>vp), 


welche fiir p”™-~ 0 die durch (5.4), (5.5), (5.6) und 2‘(p2), is - ar’ ni (p*) 


gegebenen, im Nullpunkt von den p# analytisch diet Anfangswerte 
annimmt. Vervollsténdigen wir jetzt diese Lésungsfunktionen durch (5.13), 
(5.7), (5.10) und (5. 8), so gilt ffir die aus ihnen nach (3.27) und (3.23) gebil- 


deten Ausdriicke g, bea? Pas eee 2 b: 2, : 


(5.14) Luzbu(P >= 0, By Mada )= 0, Rom(P) = 0, An (p") = 0 
(@>6, a>b, A>). 


Weiter folgt aus (5.4). (5.3) und (5.2) zusammen mit den Anfangsbedingungen 
unserer Lésung 


° 


(5.15) Bp, - . -» p*-?,0) = 0 
Ebenso ergibt sich wegen (5.5) und (5.6) 
(5.16) 4, (pt, . .., p™-1, 0) = 


Nun kénnen wir wie beim Beweis von Satz 1 aus (5.14), (5.15) und (5.16) 
mittels Hilfssatz 2 von § 2 auf 


B(p') = 0 und 2, (p*) = 0 
sehlieBen. Hieraus ergibt sich dann sofort, daB g,, MaBtensor, n' ein Normal- 


vektor und g* "Aare eine normierte, relative Komponente des Vektors der 
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mittleren Kriimmung der Mannigfaltigkeit z‘= Z‘(p*) ist. Damit sind fir 
diese Mannigfaltigkeit alle Bedingungen der Behauptung von Satz 7 erfiillt. 
Endlich sieht man leicht ein, daB umgekehrt fiir jede diesen Bedingungen 
geniigende Mannigfaltigkeit x‘(p*) die Funktionen z‘(p*) zusammen mit den 
anderen Funktionen Lésung des Systems der Gln. (5.11) und (5.12) unter 
denselben Anfangsbedingungen sind, daB sie also nach (I) eindeutig bestimmt 
sind‘), so da8 auch nur eine einzige der in Frage kommenden Mannigfaltig- 
keiten existieren kann; w.z.b.w. 

Aus Satz 7 ergibt sich im Falle einer Minimalmannigfaltigkeit (g(p*°) = 0) 

A 


sofort das 

Korollar:. Durch einen beliebigen, analytischen ,,(m — 1)-dimensionalen“ 
Streifen des Riemannschen Raums R,(n >m) geht genau eine analyftische, 
m-dimensionale Minimal igfaltigkeit. 

Es stellt eine direkte Verallgemeinerung der bekannten Lésung von 
H. A. Scuwarz fiir das ByOritinesche Problem dar. Im Falle n= m+ 1 
kann man aus dem Korollar den ebenfalls von Scuwarz stammenden Schlu8B 
ziehen, daB eine analytische, m-dimensionale Minimalhyperfliche des euklidi- 
schen Raums, die einen (m — 1)-dimensionalen linearen Raum enthalt, durch 
eine Halbdrehung um diesen Raum in sich selbst iibergeht. Ebenso erkennt 
man, daB eine analytische Minimalhyperflaiche M,, in bezug auf eine Hyper- 
ebene symmetrisch ist, wenn die Normale von ¥,, in allen Punkten des (m—1)- 
dimensionalen Schnitts dieser Hyperebene mit der M,, in der Hyperebene 


liegt. 





§ 6. Existenz- und Eindeutigkeitssitze von Torsen 


Ein weiteres Beispiel fiir die Anwendung unserer Integrationstheorie bilden 
diejenigen Mannigfaltigkeiten besonderer Art, welche im folgenden ,,Torsen‘ 
genannt werden sollen. Ihre genaue Definition wurde von ATANASJAN [1] 
gegeben; sie ist natiirlich eine Verallgemeinerung der gewohnlichen Definition 
einer zweidimensionalen Torse im dreidimensionalen euklidischen Raum und 
lautet folgendermaBen: Eine m-dimensionale (zweimal stetig differenzierbare) 
Mannigfaltigkeit im n-dimensionalen affinen Raum A,, heift p-Torse, wenn ihre 
Tangentialriume nur von genau p-Parametern abhingen (0 < p< m), oder 
noch etwas prizisiert: Eine m-dimensionale p-Torse 7%, im A,, ist eine 
m-dimensionale Mannigfaltigkeit x (u*), welche aus derartigen oo” (m— p)- aber 
nicht héherdimensionalen, etwa durch u! = const, ..., uv” = const gegebenen 
Erzeugenden V,,., besteht, daB in den Punkten der V,,_, die Tangential- 
riuume der 7", alle diesebben sind. 

Wir kénnen nun einen Tangentia'raum der 7%, in der Form 


(6.1) m(u") y= hylu’)®) (r= 1,2,...,.p;A=m+1,...,2) 


darstellen, wobei die Vektoren m alle linear unabhangig sind und nur von 


5) Wir bedienen uns hier der im affinen Raum nicht ganz stilechten, aber fiir unsere 
Zwecke bequemen Schreibweise des inneren Produkts. 
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den angegebenen Argumenten einmal stetig differenzierbar abhangen. Aus 
(6.1) folgt speziell 


(6.2) m (ur) x(u*) = hy (ur), 
was nach u* differenziert wegen m oe on 

a 
(6.3) + (ur) x(u%) = oh (u’) 


(s=1,2,... pp A=m+1... n) 


ergibt. x(u*) geniigt nach (6.3) und (6.2) einem inhomogenen linearen Glei- 
chungssystem, dessen Koeffizienten nur von den u’ abhingen, laBt sich also 
in der Form 
m 
r(u*) = x(u",0)+ DS? oy(u*) a,(u") 

sa u=p+i1 
mit stetigen, linear unabhingigen a, und mit einmal nach wu” stetig differen- 
zierbaren Koeffizienten g, darstellen, wobei wegen der linearen Unabhingig- 

m 
keit der Vektoren . x eu a, 

u 


due, Ou 





(6.4) Rang (5% (us)) = m—p (uyv=pt+l1... m) 





a 
sein muB. Dabei wird vorausgesetzt, daB Rang (in, +) iiberall gleich 


n—(m— p) ist. Diese Voraussetzung ist sinnvoll, da die Anzahl der Vek- 
3 ; 
toren m und = zusammen (n—m) (p+ 1) =n—m+(n—m) p= n—(m— p) 
betrigt; sie bedeutet im allgemeinen keine Einschrinkung der Allgemein- 
heit *). Wir kénnen wegen (6.4) nach Ausfiihrung der Parametertransformation 
u’=u’, U“= o,(u*) die Darstellung der 7%, in die besonders einfache Form 
bringen: 
m 
(6.5) r(u*)= x(u",0)+ S” wra,(u*)’). 
- t=p-+il 
Die T?, ist deshalb als verallgemeinerte Regelfliche anzusehen, welche durch 
den durch die Vektoren r(u’,0) und m (u") gegebenen, p-dimensionalen 
, Streifen“’ m-dimensionaler Tangentialraumelemente eindeutig bestimmt ist. 
Aus (6.5) folgt nimlich zusammen mit (6.2) und (6.3) 
I 
(6.6) a, m= 0 und a5 = 0, 
(lsssp; p+lsvem;m+1siAcn), 
*) Aus (6.2) und (6.3) folgt wegen der Dimensionszahl m von fh zunachst nur Rang 


a . a 
(r. za) <n — (m-—p), wir kénnen aber den Fall Rane (. )< n —(m — p) 


ou 
als Ausnahmefall ausschlieBen.. 
7) Die Querstriche der Parameter seien in Zukunft stets weggelassen. 
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a 

wodurch wegen Rang (we. at = n —(m— p) die durch die a, aufgespannten 
Erzeugenden V,,_, der 7%, eindeutig festgelegt sind. 

Nun geht aber nicht durch jeden p-Streifen eine p-Torse, da im allgemeinen 

a : 
Rang (5) >n—(m-— p) sein wird, wo (6.6) kein Lésungssystem linear 
unabhangiger a, besitzt. Nur fiir n— m= 1, d.h. bei sog. Hypertorsen ist 
(6.6) im allgemeinen linear unabhangig lésbar. Diese Bedingungen (6.6) 
a 

reichen zusammen mit Rang (ny, 55) = n—(m— p) und der (ebenfalls fiir 


Hyperflachenstreifen im allgemeinen erfiillten) Bedingung 


C) 
(6.7) Rang (2 (0), a,(0)) = m 
auch schon hin, daB die durch (6.5) mit einmal stetig differenzierbaren rx (u", 0) 
und a,(u") sowie linear unabhangigen a, gegebene Mannigfaltigkeit (lokal) 
eine fir u?*+! = ---=-w"™ = 0 durch den p-Streifen {r(u", 0), = gehende 
p-Torse ist. Aus-(6.6) folgt nimlich wegen ae (u’, 0) ~ = 


mM) serge (= er (WB (WY =O und Segys gas 


sowie 








FF (u) MI'(u"}= 0 uind (wegen (6.7): Rang (75 (0)) =m 


hangen also in einer 
Umgebung des Nullpunktes von diesen Vektoren selbst mit stetigen Koeffi- 








zienten linear ab. Dann bleibt aber der von den oe aufgespannte Tangential- 
raum nach Hilfssatz 3 fiir festgehaltene u’ konstant. Es kann nicht sein, 
daB (bei geeigneter Wahl der Parameter wu’) dieser Tangentialraum schon 
bei festgehaltenen u*(r = 1, 2,..., »— 1) konstant bleibt, da in diesem Falle 





a: n 
wegen Hilfssatz 3: wo ~. Spe +3 5469) at oe 
ar 
Rang (m, 5) = dite ro t) sn—m— pt+lh<n—(m— p) 


(¢=1,2,...,p—1) 
a 
(vgl. Anm. *) von S. 6) gelten wiirde, was mit der Bedingung Rang (mn, 5) 
= n—(m— p) im Widerspruch steht. Damit haben wir den folgenden Satz 
bewiesen : 
Satz 8. Eine zweimal stetig differenzierbare, m-dimensionale p- Torse lapt sich im 
n-dimensionalen, affimen Raum im eapenamaen 6 in der Form einer verallgemeinerten 


Regelfliiche x(u*) = r(u’, 0) v. s u*a,(u’t) (lors p) darstellen und ist 
+1 
durch den durch x (u*,0) und m (u") (mn +1<Asn) gegebenen p-Streifen ebenfalls im 
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C) 
allgemeinen (d. h. wenn Rang (vn ae =n—(m—p) (l<s< p) ist) eindeutig 
bestimmt. Fiir n= m+ 1 geht auBerdem durch jeden zweimal stetig differen- 
zierbaren p-Streifen {x(u’, 0), m(u*)} in einer Umgebung des Nullpunktes im 
allgemeinen®) (d.h. wenn Rang (m, a) = n—(m— p) und Rang (33 (0), a, (0)) 


= m fir die linear unabhaingigen Lésungen von ma,= 0 und au a, = 0 gilt) 
fiir u?*1=—---=u™=0 eine (einmal stetig differenzierbare) m-dimensionale 
p-Hypertorse. 

Man kann sich nun fragen, ob — wenn schon nicht durch jeden p-Streifen, 
so doch — wenigstens durch jede (zweimal stetig differenzierbare) p-dimensionale 
Mannigfaltigkeit r(u’) schon eine (zweimal stetig differenzierbare) p-Torse 
gehen kann. Wie wir gesehen haben, ist dafiir das Erfiilltsein der Bedingungen 
7 


or 
wT PHO GEO 
sowie 
Rang (1m) = n—m und Rang (7%, ‘ a, =m, 
oder etwas umgeformt: 
day C] 
nin Far (u") = 0(mod 55 (u"), a, (u))®) 


(lsr,s,tsp; p+1lsu,vsm) 


notwendig und zusammen mit 
am 


A 
Rang (m, 57) = n — (m— p) 
auch hinreichend. Ein Lésungsversuch von (6.8) nach den Methoden der 
Hilfssitze von § 2 fihrt allerdings lediglich auf die trivialen Lésungen : 


a,(u")=k,xr(u") +6,  (k,= const, b= const), 
zu welchen die Mannigfaltigkeiten 


(6.9) x(u*) = r(u") + 5» ub, (b, = const) 
o=p+i 
und : 


sue) =(14 pos kau) x(u") + 5 ub, 


(6.10) v=p+l1 t=p+il 
(t =const, )" (k,)? +0; b,= const. 
v=p+l1 
gehGren. 





*) DaB hier Ausnahmefalle auftreten kénnen, beweist die Tatsache, daB durch einen 
ebenen, geradlinigen, 1-dimensionalen Flachenstreifen im 3-dimensionalen Raum keine 
1-Torse mit einer von der Streifenkurve verschiedenen Erzeugenden gehen kann. 


*) Hiermit sei wie in §2 ausgedriickt, daB sich ate als Linearkombination von 


a 
ail und 4a, ausdriicken J4Bt. 
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Die durch (6.9) dargestellte Mannigfaltigkeit geht durch r(u’) und besteht 
aus co” Erzeugenden V,,_,, welche alle zueinander parallel sind, wihrend die 
co? Erzeugenden V,,_,, der Mannigfaltigkeit (6.10) alle den durch die Glei- 


chungl1+ SS” k,u*=0 gegebenen, (m— p— 1)-dimensionalen linearen Raum 
La-»-1, auf Places kein Punkt von x(w’) liegt, gemein haben und (6.10) 
auch durch r(u’) geht. Dadurch wird ersichtlich, daB eine Mannigfaltigkeit 
der Art (6.10) stets durch eine nichtausgeartete projektive Abbildung des 
(vervollistandigteny A, in eine Mannigfaltigkeit der Art (6.9) tibergefiihrt 
werden kann. Man mu8 nur die Projektivitit so einrichten, daB diese den 
L,,—»~-1 ganz in die uneigentliche Hyperebene des A,, hinein abbildet. Wir 
brauchen also nur noch (6.9) weiter zu untersuchen und stellen dabei folgendes 
fest: Die Tangentialraume von (6.9) sind fiir alle Punkte mit konstanten u’ 
identisch. Im allgemeinen hiangen sie auch von nicht weniger als diesen 
p Paramefern ab. Wir kénnen namlich ohne Einschriankung der Allgemeinheit 
in (6.9) b,b,= 6%, annehmen und r(w’) durch 


E(u") = x(w")— ES (x(w") ,) b, 
v=p+l 
ersetzen. Damit wird 


or 
(6.11) Fur P= 0 und Foes = 0. 


(lss,rop; p+lsvsm) 
Wiirden nun die Tangentialraiume von (6.9) (nach geeignet vorgenommener Trans- 
formation der Parameter uw’) auch fiir u? = const (1 <7 < p—1) identisch sein, so 


wiirde nach Hilfssatz 3 jar ( ar) linear von 45 ; und 6,, also wegen (6.11) 
linear von a abhiangen, d.h. nach demselben Hilfssatz ware t(u") zumindest 


Ou 8 

eine (p— 1)-Torse aus geradlinigen Erzeugenden, was im allgemeinen nicht 
zutreffen wird. Also ist die Mannigfaltigkeit (6.9) im allgemeinen eine spe- 
zielle p-Torse, und dies gilt genauso fiir die Mannigfaltigkeit (6.10), da die 
letztere durch eine Projektivitét aus der p-Torse (6.9) entsteht und somit 
nach Definition ebenfalls eine p-Torse sein mu8. Wir nennen die p-Torse (6.9) 
,zylindrisch** und die p-Torse (6.10) ,,axial‘‘. Beide Arten fassen wir unter 
dem Begriff triviale Torsen zusammen, es sind dies fiir p= 1, m= 2, n=3 
Zylinder- und Kegelflichen. 

Durch jede p-dimensionale Mannigfaltigkeit geht also im allgemeinen eine 
triviale p-Torse (welche durch die Mannigfaltigkeit keineswegs eindeutig be- 
stimmt ist!), die Frage, ob auch eine nichttriviale p-Torse hindurchgeht, 
bleibt offen. Sicher ist dies im allgemeinen fiir » — m = 1 oder fir p= 1 
mdglich, wie Satz 8 und die Tatsache zeigt, dafB fiir p — 1 die Bedingung (6.8) 
auf ein System gewoéhnlicher Differentialgleichungen fiihrt, welches sich ganz 
allgemein lésen ]aBt. 

Es ist aber méglich, den folgenden, viel schwicheren Satz zu beweisen: 

Satz 9. Zu jedem T'ripel p, m, n natiirlicher Zahlen mit lo p<m<n 
existiert eine m-dimensionale p-Torse, welche weder zylindrisch noch axial ist. 
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Beweis. Wir gehen von den Ableitungsgleichungen 
oy 


or 
te —% (* v) = 3, Fo =0 
ay 
(6.12) ae — So(* v= aa Ie— 7 ry Gar (uy t =0 
7,4 
a3 vi &o(«* v= 50 =" 


einer dreimal stetig differenzierbaren, m-dimensionalen p-Torse x = r(u*) mit 
(6.13) Yao -_ Vea? Var = Voa (m+1sAsn) 

und der fiir sie nach Hilfssatz 3 charakteristischen Nebenbedingung: 

(6.14) Uau (ut) =0 (p+1susm) 

aus. Hierbei ist hatiirlich 

(6.15) Rang (a>) == % 

vorausgesetzt. Die Integrabilitatsbedingungen von (6.12) lauten in der Be- 
zeichnungsweise von Hilfssatz 2a): 


DT ve (u*) =0 


(6.16) Boe (u*) =$,¢. (u*) ta (u*) 3 By Qave (u*)t (u‘)= 0 
, A=m+il ° 
Soe (u*) = 0, 

wobei zur wate 


C) 
PB.5-= pei — (v4) — eu (y.".) + Yab me Vac Yeo 


C] ’ ; 
Qare = Fye (Yar)— i (Gae) + Yao Vse— Yue Var 


(6.17) 


gesetzt ist. 
Um nun (6.12) und (6.14) zusammen so zu integrieren, daB die entstehende 
p-Torse sicher nichttrivial wird, lésen wir zunichst das Gleichungssystem 


(6.18) Yur’ Use — Var Usy =0 
(lsssp;ler’<p’; p+lsusm; l<p'’sp) 
nach y,), (1 ‘< 8"< p’) auf, wobei sich Vey in der Form: 


pe l = » dag 
(6.19) Vest == | ae ¥ ry) (Yur ‘ Yup? U t r) 
|” i 


(® ist ganz rationalin den angegebenen Argumenten, 1 < r’< p’, p’< 3 SP, 
1 sts p) ausdriieken l48t. Darauf setzen wir diesen Ausdruck fiir Vey’ zu- 
sammen mit 


(6.20) Yar= 9 5,=0,Uer =O und Uy,=0 (m+1si<n) 
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in die Differentialgleichungen 
#,=0 und Darn = 0 (227) 


ar” 


ein und erhalten so ein Differentialgleichungssystem der Form: 
kK 8 7 
Par _ : Y. 2%" sg ft |g Oey a 
aur ~ (Ores? Yous Gyre Yap? Gurr Yup? Gyre? Ours Garm 


aU» 
(6.21) Up, Sayre ) 


aU aU, 

= = ¥4(y,8 Yap Ur Ur, Sarr a) 

(lsa,bsm; lsr,s,t,R,Ssop; p+lsusm; 

lsr",s",t'sp—l;p'sisp; l<p’sp;a2r";s2r"), 
wobei ®, und ®, in den angegebenen Argumenten ganz rational sind, waihrend 
die Gleichungen 

29 = 0, Qur’y’ = 0 und Qar p = 0 (a2r”) 

wegen (6.18) und (6.20) identisch befriedigt sind. Ebenso gewinnen wir durch 
Einsetzung von (6.19) und (6.20) in die Differentialgleichungen a, = 0 
Ay = 0 und 2p’ = 0 nach (6.12) (xr =(z*), r, = (2)) und t = (¢*) gesetzt): 


ax i 
ou” P, (x,,) 
x, j 1 W tat ty 8, 8 9, Uo. Ver 
6.22) 20 Dera Sm Paces Yap Paper gt gi?) 
att 
4 
au” 0 
(W,. ¥,= ganz rational; lsoiscn; lsa,bom;1s3,t,R,Ssp; 
p+lsusm;1lesr’,s"’.t'sp'—l,psitsp;l<psp; 
m+1sAsn) 
Wir nehmen jetzt an, f(u'....,uw™,0...0), t,(wz,...,.u™,0.. 0) £(u!, .. ep e™, 
)...0), Jon (m", ..., 0", O...0), Ua y(, ...u™, 0...0) (1< m’' < m) seien 


im Nullpunkt analytische Funktionen, die den Bedingungen 
Rang (F, (0), $(0)) =, Yeo= Vow Vae= Vou; 
Yer = 9, vf. =9; Ua =0, Uy.= 0, Y,1, (wt, 0... 0) + const, U,, (0) = 8; 


Bar Se (wy... w™, 0. ..0) = 0, Qavrm” (ut... w™”, 0... .0) = 0, 
Aw (ut,...,u™”, O...0)=0 
a 


(a=b'"; 1<0'"<m"; lom"’sm’) 
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geniigen. Fiir m’= 1 ist diese Annahme sicher richtig, d. h. fir m’= 1 existiert 
sicher eine derartige Menge von Funktionen, die diesen Bedingungen geniigt, 
wie man durch Integration der gewéhnlichen linearen Differentialgleichungen 
A, (u?,0...0) = O einsieht, wenn man deren (beliebig vorgebbare) Koeffizienten 
noch obigen algebraischen Bedingungen unterwirft. 

Wir denken die obige Annahme nun fiir m’— 1 bewiesen und wollen zeigen, 
daB unsere Funktionen nach einer auf den Parameterbereich u™*!= ---= w™ 
= 0 erweiterten,.geeigneten Definition auch die obigen Bedingungen fiir m’ 
erfiillen. Dazu unterscheiden wir die beiden Fille m’< p und m’>p. Im 
Falle m’= p’< p definieren wir: 

yo (w,...,u’ 0...0)=0 (a27r), 7g, (w,...,u”’,0...0)=0 


Ue» (ul, ..., w?’, O...0)=0, Use (ul,...,u”,0...0)=0 (wea). 
Hig (ut,....w’,0...0) (a5; p’<F <p), %,, (w,...,.w”,0...0)(s2p’), 
Pe, (w,...,w",0...0) (p's F< p), Ure (wi,...,w’,0...0)(r 23), 
Ury (ut,...,u?’,0...0) (= p’) 
seien beliebige analytische Fortsetzungen ihrer schon bekannten Anfangs- 

werte fiir u”’ = 0, wihrend 7, (w!,...,u?’,0...0)(a2r”), 
Use (ul, ...,u?’,0...0)(¢>r”), Z (wl,..., uw’, 0... 0), 
sei (ut, ..., u”’, 0.2.0), H (wt, ..., w?, 0%. . 0), 


die durch die analytischen Anfangsbedingungen fiir u”’= 0 eindeutig be- 
stimmten, im Nullpunkt analytischen Lésungen des aus (6.21), (6.22) unter 
Benutzung von (6.13) gebildeten, wegen ||O-«(0)|| = ||6*,|| = 1+ 0 ana- 
lytischen, Cauchy-KowaLewskischen Systems sein sollen. Endlich bestimmen 
wir 75 (wt,..., ue’, 0. ..0) (1 <8" < p’) durch (6.19) und die restlichen un- 
serer Funktionen durch ihre Symmetriebedingung in den zwei rechts unten 
stehenden Indizes. Dann geniigen alle so definierten, im Nullpunkt analyti- 
schen Funktionen in der Tat unseren Bedingungen fiir m’. 


Im Falle m’ = q'> p(p + 1 <q’ S m) definieren wir: ye (ul, o« - ’,0...0) = 
=O(a2nr), 
a (a, ..., 00,0. ..0) = 0, Ue» (, .. ., 0,0 ...0) =O, 


Une (wt,...,u%’,0...0)=O0(u>a), 
und auBerdem definieren wir 
, A oF, ... 8? Of. Hiee oe: U,, (st, ..., wt’, 0...0) (ras), 
n 


x (ul... ., ut’, O...0), # (ul, ..., we’, O...0), tf (wy... 7,0... 0) 
als die durch die analytischen Anfangsbedingungen fir u*’ = 0 eindeutig be- 
stimmten, analytischen Lésungen der Gleichungen 
(6.23) Bag = 9428), Qreg =O(r2>8), Ay =0 
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oder 
ads OYee 
a uv’ = a u® i. 78 Yee a Vera Vt (a = 8) 
OU rs 
ta 7 Yer Us, (r => 8) 
ax 
aut’ 
i 
0% = vy! gf 
aur Vo'a t 
ar 
a 





our 
wobei wir darin schon die algebraischen Beziehungen fiir y,“, und U ] 4» teilweise 
eingesetzt haben. Diese Gleichungen bilden nimlich (bei voller Reduktion 
der y,, und U,, durch deren algebraische Bedingungen) ein analytisches 
Caucuy-Kowa.ewskisches Gleichungssystem. Die restlichen Funktionen 
bestimmen wir schlieBlich wieder durch die Symmetriebedingungen in den 


unteren Indizes. Jetzt erfiillen alle Funktionen neben (6.23) noch die Glei- 
chungen 


Df, (wy... ue’, 0...0)= 0, Be, (wl, ..., we’, 0...0) =0, 
Save (wt, ..., wt’, 0...) = 0, Queg (wt, ...,ut’,0...0) = 0. 


Hiermit ist in jedem Fall allen unseren Bedingungen fiir m’, welche wir 
an unsere Funktionen gestellt hatten, Geniige getan, und durch vollstandige 
Induktion nach m’ folgt jetzt die Existenz von (analytischen) Funktionen 
eS t, Ver=Vew Vao= Vea aller m Koordinaten wu‘, fiir welche die folgenden 


Beziehungen richtig sind: 


(6.24) Rang (7, (0), t (0) =n, 
(6.25) Vn (ut, 0... 0) + const, 
(6.26) U,. (0) =o, 

(6.27) Ve, (u) = 0, 

(6.28) ins (u) = 0 

und 

(6.x. Am (ut, ...,u™’,0...0)=90, 
(6.30) Bit, (wt... :,w™,0...0) = 0, 
(6.31) Qav'm’ (ut, ..., u™’,0...0) = 0. 


(lsr,ssp; p+lsu,vsm;, m+l1sidsn; azb"’; 1sb"<m'; 


m’= 1,2,..., m). 
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Nun beniitzen wir die aus (6.17) folgenden Darstellungen 


S . S a ° ° 
ebe= R4— x... mit R= R,2.= bri (52; (yi) + Ver 53) 
und 
° c ° ° 3 ° od ° 
Qare _ Saco — Gave mit Save = Goac er (== Ver) + VYab Vac) 
und leiten daraus unter Benutzung von (6.30), (6.31) analog wie in I S. 459 die 


Gleichungen : 


Barty (wt... -.u™,0...0) = 0 (mod P (u2,...,u™’,0... 0)) 


wey’ 


und 
Dav’ (ul, ...,u™’,0...0)=0 (mod Owed” (a, ...,0™’,0...0)) 
(lsa”",b"< m'; 2<m'<m) 


ab, aus welchen wegen (6.16) und (6.24) 
(6.32) Syn’ (u,...,u™’,0.. -0) = 0 (mod 34 (ut, ...,u™’,0...0)) (2 <_m'<_m) 
folgt. Jetzt ergibt sich aus (6.29) und (6.32) nach I, Hilfssatz 2b): 

(uw?) = 0 


Die durch x = r°(u*) dargestellte (wegen (6.24)) m-dimensionale Mannigfaltigkeit 
Ve im A, hat also wegen (6.28) die Eigenschaft, daB ihre Tangentialraume 
bei konstanten u’ (1 <r < p) alle identisch sind. Es kann weiter nicht zu- 
treffen, daB (nach geeigneter Transformation der u") die Tangentialriume alle 
schon bei konstanten u?(1 <7 < p— 1) identisch sind, denn dann wire not- 
wendig der (gegeniiber Parametertransformationen invariante) Rang von 


(Tas) wegen (6.14) iiberall kleiner als p im Gegensatz zu (6.26). V, ist 
deshalb eine p-Torse, und wir miissen, um den Beweis von Satz 9 zu Ende 
zu fiihren, lediglich noch zeigen, daB V,, nichttrivial ist. 

Dies geschehe indirekt; wir nehmen also an, V,,, sei zylindrisch oder axial. 
Dann gehen alle durch u’= const gegebenen Erzeugenden von V,, durch 
einen (m— p— 1)-dimensionalen linearen Raum L,,_,-,, welcher entweder 
ganz in der uneigentlichen Hyperebene liegt oder nicht. Im ersten Fall sind 


alle Erzeugenden parallel, und v.. wird in einem geeigneten Parametersystem 


u* durch 
m 


(6.33) E (ut) =f (@",0)+ SY wb, (b,= const; w = w’) 

v=p+l1 
dargestellt. Im zweiten Fall kénnen wir durch eine etwaige Parameter- 
transformation der u*: 


ar ur 


aS (c,= beliebige, nichtverschwindende Konstante) 
u’=u+c, 
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stets erreichen, daB der Parameternullpunkt der u* nicht in L,,_,_ , zu liegen 
kommt und trotzdem die Beziehungen (6.24), (6.25) und (6.27) (bei hinreichend 
kleiner Wahl der c,) ihre Giltigkeit behalten. Wir denken uns dies schon 
ausgefiihrt. AuBerdem k6nnen wir (nach Durchfiihrung einer etwaigen Trans- 
lation von f (u*)) den Nullpunkt des A, als mit einem (endlichen) Punkt von 
L»,—»-, zusammenfallend annehmen und die axiale p-Torse V., durch 
m—1 
(6.34) F(u)=F(w,0)+ SY wb; + uk (w, 0) 
v=p+l1 
darstellen, wobei die 6; konstante, zu L,,_,., parallele und zusammen mit 
£(u’,0) linear unabhingige Vektoren darstellen und wobei i*= u" ist. Der 
Vergleich von £(u*) und den beiden anderen méglichen Darstellungen ¥(i*) 
der V,, nach (6.33) und (6.34) zeigt jetzt: # geht aus ~ durch eine (im Null- 
punkt) analytische Parametertransformation u*= u*(uz) hervor, fiir welche 
speziell 
(6.35) u'(u’,u’)=u" und u*(u',0)=0 
(lsr,ssp; p+lsvsm) 


gilt. Weiter transformieren sich die GréBen 7{, bei dieser Parametertrans- 
formation wie Christoffelsymbole; es gilt also: 





ae @ (0m*\ au® o¢ 4% Au? aut 
Yur Gur \du¥) due * 79> ou Gur Oa 
(6.36) und 
5° a 2 (28) 20" go 28 2U ae" 
Yur ~ Ou =) due ' ab Gu™ dur dae * 
Nun folgt aus (6.35): 








o<@w, 0) = 5, ew" (ut,0) = 0 und § - ~ (it, 0)=0 (lst<p), 


woraus fiir die umgekehrte ae tn on narsgel 


aar : 
tue (w‘, 0) = 6,, < ~ (ut, 0)=0 und ” (w u',0) = 
| 

folgt. Dies ergibt in Verbindung mit (6.36) wegen “alan | | ae (0) | + 0 und 
der aus (6.33) bzw. (6.34) folgenden Beziehung >. = 0 fir a” = 4° = 
(6.37) Jar (Fax) (u!, 0) = 0 
und 
(6.38) . ji, (ut, 0) = P¢, (u', 0) 2 = (ut; 0). 


Beriicksichtige:. wir jetzt noch die Tatsache, das >,,(u', 0) nach (6.33) baw. 
a 

(6.34) gleich 0 bzw. gleich 57 6, also jeweils konstant ist und daB aa (ut, 0) 

nach (6.37) ebenfalls konstant ist, so zeigt (6.38) auch die Konstantheit von 

Ju,(ut, 0); also speziell die Konstantheit von 7,},(u', 0... 0). Dies steht aber 
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mit (6.25) im Widerspruch, womit in der Tat gezeigt ist, daB V.. eine nicht- 
triviale p-Torse ist. w.z.b.w. 

Bemerkungen: 1. Allgemeine Existenzsitze nichttrivialer p-Torsen 
scheinen nach ATANASJAN?®) bisher nicht bekannt zu sein; auch E. CARTAN 
[2, 3] behandelt nur Spezialfialle. 

er 


2. Der durch die Vektoren ot und Jutaae (1 s a,b < m) in jedem Punkt 


einer p-Torse x(u*) aufgespannte, sog. (zweite) Schmiegraum besitzt wegen 


p(p+ 1) 
2 


(6.12) und (6.14) héchstens die Dimension m + . Wenn er nun iiberall 


die maximal mégliche Dimension m + Pip a ) besitzt und wenn p > 1 ist, 


so ist die p-Torse nach E. Cartan") trivial. Es muB8 also fiir p>1 und 
at <n—m die Dimension d, des Schmiegraums unserer in Satz 9 


, ‘ _ ° , +1 , : 
konstruierten, nichttrivialen p-Torse x (u*) kleiner als m + PU "5 a! sein. Dies 


ist in der Tat auch der Fall, denn es gilt fiir p > 1 wegen Pas 0 firm+1s 
i 


Ss i <8: 
d, = Rang (35 eis) = Rang (Vor) +m = 14 m< m+ 
aut’ du%du? ' 
Unser Beispiel zeigt, daB der Satz von Cartan fiir p = 1 falsch wird, wie auch 
CarTAN selbst erwahnt hat. 
In einem dritten Teil dieser Arbeit sollen natiirliche Gleichungen in der 
mehrdimensionalen Differentialgeometrie behandelt werden. 


p(p+ 1) 
3 . 
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Alternative Divisionsringe beliebiger Charakteristik 
Von 


CLaus StécKER in Frankfurt am Main 


Einleitung 

Bruck und KiEerrecp [1] (Theorem A, Corollary 2), KLermrevp [4], [5] 
und SxornJakov [10] bewiesen den Satz') iiber die Einzigkeit der Cayiey- 
Dicxson-Algebren?) 

Satz: Jeder echt alternative Divisionsring ist eine CayLey-Dickson- Algebra 
iiber seinem Zentrum, 
und zwar Bruck und KLEINFELD in [1] unter der Einschrinkung, daB die 
Charakteristik des Ringes von 2 verschieden ist, KLEINFELD in [4] fiir den Fall, 
daB die Charakteristik des Ringes gleich 2 ist und Skornsaxkov in [10] unter 
der Voraussetzung, daB die Charakteristik des Ringes von 2 und 3 verschieden 
ist*). Einen weiteren Beweis dieses Satzes deutet KLEINFELD in [5], § 3 an. 
Soweit es sich um die bei KLEINFELD durchgefiihrten Schliisse handelt, ist 
dieser Beweis fiir beliebige Charakteristik giiltig. KLEINFELD benutzt im weiteren 
Verlauf dann aber ein Ergebnis von Smrey [8], zu dessen Beweis sich wiederum 
eine die Charakteristik betreffende Fallunterscheidung als notwendig erweist. 

Diese Sachlage l4Bt naturgeméB die Frage nach einem einheitlichen, fiir 
beliebige Charakteristik giltigen Beweis auftreten. Die Beantwortung dieser 
Frage ist das Ziel der vorliegenden Arbeit. 

Es sei erwaihnt, daB der Beweis in der hier vorliegenden Form véllig 
elementar und im wesentlichen*) konstruktiv ist. Bei der Durchfiihrung des 
Beweises lassen sich mit Erfolg einige der von Bruck und KLEINFELD [1], § 2 
und SxornJakov [10], § 1 abgeleiteten Identitaéten verwenden. Der Beweis 
hat eine gewisse Ahnlichkeit mit den Beweisen von KLEINFELD [4] und 
SKORNJAKOV [10], an wesentlichen Stellen ist jedoch eine von der Kleinfeld- 
schen und der Skornjakovschen durchaus verschiedene SchluBweise erforderlich. 

Die Anregung zur vorliegenden Arbeit verdanke ich Frau Prof. Dr. R. 
MOUFANG. 

1) Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Beweise mit Ausnahme des Beweises von 
SkoRNJAKOV findet man bei Pickert [6], Kap. 6, 8S. 157—186, und Anhang, 8. 327. 

*) Eine fiir beliebige Charakteristik giiltige Definition der CayLey-Dicxson-Algebren 
findet man bei Scuarer [7], § 2, eine dltere, fiir den Fall Charakteristik + 2 giiltige 
Definition bei Dickson [2], Kap. XII, § 133, S. 264. Im Fall Charakteristik + 2 sind beide 
Definitionen gleichwertig. 

*) Die Einschrankung Charakteristik + 3 wurde von SkornJakov selbst in [11] 
beseitigt. Der von SkornJakov gleichfalls in dieser Arbeit bewiesene Satz ,,Jeder alter- 
native Divisionsring der Charakteristik 2 ist assoziativ“ ist nach einer Bemerkung von 
M. Hatt [3] falsch. 

*) Hierzu siehe FuBnote ™) auf S. 25. 
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1. Hilfsresultate 


Beim Beweis des Satzes werden die von Bruck und KLEINFELD [1] ein- 
gefihrte Funktion 


(1.1) f(w, x, y, z) = (wa, y, z) — x(w, y, z) — (xz, y, z) w 


sowie die im folgenden Hilfssatz genannten Eigenschaften dieser Funktion 
benutzt. 

Hilfssatz 1.1: In jedem alternativen Ring ist die Funktion f(w, x,y,z) linear 
in allen Argumenten: sie wechselt das Vorzeichen, wenn zwei ihrer Argumente 
vertauscht werden und verschwindet, wenn zwei ihrer Argumente gleich sind®). 

Ferner werden die folgenden, in jedem alternativen Ring giiltigen, ebenfalls 
von BRucK und KLEINFELD in [1] bewiesenen Identitaten benutzt. 


(1.2) {(w, x, y, 2) = ((w, x), y, z) + ((y, 2), w, 2) 

(1.3) f(uv, u, x, y) = uf(v, u, x, y) + (u, x, y) (v, u) 

(1.4) (xy, z) = x(y, 2) + (x, z)y + 3 (z, y, 2) 

(1.5) (x?, y, z) = a(x, y,z) + (x,y,z) 2 

(1.6) (x, zy, z) = (x, y,z)2; (x, yx, z) = x(x, y,z)®) 
Aus (1.6) folgt insbesondere wegen der Alternativitaét des Ringes 
(1.7) (xy, xz, y)=90. 


Der Beweis der folgenden bekannten Tatsachen diirfte sich eriibrigen. 

Jeder alternative Divisionsring ist nullteilerfrei, enthalt ein eindeutig 
bestimmtes Einselement und zu jedem von Null verschiedenen Element x 
ein eindeutiges inverses Element x. Fiir x + 0 und beliebiges y aus dem Ring 
ist 


(1.8) (xz, 2, y)=0. 
Fir ++ 0 und y+ 0 ist 
(1.9) (zy)* =y'r. 


Bei den folgenden 3 Hilfssiitzen handelt es sich um Verallgemeinerungen der 
Lemmas 1, 5, 6 und 7 aus [10], § 1. 

Hilfssatz 1.2: Ist fiir zwei Elemente x,y eines alternativen Ringes R 

ryt yr=a, 
so ist fiir beliebiges z¢ R 
u(x, y, zZ) + (2, y, z) x = (x, a, z)"). 
Beweis: Wegen (1.6) wird bei Beachtung der Linearitét des Assoziators 
x(x, y,z) + (x, y,z) x= (%, yx + wy, z) = (x, a, 2), q.e.d: 

y Zam Beweise siehe [1], 2, Beweis zu Lemma 2.1. Der Beweis ist unter Voraussetzung 
beliebiger Charakteristik giiltig. 

*) Zum Beweise siehe [1], 2, Beweis der Identitaten (2.9), (2.18), (2.6), (2.12), (2.13) 


und (2.14). Der Beweis ist unter Voraussetzung beliebiger Charakteristik giiltig. 
7) Siehe [10], § 1, Lemma 1. 
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Hilfssatz 1.3: Ist fiir 2 Elemente x,y eines alternativen Ringes R 


ty+yr=a, 
so ist fiir beliebiges z€ R 
(i) (zx)y = — (zy)z +20 
(ii) x(yz) = — y(xz) + az). 
Beweis: Es ist 
(1.10) (2, 2, y) = (zz) y—2(xry) 


— (2, 2, y) = (2, y, 2) = (zy)z—2(yz), 
wegen yx = — ry +a also 
(1.11) — (z, 2, y) = (zy) e+ z(xy)—za. 
Addition von (1.10) und (1.11) liefert 
0 = (zx) y + (zy) x — za, also (i). 
Analog beweist man (ii). 
Hilfssatz 1.4: Ist fiir die Elemente x, y,z eines alternativen Ringes R 
zyt+yrz=a; rz2+2z=b, 


8o ist 
(i) (x, y, z) = (yz, 7) — yb + az 
(ii) (yz + zy, x) = (y, b) + (z, @)®). 


Beweis: Es ist wegen ry =— yx +a 
(x, y, z) = (wy)z— x(yz) = — (yx)z + az— x(yz). 
Aber wegen zz + xz = 6 ist nach Hilfssatz 1.3 (i) 
— (yz)z = (y#)z— yb, also 
(1.12) (x, y, z) = (yz)a— yb + az— x(yz) 


= (yz, x) — yb + az, 
womit (i) bewiesen ist. 
Speziell ist dann nach (i) 


(1.13) (x, z, y) = (zy, x) —za+ by. 
Addition von (1.12) und (1.13) liefert wegen (x, y, z) = — (2, z, y) 
0 = (yz, x) + (zy, 7) — yb + by + az—za, 
also wegen der Linearitaét des Kommutators 
(yz + zy, x) = (y, b) + (2,4). 


Eine leichte Verallgemeinerung des Lemmas 3.1 von Bruck und KLEINFELD [1 ] 
ist der folgende 


8) Siehe [10], § 1, Lemma 5. 
®) Siehe [10], § 1, Lemma 6 und Lemma 7. 
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Hilfssatz 1.5: Sei R ein alternativer Ring, U der von einer Untermenge S 
aus R erzeugte Unterring von R. Sei ferner H die Menge aller Elemente h «€ R, 
fiir die 

(hk, U) = (h, U, U)=90 
ist. Ein Element p< R gehirt genau dann zu H, wenn 


(p. S) = (p, 8, 8S) = 0 
ist. 
Beweis: Der Beweis verliuft fast wértlich wie der des Lemmas 3.1 in [1] 
und soll daher hier unterdriickt werden. 
Hilfssatz 1.6: Sei R ein alternativer nullteilerfreier Ring, der von den drei 
Elementen x. y, z mit 
(x, y, z)+90 
erzeugt wird. Sei C das Zentrum von R'®). 
Dann ist 
pe—_qzr+r=0 


mit gewissen Elementen p, q, r aus C und p + 0. Es ist 
p = (z, y, 2)*; ¢ = (2, ¥, 2) (z*.9, 2); 7 = (2, zy, 2)*. 


Beweis: Siehe [9]. Einen anderen Beweis dieses Satzes findet man bei 
PicKERT [6]. S. 166 u. S. 179. 


2. Ausgezeichnete Tripel 


Definition: Ein Tripel u,v, w von Elementen eines alternativen Ringes, 
fiir die 


1—2u+0; v+0; w+0 
uv+vu=v; uw+wu=w; vw+wrv=0 
w(vu) + (wv)u = wv 


ist, soll ein ausgezeichnetes Tripel heiBen"). 

Grundlegend fiir den Beweis des Hauptsatzes ist der 

Satz 2.1: In jedem echt alternativen Divisionsring R gibt es mindestens ein 
ausgezeichnetes Tripel. 

Der Beweis dieses Satzes gelingt unter Verwendung des folgenden Hilfs- 
satzes: 

Hilfssatz 2.1: [st fiir drei Elemente u, v und t eines alternativen Ringes 


1—2u+0; v+0; (u,v,t)+0; uv+vu=v, 
so bilden die Elemente u, v, w = (u, v, t) ein ausgezeichnetes Tripel’). 
1°) Als Zentrum C eines alternativen Ringes R wird die Menge aller Elemente c © R 
bezeichnet mit (c, R) = (c,R,R) = 0. 


") Siehe auch [10], § 3 und [4]. 
12) Siehe auch [10], § 3, Lemma 10. 
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Beweis: Wegen uv + vu = v liefert Hilfssatz 1.2 
uw + wu= u(u, v, t) + (u, v, thu = (u,v, t) = w 
und vw + we = v(u, v, t) + (u, v, t)v 
= — {v(v, u, t) + (v, u, t)v} = — (v, v, t) = 0. 
Wegen uv + vu= vi ist weiter 
w(vu) = — w(uv) + wr, 


andererseits ist wegen uw + wu = w nach Hilfssatz 1.3 (ii) auch 


u(wv) = — w(uv) + we, 
daher also 
(2.1) w(vu) = u(wr). 
Nach (1.6) gilt 
(2.2) wv = (u, v, t) v = (u, v, vt). 


Bei Beachtung von (2.1) und (2.2) verifiziert man unter Beriicksichtigung 
von uv + vu = v und Hilfssatz 1.2 


(wv)u + w(vu) = (we)u + u(wr) = (we)u + u(u, v, vt) 
(2.3) = (wv)u — (u, v, vt)u + (u, v, vt) 
= (wv)u— (wv)u+ wv = we. 


Wegen w = (u, v, t) + 0 erfiillen die Elemente u, v, w also die in der obigen 
Definition genannten Bedingungen, q.e.d. 

Nun zum Beweis des Satzes 2.1. Er zerfallt in mehrere Schritte. 

Sei also im folgenden R ein echt alternativer Divisionsring. 

1. Behauptung: Es gibt in R Elemente a, a’, fiir die gilt 


2.4) aa’+a‘a+0, 
wobei a’ ¢ K*). 
Neweis: Seien 1, m,n ¢ R mit 
2.5) (I, m, n) + 0. 
Solche 1, m, n existieren, weil R echt alternativ ist. Insbesondere ist dann 
(2.6) L¢K; m¢K; n¢K; lm,n+0. 


Entweder ist nun fiir wenigstens eines der Paare |, m; 1, n; m, n die Bedin- 
gung (2.4) erfillt. Dann ist nichts mehr zu beweisen. Oder es ist 


(2.7) lm + ml =In+ nl=mn+nm= 0. 


Man betrachte die Elemente 1m und n. Entweder ist schon fiir diese Elemente 
(2.4) erfillt. Dann setze man a = /m, a’= n und hat damit wiederum zwei 
Elemente der verlangten Art. Oder es ist 


(2.8) (Im)n + n(lm) = 0. 
18) Mit K wird der Kern von R bezeichnet, also die Menge aller k ¢ R mit (k, R,R) = 0. 
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Dann haben aber die Elemente a = 1m +n, a’ = n die in der Behauptung 
genannten Eigenschaften; denn wegen In +nl=0 und Hilfssatz 1.3 (ii) 
sowie wegen nm = — mn ist jetzt 
(lm)n + n(lm) = (lm)n — l(nm) =(lm)n + l(mn) 
= (l, m, n) + 2l(mn) = 0, 


d. h. unter der Annahme (2.8) ist wegen (2.5) die Charakteristik des Ringes 
von 2 verschieden, so daB wegen n + 0 gilt 


aa’+ a’a = (lm)n + n(lm) + 2n?= 2n?+ 0. 
wobei a’=ntK. 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 
2. Behauptung: Es gibt in R Elemente b, b' mit 
bb’+ DbEK. 
Beweis: Seien a, a’ zwei Elemente aus R mit 
aa’'+a’a+0; a’¢K. 
Entweder ist fiir diese Elemente schon die Behauptung 2. erfiillt. Dann ist S 
nichts mehr zu beweisen. Oder es ist 
aa’+a’a=keK; k+0. 
Dann haben aber die Elemente b = aa’, b’= a’ die in der Behauptung genannte 
Eigenschaft: denn 
bb’ + b’b = (aa’)a'+ a'(aa’) = (aa’)a'+ (a’a)a’= (aa’+ a’'a)a’= ka’ 
und 
ka’¢ K; 
denn wegen k + 0 existiert k-'— R ist Divisionsring — und da bekanntlich 
der Kern eines alternativen Divisionsringes selbst ein Divisionsring ist, also 
insbesondere abgeschlossen ist gegen Multiplikation und Inversenbildung. 
wirde aus ka’ ¢ K folgen 
k-ka’=a'eK gegen Voraussetzung. 
3. Behauptung: Es gibt in R mindestens ein Element z, fiir das gilt 
x*¢K. 
Beweis: Seien b, b’ zwei Elemente aus R mit 
bb’+ b'bEé K. 
Entweder ist b?¢ K bzw. b’'*¢ K. Dann ist nichts mehr zu beweisen. Oder ex 
ist b?¢ K und b’*¢ K, wegen der Abgeschlossenheit von K gegen Addition 


also b?+ b’*¢ K. Dann hat das Element 2 = 6 + b’ die in der Behauptung 
genannte Eigenschaft; denn 


x* = (b + b’)? = (b + b’*) + (bb’ + b’b) 


und 


(b? + b’?) + (bb’ + b'b) ¢ K; 
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denn wegen der Abgeschlossenheit von K gegen Addition und Subtraktion 
wiirde aus z* ¢ K wegen b?+ b’*¢ K folgen 


x® — (b® + b’®) = (b* + b’*) + (bb’ + b’b) — (B® + b’*) = bb' + DDE K 
gegen Voraussetzung. 
4. Behauptung: Es gibt in R zwei Elemente u, v mit 


1—2u+0; v+0; uv+vu=v. 


Beweis: Sei x ein Element von R mit z*¢ K. Dann existieren Elemente 
y,z€R, so dab 


(2.9) (x®,y, z) +0. 
Wegen (1.5) ist sicher auch 
(2.10) (z, y, z) + 0. 


Wegen Hilfssatz 1.6 geniigt dann z einer quadratischen Gleichung 
(2.11) pxt—qr+r=0, 


wobei p = (zx, y, z)? +0; q = (2, y, z) (z*,y,z) + 0; r = (x, ry, z)® zum Zen- 
trum C’ des von x, y, z erzeugten Unterringes R’ von R gehéren. C’ ist als 
Zentrum eines alternativen Ringes bekanntlich selbst ein (assoziativer und 
kommutativer) Ring. Fiir jedes c+0 aus OC” existiert ein c-'¢ R, da R 
Divisionsring, und man iiberzeugt sich, daB auch gilt 


(2.12) (c+, B’,R’) = (c-*, RB’) = 0; 
denn sind s, s’ beliebige Elemente von R’, so folgt aus (1.1) 
(cc, 8, 8’) = f(c, c,s, 8’) + c-*(c, 8, 8’) + (cs, 8’) € 
Wegen cc= | ist (cc-,s, s’) = 0 und mit (c, s, 8’) = 0 folgt 
(c, 8, 8’) c = —f(e, ec, 8, 8’) = —((c, c~4), 8, 8’) — ((8, 8’), c, c~"), 
also bei Beachtung von (1.8) und (c, c) = 0 
(c—1,8, s’)c= 0, 
demnach wegen c + 0 (c~!,s, 8’) = 0 oder 
(c-!, R’,R’) = 0. 
Weiter liefert (1.4) fiir beliebiges s ¢ R’ 
(ce—}, s) = c(c—1,8) + (c, 8) c~1+ 3(c, c},8), 
also bei Beachtung von (cc~!,s) = (1, #) = 0, (c, R’) = 0 und (1.8) 
c(c—1,8) = 0, 
also wegen c + 0 (c~1,s) = 0 oder 
(c1, R’)=0, qed. 


Entsprechend zeigt man unter Verwendung von (C’, R’, R’) = (C’, BR’) = 0 
und (2.12), daB fiir beliebige c,, c, + 0 aus C’ gilt 


(2.13) (e,c>*,R’) = (cq, cy*, R’,R’) = 0. 
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Wegen (1.9) ist (q-*)?= (qg*)-*. Beachtet man q¢€ OC’, also g*¢ C’, pe C’, 
also auch p € R’, (2.12), (2.13) und (1.7), so verifiziert man leicht 
{p(q*)*} (px*) = {p(q-?)*p} * = {(pq-*) (q-* p)} 2*= (pg-*){(pg-*) 2} 
= (pq-*) {z(pq-*) 2} = (pq-* x) (pq-*z) = (pq-*2)?, 
und analog wegen (1.8) 
{p(q*)-*} (qx) = {(pq-*) (q-*@)} & = pg? x 
schlieBlich 
{p(q*)-*} r = (pr) (q*)-*. 
Multipliziert man daher (2.11) von links mit p(g*)~', so erhalt man 
(pq? x)*— (pq? x) = — (pr) (q*)"*= «. 
Man setze 
(2.14) pq ix=u. 
Dann wird wegen u?— u = « und wegen (2.13) 


(u®— wu, y, z) = — ((pr) (¢*)-', y, z) = 9, 
also 


(2.15) (u?, y, z) = (u, y, 2). 
Nun liefert aber (1.5) sofort 
(2.16) (uw, y, z) = (u*, y, z) = u(u, y, z) + (u, y, z) wu. 
Wegen (1.1) wird nun 
(pq-* a, y, 2) = f(pq-*, 2, y, z) + z(pqr*,y, 2) + (x, y, 2) (pq-*), 
also, da nach (2.13) (pq-!, y, z) = 0 und nach (1.2) und (2.13) wegen (y, z) € R’ 
f(pq-*, x, y, 2) = (pq, =), y, 2) + ((y, 2), pq-?, z) = 0: 
(u, y, 2) = (pq-* =, y, z) = (2, y, 2) (pg-"). 


Beachtet man (2, y, z) + 0, p + 0, g-! + 0 und die Nullteilerfreiheit von R, 
so sieht man, daB 


2.17) (u, y,z) +0. 
GemaB (2.15) ist dann auch 

(u?, y,z) +0 
und daher wegen (u— u?, y,z) = 0 


(u— u?, y, z) — (u?, y, z) = (u— 2u*, y, z) +0, 
so daB also 
u— 2u?= u(l— 2u)+0 


sein muB. Daraus folgt sofort 
(2.18) 1—2u+0. 


Setzt man 


(u, ¥y, z) = 2, 
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so hat man wegen (2.16), (2.17) und (2.18) 2 Elemente u und v mit 
1—2u+0; v+0; uv+vu=—2, 
womit die Behauptung bewiesen ist. 
5. Behauptung: Es gibt in R ein Element t, fiir das gilt 
(wu, v, t) = OM). 
Beweis: Es ist wegen — vu = uv —v 
((u, v), w) = (2uv— v, u) = 2uvu— vu— 2u*v + uv 
= — 2u®v + 2uv— vu— 2u*v + uv 
= — 4av— 4uv + 3uv— vu = — 4av— (uv + bu) 
=—4av—v=—(l+4a)v 
und da 1—2u + 0, also 
(2.19) (1—2u)*= 1—4u+ 4u®= 1— 4u4+ 4u+ 4c=1+ 4240, 
folgt bei Beachtung von v + 0 
(2.20) ((u, v), u) + 0. 


Ware nun 
(u, v, R)=0, 


so wire nach (1.2) fiir beliebige s, s’¢ R 


f(s, 8’, u, v) = ((u, v), 8, 8”), 
also nach (1.1) 


((u, v), 8, 8’) = (88’, uw, v) — 8’(8, u, v) — (8, u, v)s = 0, 
d.h. 


(2.21) ((u, v), R, R) = 0%). 

Gem4&8 (1.3) wird dann aber weiter!*) 

(2.22) (uw, y, 2) ((u, v), w) = u f(y, z, u, (u, v)) — f(y, z, uw, u(u, v)). 
Wegen (1.1) und (2.21) ist dann 


f(y. z, w, (u, v)) = (yz, u, (u, v)) — z(y, u, (u, v)) — (, u, (u, v))y = 0 
und 


Hy. z, u, u(u, v)) = (yz, u, u(u, v)) —2(y, u, u(u, v)) —(, u, u(u, v))y. 
Aber nach (1.6) und (2.21) ist fiir beliebiges s ¢ R 


(8, u, u(u, v)) = (8, u,(u, v))u = 0, 


4) Der Existenzbeweis fiir t ist nicht konstruktiv. Es ware noch zu iiberlegen, ob sich 
auch dieser Beweis konstruktiv fiihren laBt. 

15) Siehe auch [1], Beweis zu Lemma 3.2. 

1*) Hier kénnte man natiirlich das Theorem 3.1 aus [1] benutzen, um zu zeigen, daB 
ein t mit (u,v,t) + 0 existieren muB. Da der Beweis des Theorems 3.1 etwas unbequem ist, 
wurde hier bewuBt darauf verzichtet. 
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also auch 


f(y, 2, U, u(u, v)) = 0, 
und demnach gemaB (2.22) 


(u, y, z) ((u, v), u) = 0. 
Das ist aber ein Widerspruch zu (2.17) und (2.20). Es gibt also mindestens 
ein ¢, fiir das gilt 
(u, v, t) + 0, q.e.d. 

Nach Hilfssatz 2.1 bilden die Elemente wu, v,(u, v, ¢) aus 4. und 5. ein aus- 
gezeichnetes Tripel. Damit ist der Satz 2.1 bewiesen. 

Der folgende Hilfssatz nennt eine Eigenschaft ausgezeichneter Tripel, die 
beim Beweis der Basiseigenschaft der Elemente 1, u, v, vu, w,..., w(vu) 
wesentlich benutzt wird. 

Hilfssatz 2.2: Sind u,v, w und u, v, d.ausgezeichnete Tripel eines nullteiler- 
freien alternativen Ringes R, so gilt 


(w*, d) = 07). 
Beweis: Nach (1.3) ist 
(2.23) (A, v, u) (w*, d) = f(dw*, d, v, u) — df(w*, d, v, u). 
Behauptung: Es ist fiir beliebige s ¢ R 
(2.24) (u, w?, 8) = (v, w*, 8) = (vu, w*, s) = 0. 


Beweis: Unter Beachtung von (1.5), «w+ wu = w und Hilfssatz 1.2 wird 

(u, w*, 8) = — (w*, u, 8) = — {w(w, u, 8) + (w, u, 8) w} = — (w, w, 8) = 0. 
Ebenso liefert (1.5), wv + vw = 0 und Hilfssatz 1.2 

(v, w*, 8) = — (w*, v, 8) = — {w(w, v, 8) + (w, v, 8) w} = — (w, 0, 8) = 0. 


Wegen Hilfssatz 1.3 (i), wu + uw = w, vw = — wv und (wv)u + w(vu) = we 
wird 

vu)w + w(vu) = — (vw)u + vw + w(v4u) 
(2.25) (vs) 


= (wv)u + w(vu)— wv=0. 


Unter Verwendung von (1.5), (2.25) und Hilfssatz 1.2 beweist man nun genau 
wie oben noch 


(vu, w*, s) = 0, q.e.d. 

Im Hinblick auf (1.1) wird nach (2.24) 

f (w?, d, v, u) = f(v, u, w?, d) 

= (vu, w*, d) — u(v, w*®, d) — (u, w*, d)v = 0. 

Analog erhalt man, wenn man noch (1.6) beachtet, 

f (dw, d, v, u) = f(v, u, dw*, d) 

= (vu, dw, d) — u(v, dw’, d) — (u, dw*, d) v 
= (vu, w*, d) d — uf (v, w*, d) d} — {(u, w*, d) d}v = 0. 

bey Siehe auch [10], § 4, Lemma 1. 
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so daB nach (2.23) 
(2.26) (d, v, u) (w*®, d) = 0 
wird. Da wu, v, d ein ausgezeichnetes Tripel ist, folgt 
(d, v, u) = (dv) u—d(vu) = (dv) u + (dv) u— dv = (dv) (2u—1), 
also wegen 1 — 2u + 0, v + 0, d + 0 sicher 
(d, v, u) + 0. 
Jetzt zeigt (2.26) wegen der Nullteilerfreiheit von R 
(w?, d) = 0. 


3. Beweis des Hauptsatzes 
Sei R im folgenden ein echt alternativer Divisionsring. Sei u,v, w ein 
gem&B 2. konstruiertes ausgezeichnetes Tripel. Ferner sei 7 der von den 
drei Elementen u, v, w erzeugte Unter-Ring von R. Sei schlieBlich H die Menge 
aller h¢€ R mit 


(3.1) (h. T) = (h, T, T) = 0. 
Wegen 
(3.2) CoH 


— C sei das Zentrum von R — ist H jedenfalls nicht leer. 

Im folgenden sei*zur Abkiirzung die Menge der Elemente u,v, w mit S 
bezeichnet. 

Hilfssatz 3.1: Zin Element p ¢ R gehért zu H, wenn 


(p, S) = 0") 
ist. 
Beweis: Sei also p ein Element mit 
(3.3) (p, 8S) = 0. 


Wegen (p, u) = 0 folgert man mit Hilfssatz 1.2 
(3.4) u(p, u,v) = (p, u,v) u. 
Bei Beachtung von uv + vu = v liefert Hilfssatz 1.2 


u(p, u,v) + (p, u,v) u = (p, u,v). 
also wegen (3.4) 
(p, u, v) — 2u(p, u, v) = (1 — 2u) (p, u,v) = 0, 


daher wegen (1 — 2u) + 0 und der Nullteilerfreiheit von R 


(3.5) (p. u,v) = 0. 
Ganz analog beweist man 
(3.6) (p, u, w) = 0. 


Im Hinblick auf (p, u) = 0 liefert Hilfssatz 1.2 weiter 


u(p, U, wv) = (p, U, WL) U. 
18) Siehe auch [4], Lemma 1. 
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Wegen (wv) u + u(wv) = wv (siehe Gleichung (2.3), S. 21) liefert der gleiche 
Hilfssatz andererseits 
u(p, u, we) + (p, u, wv) u = (p, u, wr). 

Aus diesen beiden Gleichungen folgert man wie oben 

(p, u, wv) = 0. 
Da aber wv = — vw ist, muB dann auch (p, u, vw) = 0 sein und damit wegen 
der Linearitét des Assoziators 

((w, v), P, u) = 0. 
Nun wird nach (1.2) wegen (p, u) = 0 
(3.7) f(p, u, w, v) = ((p, u), w, v) + ((w, v), p. u) = 0, 
und (1.1) liefert im Hinblick auf (3.6) 

(uv, p, w) = f(u, v, p, w) + v(u, p, w) + (v, p, w) u = (v, p, w) u, 

also 


(p, uv, w) = (p, v, w) wu. 
Analog beweist man 


(p, vu, w) = u(p, v, w). 


Addition dieser beiden Gleichungen liefert wegen der Linearitat des Assoziators 
und wegen uv + vu=v 


(3.8) u(p, v, w) + (p, v, w) u = (p, uv + vu, w) = (p, v, w). 
Unter Verwendung von (1.1) zeigt sich bei Beriicksichtigung von (3.6) und 
(3.7) weiter 


(pv, u, w) = f(p, v, u, w) + v(p, u, w) + (v, u, w) p = (v, u, w) p, 


(u, v, w) p = (u, pv, w) 
und analog 


p(u, v, w) = (u, vp, w), 

woraus man wegen pv = vp sofort folgert 
(3.9) (u, v, w) p = pu, v, w). 
SchlieBlich liefert (1.1) bei Beachtung von (3.7) noch 

(pu, v, w) = u(p, v, w) + (u, v, w) p 

(up, v, w) = (p, v, w) u+ plu, v, w). 
Bericksichtigt man up = pu sowie (3.9), so sieht man 
(3.10) u(p, v, w) = (p, v, w) uw. 
Aus (3.8) und (3.10) folgert man wie oben beim Beweis von (3.5) und (3.6) 
(1 — 2u) (p, v, w) = 0, also 
(3.11) (p, v, w) = 0 
Wegen (3.5), (3.6) und (3.11) und des Alternativgesetzes ist 
(3.12) (p, 8S, S)=0. 
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Mit (3.3) und (3.12) liefert Hilfssatz 1.5 sofort 


pe H, qed. 
Hilfssatz 3.2: Es gilt fiir beliebige h, h' ¢ H wnd beliebige t,t’ « T 
(i) (h, h’, t) =0 
(ii) (ht, h’, t’) =0. 


Beweis: Zu (i): Beweis in 2 Schritten 
a) Behauptung: Es ist fiir beliebige h,h’ ¢ H 


(h, h’, 8S) =0. 
Beweis: Bei Beachtung von u, v, uv € 7, (H, 7) = 0 und (1.2) erhalt man 
bei Verwendung von (1.3) fiir beliebige h, h’ ¢ H: 
(u, h, h’) (v, u) = f(uv, u, h, h’) — uf(v, w, h, h’) 
= — f(uv, h, u, h’) + uf(v, h, u, h’) 
= — ((uv, h), u, h’) — ((u, h’), wo, A) 
+ u((v, h), u, h’) + u((u, h’), v, kh) = 0. 
Aber 
(v, u) = vu— uv = vu + vu—v=v(2u—1), 

und wegen v + 0, 1 — 2u + 0, also 
(3.13) (v, u) +0 


folgt 
(u, h, h’) =0. 


Vertauscht man in den obigen Gleichungen u und v und beachtet (wu, v) + 0, 
so erhalt man 
(v, h, h’) = 0. 


Ersetzt man in denselben Gleichungen schlieBlich noch u durch w und v durch u 
und beachtet 


(u,w) = uw — wu= uw + uw—w = (2u—l)w +0, 
so erhalt man schlieBlich noch 
(w, h, h’) = 0, 


womit die Behauptung bewiesen ist. 
b) Behauptung: Es ist 


(#1, H,T)=0. 
Beweis: Sei M die Menge aller m € 7 mit 
(3.14) (H, H, m) = 0). 


Nach Definition ist dann M ¢ T und wegen a) SC M. Anwendung von (1.1) 
liefert fiir beliebige m, m’¢ M und beliebige h, h’c H bei Beachtung von (3.14) 


1%) Siehe auch Beweise zu Lemma 3.1 in [1]. 
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und (1.2) 
(mm’, h, h’) = f(m, m’, h, h’) + m’(m, h, h’) + (m’, h, h’) m 
= — ((m, h), m’, h’) — ((m’, h’), m, h), 
also wegen m, m’¢ T und (H, T) = 0 
(mm’, h, h’')=0. 
Wegen mm’¢ T — T ist ein Ring — ist also M abgeschlossen gegen Multi- 
plikation. Wegen der Linearitaét des Assoziators ist M auch abgeschlossen 
gegen Addition und Subtraktion. Daher ist M ein Ring. Wegen Sc M ist 
der von S erzeugte Ring T in M enthalten, also muB wegen M ¢ T' (s. 0.) 
T = M sein. Daher ist 
(H, H, T)=0, 
womit (i) bewiesen ist. 
Zu (ii): GemaB (1.1) gilt fiir beliebige h, h’« H und beliebige ¢, t’« 7 
(ht, h’, t') = f(h, th’ UV + th WU) + (bt yh, 
also wegen (H, 7') = 0, (1.2) sowie (H, T, T) = (H, H, T) = 0 
(ht, h’,t') = 0, q.e.d. 

Hilfssatz 3.3: Die Menge H ist ein Kérper*). 

Beweis: DaB H abgeschlossen ist gegen Addition und Subtraktion, folgt 
sofort aus Hilfssatz 3.1 und der Linearitaét des Kommutators. 

Seien h, h’ beliebige Elemente von H, s eines der Elemente von S. Bei 
Beriicksichtigung von (h, s) = (h’, s) = 0 und Hilfssatz 3.2 (i) liefert (1.4) 

(hh’, 8) = h(h’, 8) + (h, 8) h’ + 3(h,h’, 8) =0, 
d.h. wegen Hilfssatz 3.1 
hh'e H. 

H ist also auch abgeschlossen gegen Multiplikation. 

Sei h + 0 ein beliebiges Element von H, s ein beliebiges der Elemente von S. 
Da R Divisionsring ist, existiert h-*. (1.4) liefert 

(hh-?, 8) = h(h, 8) + (h, 8) h-* + 3(h, h-, 8); 

wegen (hh-, 8) = (1, 8) = 0, (H, T) = 0 und (1.8) muB also 


h(h-}, s) =0 
sein, d. h. wegen h + 0 
(A-}, 8) = 0. 
Hilfssatz 3.1 liefert 
ho eH. 


H ist also auch abgeschlossen gegen Inversenbildung und daher jedenfalls ein 
Divisionsring. 
Seien wiederum h, h’ beliebige Elemente von H. Anwendung von (1.1) 
liefert bei Beriicksichtigung von (h’, v, w) = 0 
{(uh, h’, v, w) = ((uh)h’, v, w)— h' (uh, v, w). 
®) Siehe auch [4], Lemma 2. 
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Unter Beachtung von Hilfssatz 3.2 (i), {(uh, h’, v, w) = f(v, w, wh, h’) und (1.1) 
erhalt man 


‘ (u(hh’), v, w) — h’ (wh, v, w) 
= (vw, uh, h’) — w(v, uh, h’) — (w, wh, h’) v, 


also wegen Hilfssatz 3.2 (ii), vw, u,v, w¢ T und uh = hu 


(3.15) (u(hh’), v, w) — h' (uh, v, w) = 0. 
Behauptung: Es gilt fiir beliebige h « H 
(3.16) (uh, v, w) = h(u, v, w). 


Beweis: (1.1) liefert bei Beachtung von (1.2) und (3.1) sowie (v, w) ¢ T 
(uh, v, w) = f(u, h, v, w) + h(u, v, w) + (A, v, w) w 
= h(u, v, w) + ((u, kh), v, w) + ((v, w), u, h) 
= h(u, v, w). 
Formt man (3.15) unter Beachtung von (3.16) um, so erhilt man 
(hh’) (u, v, w) — h'{h(u, v, w)} = 0, 
also wegen (u, v, w) € T und (H, H, T)=0 


(hh’) (u, v, w) — (h’h) (u, v, w) = 0 
oder 
(h, h’) (u, v, w) = 0. 


DaB der Assoziator (u,v, w)=—(w,v,u) aus den Elementen eines aus- 
gezeichneten Tripels von Null verschieden ist, wurde bereits gezeigt (s. Seite 27, 
oben). 
Dann muB aber wegen der Nullteilerfreiheit von R 
(h, h’) = 0 

sein, d. h. die Multiplikation der Elemente von H ist kommutativ. 

Seien schlieBlich h, h’, h’’ beliebige Elemente von H. GemiB (1.1) ist wegen 
(H, H, T) = 0 und (A, v, u) = 0 
_ f(hv, u, h’, h”’) = ((hv) u, h’, h’’) — ulho, h’, hb”) 
7 = (h(vu), h’, h’’)— ulhv, h’, h”). 
Weiter ist wegen (H, 7') = 0 

f(hv, u, h’, h’’) = — f(ho, h’, u, hh”) = — ((hv, h’), u, h’’), 

aber gemaB (1.4) ist wegen (H, 7’) = 0, (h, h') = 0 und (H, H, T)=0 


(hv, h’) = h(v, h’) + (h, h’) v + 3(h, v, h’) = 0, 
also 
f(hv, u, h’, hk”) =0 
und daher nach (3.17) 


(3.18) (h(vu), h’, h’’) — u(hv, h’', kh”) = 0. 
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Behauptung: Es gilt fiir beliebiges ¢ < T 
(3.19) (ht, h’, h’’) = t(h, h’, h’’). 
Beweis: (1.1) liefert bei Beachtung von (H, H,T) = (H,7) = 0, (1.2) und 
(h’, hh”) =0 
(ht, h’, kh’) = f(h, t, Wh’) + tlh, hh’) + (th hh 
= t(h, h’, hh’) + (A, t), h’, Wh’) + ((h’, h’’), h, B) 
= t(h, h’, h’’). 
Formt man (3.18) gemaB (3.19) um, so erhalt man 
(3.20) (vu) (h, h’, h’’) — uf v (h, h’, h”’)} = 0. 
Wegen der Abgeschlossenheit von H gegen Multiplikation und Subtraktion 
ist (h, h’, h’’) ¢ H, und mit (H, 7’, T) = 0 folgt aus (3.20) 


(vu) (h, h’, h’’) — (uv) (h, h’, hh’) = 0 
oder 
(v, u) (h, h’, hh’) = 0, 
also wegen’ (3.13) 
(h, h’, h”) =0, 


d. h. die Multiplikation der Elemente von H ist assoziativ. 
Also ist H ein K6rper. 
Satz 3.1: Die Elemente 
Co 1; Qh = U; Co= 0; Cg = VU; C= W; C= WU; Cg = WU; €, = w(vUu)”) 


verhalten sich bei der Multiplikation wie die Basiselemente einer CayLey- 
Dickson-Algebra. Die Elemente 


&@—aq=a; &g=~6; g@=y 
gehiren zu H, und es ist 
1+4a+0; B+0; y+0. 


Beweis: Die Beziehung 1 + 4 «+0 wurde bereits bewiesen (s. (2.19)). 
Die Beziehungen f + 0 und y + 0 sind wegen v + 0, w + 0 trivial. 
Es soll nun gezeigt werden, daB a, 8, y zu H gehéren. Sicherlich ist 


(a, u) = (u?—u,u)= 0. 
Durch einfache Rechnung findet man 
av = (u’—u) v= u(uv) — uv = u(v — vu) — uv 
= — (uv) u = (vu— v) u = vu?— vu = v(u?— u) 


= va 
also 
(a, v) = 0 


*) Diese Bezeichnung ist fiir die folgenden Uberlegungen praktisch. 
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und analog, indem man v durch w ersetzt, 


(x, w) = 0. 
Nach Hilfssatz 3.1 ist also 
ej—e=acdH. 
Ganz analog verifiziert man 
@Q=PcH; g@=ycH. 

Die Berechnung der Multiplikationstafel der Elemente é,, ..., ¢, bereitet 
prinzipiell keine Schwierigkeiten. Es mége daher geniigen, einige Beispiele 
vorzurechnen. 

Nach der obigen Bezeichnung ist 

CgO, = Cg; CgOy= Cg; Cglg= lg; Cglg= Cy. 
Nach der Definition der ausgezeichneten Tripel ist 
Cy Og = Cq— Cg ly = Cg— Cg; Cp Og= Cg Cyl = Cg— Cys Cghg= — Cglg= — Cy 
Cg = (gly) C= Cgle— 4 (Cpe) = Cg— er. 
Wegen des Alternativgesetzes wird 
€g@3= 2 (€g¢,) = fe,, 
und analog behandelt man die Produkte e,e, = e,(e,€,) = ye; €g@g= 4 (ge) = 
= Vlas Cgla= (Cyl) Cg= Beg; Cgea= eg (Cges) = Ye. 
Mit Riicksicht auf ef = « + e, folgt 
C3; = (€g€;) €; = &g(& + €;) = Hegt+ Cy 
und analog 
C50; = KEg+ Cg. 
Im Hinblick auf e,= e,— e,e, ergibt sich 
€3€,= (€2— €,€) &g= P — fey. 
Wegen (1.7) wird (€3, 9, €;) = (€2€;, €g, €;) = 0 
und daher wegen e¢,e,= § — fe, 
e = €3(€2€;) = (€3€2) €;= (p— Be,)e,= Bey— Bla +e¢)=—a B, 
und analog folgt e2 = — a y sowie ef = — By. 
Wegen e,e,+ ¢,@,= 0 ist nach Hilfssatz 1.3 (ii) 
C205 = Cp (€ge;) = — &y(€¢,) = — 7 
und daher 
Cy€7 = — €g(€2€5;) = — Bes. 
Mit ¢,€,+ €,¢,= @, liefert Hilfssatz 1.3 (i) bei Beachtung von ee, = &, — ¢, 
€5€g= (C401) Cy (€4€g) €; + Cg€g= — Cgly + Og= Cr 
Nach dem gleichen Hilfssatz wegen e,e,+ €4@;= 4 
€1€g= €1 (€ gla) = — €4 (010g) + gg = — €g(€g— €g) + lglg = Cglg= 7 
und somit 
€1€7 = €1 (6,5) = (& + €)) Og—= KEgt Cpeg= Ag+ C7. 
Math. Ann. 132 3 
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Wenn man auf diese Weise alle méglichen Produkte berechnet, erhalt man eine 
Multiplikationstabelle vom Typ der Tabelle 1. 














Tabelle 1 
) a es +) | es | es es eC; 
| | 

€o | “o ey es es ~~ 7 es &6 e, 
fe: | a+ | Cg—ly | —aeg &a— €; | —Ee, e, | aeg+ €, 
Csi ’2| & Be, —te | —et, —Be, | —Be; 
€3 | &s | weg +es | B— Be, | —a B —€,; | —@é,— ¢, —Be,+ Bes | a Be, 
Qs} a} es €6 e7 Y Ya | Ves Yes 
€; | €s | ey +e, Cp | eg t ey | Y— Yer a 7 Yes— Ves —XY ls 
€y | &y | Cg— ey Be, | Be,— Be,| —Ve, | — Vert Ves ——y —By+Brye, 
€, | Cz | —@e, Be, | —aBe, | —ye, LYes —Bye, aBy 


Das ist die Multiplikationstabelle einer CayLey-Dickson-Algebra®*). Damit 
ist der Satz 3.1 bewiesen. 

Hilfssatz 3.4: Jeder Assoziator (e,,¢,,t) mit beliebigem t € R laBt sich darstellen 
in der Form 


7 
(€,, eg, t) ~~ BY ae, 
v=4 


mit gewissen «,€ H). 

Beweis: Ist (e,,¢),t) = 0, so ist die Behauptung trivial. Ist dagegen 
(€,,€g,¢) + 0, so bilden nach Hilfssatz 2.1 die Elemente ¢,,¢,,(e,,¢),¢) = d ein 
ausgezeichnetes Tripel. Also ist e,d + de,= d. Mit e,e, + e,¢,= e, liefert daher 
Hilfssatz 1.4 (ii) 

(e,d + dey,e,) = (d, e,) + (e4,d) = 0. 
Insbesondere ist auch e,d + de,= 0. Mit e,e,+ e,e,= 0 liefert derselbe Hilfs- 
satz 

(egd + deg,e,) = (d, 0) + (e,,0) = 0. 
Wegen Hilfssatz 2.2, also e? d = de} wird 

(egd + de,) eg= egde,+ de? = e,de,+ ef d = e,(de,+ e,d), 
also 
(ed + de,,e,) = 0. 

Daher ist nach Hilfssatz 3.1 


(3.21) ed + deg=hc H. 
Man setze 
(3.22 d,= d—h, y-'e,. 


#2) Bei der Scuarerschen Definition dieser Algebren (siehe FuBnote 2) wird keine 
Multiplikationstabelle fiir die Basiselemente angegeben. ScHarer definiert die CayLEy- 
Dicxson-Algebren als Biquaternionenalgebren. Man kann jedoch auf Grund dieser 
Definition leicht eine Basis angeben und ihre Multiplikationstabelle berechnen. Fiihrt man 
diese Rechnungen in bekannter Weise aus, so erhalt mar eine Tabelle vom Typ der Tabelle 1. 
%3) Siehe auch [10], § 4, Lemma 2. 
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Wegen Hilfssatz 3.3 ist dabei 
(3.23) h, y'€ A. 


Unter Beriicksichtigung von (H, 7’) = (H, T,, T’) = 0,e,d + de, = d, e,¢,+e,¢, =e, 
verifiziert man leicht 


(3.24) de, + ed, = de, + ed — hy yf*(ege, + €¢,) = d—h, y= d,, 
und analog zeigt man 

(3.25) d,e,+ e,d,= 0. 

SchlieBlich wird wégen ej = y und (3.21) 


dyey+ egd,= deg+ ed — hy yej — h, y-*ej = h,— 2h, 
also 


(3.26) de,+ €,4,= —h,. 

Nach Tabelle 1 ist e,e,+ ¢,¢,= ¢,. Mit (3.24) liefert daher. Hilfssatz 1.4 (ii) 
€,d,+ d,e5,€;) = (d,,€,) + (€5,d,) = 0. 

Unter Verwendung von ¢,¢,+ €,¢,= 0 und (3.25) folgt analog 
(e,d, + d,€5,€,) = (d,,0) + (e5,0) = 0. 

Nach Tabelle 1 ist weiter e,e,+ ¢¢,= y. Mit (3.26) liefert Hilfssatz 1.4 (ii) 
(e,d,+ d,€s,€,) = (d,, y) + (€5,— A,). 


Wegen A, ¢ H ist (e,,—h,)= 0. Weiter ist wegen (3.23) und (H, 7) = 
= (H, H, T) = 0 und Hilfssatz 3.3 nach (1.4) 
(hy y-tegsy) = Ay (eq y) + (A ys y) Cat BU yey) = 9, 
also wegen (e3,d) = (y,d) = 0 
(d,,y) = (d, y) — (hy y~*e,y) = 9. 
Also ist 


(e,d,+ d,es,e,) = 0. 
Hilfssatz 3.1 liefert 


(3.27) e,d,+ d,e,= hae H. 

Man setze 

(3.28) d,= d,+ hg(ay)-1es. 

Wegen Hilfssatz 3.3 ist dabei 

(3.29) ha(a y)€ A. 

Wie oben verifiziert man unter Verwendung von (H,7) = (H, T, T) = 0, 
(3.24), (3.25), (3.26), €5¢, + e1eg= C5,€5€. + Cges—= 0, Cpeyt Oges—= y, =— ay 


und (3.27) leicht: 
de, + ¢,do-=d,; d,e,+ e,d,= 0; 
(3.30) 201 + €;4g= dy _ 2% 
3* 
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Unter Verwendung von Tabelle 1, (3.30) und Hilfssatz 1.4 (ii) zeigt sich 
(egdg+ dyeg,€,) = (dy,€,) + (€4,d,) = 0 
(€gdg+ dyeg,€g) = (dg,0) + (€,,0) = 0 
(€gdg+ dyeg,€,) = (dy,0) + (€,,h’) = 0, 

also nach Hilfssatz 3.1 


(3.31) ed, +dye,= hye H. 
Man setze 

(3.32) d,= d,+ hy(B y)~*e,. 
Dabei ist wegen Hilfssatz 3.3 

(3.33) hy(8 y)-2¢ H. 


Unter Verwendung von (H, 7) = (H, T, T) = 0, (3.30) und Tab. | verifiziert 
man leicht 


(3.34) dye,+ €,dg= ds; dyeg+ e.d,= 0: dyey+ egdy=h’: 

(3.35) dse,+ e;dg= —hy; dyeg+ egd,= — hy. 

Mit Hilfe von Tab. 1, (3.34) und Hilfssatz 1.4 (ii) erhalt man: 
(€,d,+ dye,,€,) = (d3,€z) + (€7,d3) = 0 
(e,d,+ dsez,€,) = (ds,0) + (€,,0) = 0 
(e,d,+ dsez,€4) = (ds,0 ) + (e,.h') = 0. 

also wegen Hilfssatz 3.1 


(3.26) €,d,+ dsez= hc H. 

Man setze 

(3.37) d,= d,— hy(a B y)-*e,. 

wobei 

(3.38) hy(a B y)-*¢ A. 

Im Hinblick auf'(H. 7) = (A, T, T) = 0, (3.34). (3.35) und Tab. 1 zeigt sich 
(3.39) dye, + eds= dy; dyegt+ egdy=0; dyey+eydg=—h’ 

(3.40) d.e,+ €5dg= —hg; dyeg+ egdg= —hgt hya'= hE H. 


Wegen e? = « f y und (3.36) erhailt man auBerdem 
dye,+ e7d,= — hy. 
Bei Beachtung von e,e,= e,— e, folgt schlieBlich noch . 
dy (€g€;) + (€g@,) dy= dgeg t+ egdy— (€7d,+ dye,) = h'’ + hy, 
also 
(3.41) d,(€ge,) + (€g@,) dg= A’ CH. 
Setzt man nun aus (3.32), (3.28) und (3.22) in (3.37) ein, so erhalt man 


d,= d— {hy y~eq— hg (a y)-*e5— hg (B y)-*e,+ Ayla B y)-*e3}, 
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also wegen (3.38), (3.33), (3.29) und (3.23) 


7 
(3.42) d,=d— 3 a,¢, mit gewissen %,¢ H. 


ved 


Da die Elemente e¢,, ¢,,d ein ausgezeichnetes Tripel bilden, ist nach Tab. 1 
insbesondere (d ist mit e, zu identifizieren) 


(3.43) €,(de,) = — (de,)eg. 


Unter Verwendung von (3.42), der Tab. 1; (H, 7, 7) = 0 und (3.43) zeigt man 
ohne Schwierigkeiten sofort 


(3.44) €y(dye,) = — (dye,) eg. 
Bei Beachtung von (3.39), (3.40), (3.44), der Tab. 1 und Hilfssatz 1.3 zeigt sich 
(€g.€,.d4) = (€g@,) da— &g(€, dg) = (€g— €7) dy + (Cg eq) (dye,) — eg, 
~ gy — {€4(dye,)}€g= — €pd,— {— dy (€ge,) + h’e,} ey 
(3.45) ~ 704+ (dyes) e— (h’e,) eg 
= — €7d,+ (— e,d,— hg) eg— hi (e, eg) 
~ @yd4— (€5d4) €g— hye,— h’ (eg— es) 
— 704+ (€5€) dg— (hg + h’) eg + h'e3= — (hat h’) e+ h'e,. 
Andererseits ist nach Hilfssatz 1.4 (i) wegen d,e, + e,dy= d, und d,e,+ egd,=h"’ 
(€g,€;,44) = (d4,€g,€,) = (€g€,,d,) — egd,+ h’’e,. 
aber nach (3.41) ist 
(€g€;.d4) = (€g€,) dg— dy (€ge,) = 2(€ge,) dg— h’”’ 
und daher 
(3.46) (€g,€,,44) = {2(€ge,) — eg} da— hh’ + hey. 
Ein Vergleich von (3.45) und (3.46) lehrt 
{2(eg¢,) — eg} dg= hh’ — hh’ e,— (hg + h’) eg + h'e, 
oder wegen 2(e,e,) — €g = 2(¢.— €7) — €g = &g— 2, 
5 ne, mit gewissem a, < H. 


—_— 
v=0 


(3.47) (e,— 2e,) d, 


Wegen e,— 2e, = e4(2¢e,— 1) = (e4ey) (2e,— 1) und 1 — 2e, + 0. eg + 0. es + 0 
ist eg— 2e, +. Daher existiert (e,— 2¢,)-! und nach (1.9) ist 
{(€g— 2€2)-*}? = {(eg— 2€,)?}-?. 
Daher ist 
(e¢g— 2e,)-' = {(eg— 2e,)*}—' (eg— 2e,). 

Aber nach Tab. | ist, wie man leicht nachrechnet. 

{(eg— 2e,)*}-2= {(1 + 4a) (2 y)} = he A. 
so daB also gilt 


(3.48) (eg— 2e,)-'= he,— 2he,. 
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Multipliziert man (3.47) von links mit (e,— 2e,)-! und beachtet (3.48) sowie 
(1.8), so folgt 
3 3 
(3.49) d,= (he,) 2, oe eo (2 he,) 2 a e,. 
Nun ist nach Hilfssatz 3.2 wegen (H, 7) = 0 fiir beliebige ¢, ¢’¢ 7 und 


beliebige h, h’c H 
(ht) (h't’) = (hth’)t’ = (hh't) t’ 


und wegen (H, 7, T) = 0 und hh'c H 
(3.50) (ht) (h't’) = (hh’) (t?’). 
Formt man (3.49) gemaB dieser Gleichung pnd unter Beachtung von 
(H, H, T) = (H, T) = 0 um, so erhilt man 
3 3 
(3.51) d,= > (ha;) (ege,) — d (2 ha) (e7e,). 
v=0 v=0 


Im Hinblick auf ha} ¢ H sowie 2a,;h¢€H und Tab. 1 liest man aus dieser 
Gleichung sofort ab 


(3.52) d,= Ss a*e, mit gewissen a* ¢ H. 
v=4 
Setzt man nun aus (3.52) in (3.42) ein, so folgt ; 
¢ - 5 
d=» (af +a)e,= ) ae, mit gewissen «,¢ H, q.e.d. 
v=4 v=4 
Satz 3.2: Jedes beliebige Element d ¢ R lat sich darstellen in der Form 
d= 54,6, mit gewissen a, € H™). 
v=0 
Beweis: Fiir beliebiges d ¢ R ist nach (1.1) 
i(d, Cg Cy, €g) = (deg, €,, €g) — &g(d, €,. €g) — (4, €, &g) @, 
also nach (1.2) 7 
(deg, €, &g) — (C44, &, 2) + ((€y, &2), @, &) 5 


= (deg, €;, &g) — eg (d, €, 2) — (€4,.€1, 2) a, 
also 


(3.53) ((e,, €), d, €,) (eq, e; €) d = (€;, ee, €,d) Sy &4 (€,, eo, d). 
Nun ist nach Tab. 1 (wie man leicht nachrechnet) 


(3.54) (C4, €1, &g) = 2eq— eg 
und 
(3.55) ((é:; es), d, €,) ad (€, ee, d) = 2 (e,, 3, d) . 


*) Siehe auch [10], § 4, Lemma 2u Satz 3 und [4], Lemma 4. 


uy wens 
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Daher wird, wie man durch Entwicklung der betreffenden Assoziatoren unter 
Verwendung der Tab. 1 leicht nachrechnet: 


((€x, €), @, &4) + (Cg, €, €) d 
= (€4, &g, d) — 2 (eg, €3, d) + 2e,d —e,d 


= € {(2e,—¢) d}, 
und wenn man dieses Ergebnis in (3.53) einsetzt, 


(3.56) €4{(2es— &g) d} = (€,, &g, &gd) — €4(€,, &g, d). 
Nach Hilfssatz 3.4 ist 


(3.57) (€,, €g, &, d) = , B,e, mit gewissen f,¢ H, 
ebenso 
(€,, &g, d) = z Bre, mit gewissen f; ¢ H 

und daher wegen (H, T) = (H, T, T)=0 

€4(€1, &y, d) = 2 B; (€4¢,)- 
Da ef = ¥; €g€s= 76,3 &g= yeni €4€7= 7e,,; folgt 
(3.58) €4(€;, €g, d) = -5 B,e, mit gewissen f,¢ H. 
Setzt man aus (3.57) und (3.58) in (3.56) ein, so folgt 
(3.59) €4{(2e, — eg) d} = Eh, e, mit gewissen f,¢ H. 
Da e, + 0, existiert e,-!, und wie beim Beweis von Hilfssatz 3.4 zeigt man 


e,) = y~te,. 
Multipliziert man (3.59) von links mit e;! = y~*e, und beachtet (1.8),(H, 7’) = 0 
(3.50), Hilfssatz 3.3, —e 3.2 und Tab. 1, so erhalt man 
(3.60) (2e,—e,)d = Zz (y-? B,) (€4e,) = v: ae, mit gewissen a; ¢€ H. 


Wegen 2¢,— e,.= Sein. €= €,(2e,— 1) wows (1 — 2e,) + 0, eg + O ist 2e,— e, 
+0, und es existiert (2e,— e,)-!. Wie oben zeigt man unter Verwendung 
der Tab. 1 


(3.61) (2e,—¢,)-! = {— B(1 + 4a)}-1(2e,— ey). 


Multipliziert man nun (3.60) unter Beachtung von (3.61) von links mit 
(2e,— e,)-1, so erhalt man wegen (1.8), (H, 7) = 0, (3.50), Hilfssatz 3.3. 
Hilfssatz 3.2 and Tab. 1 durch dieselben Rechnungen wie oben 


d= re {— B(1 + 4a)}-2a!) (ege,) -Et- B(L + 4a)}-*0y) (e46,) = 3 a6, 


mit gewissen «, € H, w.z.b.w. 
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Satz 3.3: Der Kdrper H {allt mit dem Zentrum C von R zusammen. R ist 
endliche Algebra iiber seinem Zentrum C. 
Beweis: Mit Hilfe von (1.4), (H, 7) = 0, Hilfssatz 3.3 sowie (H, H, T) = 0 
folgt 
(3.62) (ht, h’) = h(t, h’) + (h, h’)t + 3 (h,t, h’) = 0 
fiir beliebige h,h'¢ H und beliebiges ¢ ¢ 7’. 
Unter Verwendung von (1.1), (1.2), (4,7) = (4,H,T) =0 sowie Hilfs- 
satz 3.3 folgt 
(ht, h’,h’) = fh, th’ kh") + tth hb’ hh’) + (th hh 
= ((h, t), h’,h’’) + ((h’,h”),h,t) = 0 
fiir beliebige h,h’,h’’ ¢ H und beliebiges ¢ ¢ 7’. 
Unter Heranziehung von (1.1), (1.2), (H.7') = 0, (3.63), (3.62) sowie Hilfs- 
satz 3.2 (ii) zeigt man schlieBlich noch 
(ht hh’ t'=h’) = f(hth th!) + th UA’) +e (LRU Rh 
= ((h,t),h’ t'=.h') + ((h' th’) ht) = 0 
fiir beliebige h,h’,h’’ < H und beliebige t,t’ < 7. 
' Unter Beriicksichtigung von Satz 3.2 der Linearitaét des Kommutators 


der Kommutativitaét von H und (3.62) erhalt man fiir ein beliebiges Element 
x € R und ein beliebiges Element h ¢ H 


(3.63) 


(3.64) 


(A. x) (i. Ea) = (h, a») + y (h,a,e,) = 0, 
vy=l 


vel 


also 


(h, R) = 0. 


Im Hinblick auf Satz 3.2, die Linearitét des Assoziators, die Assoziativitat 
von H sowie (3.63) und (3.64) zeigt sich, daB® fiir beliebige x, y ¢ R und be- 
liebiges h ¢ H gilt 


(h, z, y) = (a, i »* x, e,. Bo  & ay 


y=l A=1 


(h, %, By) + > (h, ay, Bo) + D (A,X. Bre,) + Sy D th. x, ¢,, Bye) = . 
Awl , =i 


r=1 po lA= 
ilso 
(h, R, R) = 0. 
Folglich gehért jedes Element von H zum Zentrum C, d. h. 
H ce, 
mit Riicksicht auf (3.2) also 
C=H. 


Aus dieser Gleichung und Satz 3.2 folgt aber sofort: R ist endliche Algebra 
iiber seinem Zentrum. 

Satz 3.4: Die Elemente eo, €,,..., @, sind linear unabhiingig iiber dem Zen- 
trum C von R. 
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Beweis: Sei 
7 
(3.65) » «,¢,= 0 fiir gewisse a,¢ H. 
v=0 


Multipliziert man (3.65) einmal von rechts und einmal von links mit e, 
und addiert die Resultate, so folgt 


7 
_ a, (€,€, + €,¢,) = 0. 
v=0 
Daraus folgt wegen ¢9¢,= €,é9= €; ¢,@,+¢,¢,=e fir »=2,...,7 und 
- 
ej= are, 


7 7 
2 apes + 2ayat+ 2aye,+ Y a,e,= (2 a+ a,)e,+ 2aa+ J a,e,= 0, 


v=2 v= 


7 
aber nach (3.65) ist 3” a,e¢,— — a, also 


(3.66) im (2 ag+ 0%) e+ 2 aa — a= 0. 
Wegen (¢,, és, &,) + 0 ist sicher e, ¢ C. Daraus folgt 
(3.67) 2a + a, = 0; 
denn wire 2a,+ %, + 0, so existierte (2%,+ «,)~', und es wire 
€; = — (2ag+ a)-*(2aya— a) €C. 
Wegen (3.67) folgt aus (3.66) 
(3.68) 2a,;%— a= 0, 
also auch 
4a,a—2a,= 0. 


Addiert man diese Gleichung zu (3.67), so folgt 


(l + 4) a= 0, 
also wegen (1 + 4a) + 0 


a= 0 
Jetzt liefert (3.68) 

%= 0 
Folglich ist gemaB (3.65) 
(3.69) S x, e,= 0. 


Multipliziert man diese Gleichung einmal von rechts und einmal von links 
mit e, und addiert die Resultate, so folgt 


(3.70) a, (€,€2 + ege,) = 9, 


r=2 
wegell (3€) + sé, = P und @,e, + e,e, = O fiir ry = 4,..., 7 also 
B(2a.+ &) = 0, 
also wegen fp +0 


(3.71) 2agt a= 0. 
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Behandelt man (3.69) in entsprechender Weise mit e;, so folgt analog 


B(a%_— 2% a3) =0, 
also wegen f + 0 


(3.72) t,— Zaay= 0, 


demnach auch 


— 2a,+ 4aa,= 0. 
Addiert man diese Gleichung zu (3.71), so folgt 
(1 + 4a) ts = 0, 
also wegen (1 + 4a)+0 
L, = 0 
und demnach wegen (3.72) 
t= 0. 


Ganz analog zeigt man noch 
Og= As= Ag= a= 0. 
Daher sind die Elemente ép, ¢,, . . ., ¢; linear unabhangig iiber C. 

Nach den Siatzen 3.2, 3.3 und 3.4 bilden die Elemente ¢é,, . . .. e, eine Basis 
der Algebra R iiber C. Nach Satz 3.1 ist daher R eine CayLey-Dickson- 
Algebra iiber seinem Zentrum?*). 

Damit ist der Hauptsatz bewiesen. 
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Gruppentheoretisches Axiomensystem 
einer verallgemeinerten euklidischen Geometrie 


Von 
Kurt Scutrre in Marburg a. d. Lahn 


Einleitung 

Zur Begriindung der ebenen absoluten Geometrie haben sich die Geraden- 
spiegelungen als brauchbare Grundelemente erwiesen. Die von diesen Spiege- 
lungen erzeugte Bewegungsgruppe konnte durch einfache gruppentheoretische 
Axiome') gekennzeichnet werden. — Zu der allgemeinsten ebenen Geometrie, 
die sich in dieser Weise erkliren l4Bt, gelangt man folgendermaBen: Zugrunde 
liege eine Menge von ,,Pwnkten“ und ,,Geraden™, fir die zwei Relationen 
erklart sind, die ,,.[nzidenz und die ,,Orthogonalitdt. Es soll auBer gewissen 
trivialen Inzidenz- und Orthogonalitétsaxiomen folgendes ,,Spiegelungsaxiom* 
gelten: ,,Zu jeder Geraden gibt es mindestens eine involutorische orthogonale 
Kollineation, welche die betreffende Gerade punktweise festhalt.‘‘ — Hiermit 
laBt sich beweisen?) : 

1. Zu jeder Geraden gibt es genau eine solche Abbildung — wir bezeichnen 
sie als ,,Spiegelung‘ an dieser Geraden. Die Geraden lassen sich also eindeutig 
durch ihre Spiegelungen repriisentieren. 

2. Ein Produkt von zwei Geradenspiegelungen ist genau dann involutorisch, 
wenn die betreffenden Geraden aufeinander senkrecht stehen. Die Ortho- 
gonalitét laBt sich also eindeutig durch eine Eigenschaft der Spiegelungs- 
produkte kennzeichnen. 

3. Je zwei Spiegelungen an Geraden, die in einem Punkt P aufeinander 
senkrecht stehen, haben gleiche Produkte. Die Punkte lassen sich also ein- 
deutig durch involutorische Produkte von Geradenspiegelungen reprisen- 
tieren — wir nennen sie ,, Punktspiegelungen*. 

4. Das Produkt aus einer Punktspiegelung und einer Geradenspiegelung 
ist genau dann involutorisch, wenn der betreffende Punkt mit der betreffenden 
Geraden inzidiert. Hiermit ist auch die Jnzidenz gruppentheoretisch gekenn- 
zeichnet. 

GemaiB 1.—4. kann die betrachtete Ebene gruppentheoretisch erklirt 
werden. Die trivialen Inzidenz- und Orthogonalititsaxiome und das Spiege- 
lungsaxiom gehen dabei in die gruppentheoretischen Axiome iiber, die im 
folgenden § 1 mit I 1—4 bezeichnet sind. Hierzu ist noch ein Reichhaltigkeits- 
axiom (etwa das Axiom 6 von F. BacHMANN®)) hinzuzunehmen. Die durch diese 


1) ARNOLD Scumipt [14], F. Bacumann [3], E. Sperner [18], H. Karzer (6), [7]. 
2) Beweis fiir die affine Ebene (mit euklidischer Metrik) in [16] §3. Der Beweis laBt 
sich mit entsprechenden Erganzungen auf die absolute Geometrie ausdehnen. 
3) Literaturverzeichnis [31]. 
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Axiome abgegrenzte Geometrie kann man als ,,absolute Spiegelungsgeometrie 
im allgemeinsten Sinne ansehen. Das Axiomensystem unterscheidet sich von 
dem Axiomensystem von ARNOLD ScumipT‘) bzw. 'F. BacuMany’®) nur dadurch, 
daB hier nicht der ,,Satz von den drei Spiegelungen™ gefordert wird. D. h. es 
braucht nicht jedes Spiegelungsprodukt von drei Geraden, die einen Schnitt- 
punkt oder ein gemeinsames Lot haben, eine Geradenspiegelung zu sein. 
Stattdessen tritt hier das wesentlich schwiachere Axiom I 4 auf, das aus dem 
vorgenannten Spiegelungsaxiom entspringt. 

Eine algebraische Kennzeichnung der absoluten Spiegelungsgeometrie 
durch entsprechende Koordinatensysteme ist schwer zu gewinnen. Einfacher 
werden die Verhaltnisse, wenn man sich auf eine euklidische Spiegelungs- 
geometrie beschrinkt, indem man eine affine Ebene zugrunde legt und die 
Invarianz der Orthogonalitaét gegeniiber der Parallelitét fordert. Die all- 
gemeinste euklidische Spiegelungsgeometrie erhailt man bei Hinzunahme der 
Axiome IT 1,2 (§ 1)5). Als Reichhaltigkeitsaxiom geniigt dann die Forderung, 
daB es drei nichtkollineare Punkte gibt (Ax. 15). Die Ebene erweist sich nun 
als eine T'ranslationsebene*). Daher lassen sich Koordinaten einfiihren, die 
einen Quasikérper’) bilden. Die Orthogonalitét verlangt, daB eine gewisse 
involutorische Abbildung des Quasikérpers auf sich existiert. (Die genauen 
Eigenschaften dieser Abbildung sind durch die gruppentheoretischen Axiome 
I, II festgelegt.) Indem die Existenz einer solchen Abbildung gefordert wird, 
kommen nicht alle Quasikérper als Koordinatenbereiche von euklidischen 
Spiegelungsgeometrien in Betracht. 

Um das algebraische Aquivalent einer euklidischen Spiegelungsgeometrie 
genau angeben zu kénnen, wird man den sehr weit gesteckten Rahmen cer 
allgemeinen euklidischen Spiegelungsgeometrie zuniichst etwas enger zu fassen 
haben, indem man einige Zusatzaxiome hinzunimmt. — Eine besondere Be- 
deutung hat offenbar die ternire Relation von drei Geraden, ein Spiegelungs- 
produkt zu besitzen, das selbst eine Geradespiegelung ist. Hiermit lieB sich 
in der bisher untersuchten absoluten Geometrie die Biischelung von drei 
Geraden kennzeichnen. In einer allgemeineren Geometrie braucht jedoch das 
Produkt der Spiegelungen an drei gebiischelten Geraden keine Geraden- 
spiegelung zu sein. Wir werden nur eine gewisse T'ransitivitdt der ternaren 
Relation fordern. Dies geschieht im folgenden durch das Axiom III 1°). Die 
terniire Relation fiihrt dann — ahnlich wie eine binaére Aquivalenzrelation 
zu einer Klasseneinteilung fiihrt — zu einer Abgrenzung gewisser Scharen 


‘) Literaturverzeichnis [14]. 

*) Ax. ILL ist aquivalent mit der Forderung, daB jedes Viereck mit drei rechten 
Winkeln ein Rechteck ist. Ax. I12 liefert zusammen mit II1 das Parallelenaxiom. 

*) Dabei ist unter einer ,,Translation‘‘ eine Kollineation zu verstehen, bei der jede 
Gerade in sich oder in eine Parallele iibergeht und alle Geraden einer bestimmten Parallelen- 
schar fest bleiben. Eine ,,Translationsebene“ besitzt zu je zwei Punkten eine Translation, 
die den einen Punkt auf den anderen abbildet. 

*) Vergl. Marsuaty Hari [5], J. ANDRE [1] oder G. Pickert [12]. 

*) Dieses Axiom ergab sich in [16] mit gewissen Forderungen zur Einfiihrung einer 
Winkelmetrik. 


Gruppentheoretisches Axiomensystem einer verallgemeinerten euklidischen Geometrie 45 


von Geraden (§ 2). Jede solche Geradenschar ist Teil eines Biischels. — Um 
uns hier auf etwas einfache Verhialtnisse zu beschriinken, fordern wir in einem 
zweiten einschrankenden Axiom III 2, daB je zwei Scharen, die zum gleichen 
Biischel gehéren, einen nichtleeren Durchschnitt besitzen. 

Durch die Axiome I—III wird eine euklidische Spiegelungsgeometrie 
abgegrenzt, die zwar gegeniiber der allgemeinsten derartigen Geometrie durch 
die Axiome III 1,2 eingeschrinkt ist, aber doch noch tiber die gewéhnliche 
euklidische Spiegelungsgeometrie hinausgeht. Die Drehungen um einen 
Punkt bilden hier einen kinematischen Raum®) (§ 3), der im Falle der gewéhn- 
lichen euklidischen Geometrie (mit dem Satz von den drei Spiegelungen) auf 
eine Gerade zusammenschrumpft. In den anderen Fillen handelt es sich ent- 
weder um eine ausgeartete Raumstruktur, bei der alle R-Punkte auf zwei wind- 
schiefen R-Geraden liegen. oder um einen dreidimensionalen projektiven 
Raum. Zur ausgearteten Raumstruktur gehdrt eine ebene Geometrie, die sich 
algebraisch leicht beschreiben liBt (§ 4). Im letzten (allgemeinen) Falle wird 
die Struktur der Drehungsgruppe durch Quaternionen gekennzeichnet (§ 5). 
Fir den Koordinaten-Quasikérper der euklidischen Ebene erhilt man 
besondere Eigenschaften (§ 6), nach denen sich die betrachtete Geometrie mit 
einem weiteren Zusatzaxiom (V) als eine unitire Geometrie tiber dem Erwei- 
terungskérper P(i) eines Pythagoriischen Kérpers P mit i? — 1 erweist (§ 7). 


§ 1. Grundlegende Axiome und Folgerungen 

Zugrunde liege eine Gruppe G, die von einem System 3 involutorischer 
Elemente erzeugt wird. Die Elemente von 3 nennen wir ,,Geraden’. Ein 
involutorisches Produkt von zwei Geraden gilt als ,,Punkt‘*. Geraden bzw. 
Punkte werden mit kleinen bzw. groBen lateinischen Buchstaben bezeichnet. 
Das Einheitselement der Gruppe sei ,,1**. 

Die Relationen ,,a | b“ bzw. ,,P/g* sollen bedeuten, daB das Produkt ab 
bzw. Pg involutorisch ist. Wir sagen dafiir auch: ,,a steht senkrecht auf b* 
bzw. ,,P inzidiert mit g“. Die Schreibweise a... .,@,,16,,...,6, bzw. 
P,, . . «. Pm/Gy, « « +5 Jn SOll die Relationen a, | b, bzw. P;/g, fiir allei = 1,...,m 
und k= 1,..., zusammenfassen. 

. Axiome der absoluten Spiegelungsgeometrie : 

. Bei P, Q/g,h ist P = Q oder g = h. 

. Zu P, Q gibt es g mit P, Q/g. 

. Zu P,g gibt es h mit P/h und g | h. 

. aga ist eine Gerade. (Wir bezeichnen sie mit g*.) 

5. Es gibt drei nichtkollineare Punkte. 

II. Allgemeine Axiome der euklidischen Geometrie: 

1. Jedes Produkt von drei Punkten ist ein Punkt. 

2. Je zwei Geraden haben einen Schnittpunkt oder ein gemeinsames Lot. 


ewe & 


*) Mit dem Satz von drei Spiegelungen (der in unserem Axiomensystem nicht gefordert 
wird) erhalt man einen kinematischen Raum fiir die volle Bewegungsgruppe. Dieser wurde 
von E. Popeut u. K. RetpemersTer [13] und von F. BacuMmann [2] zur Begriindung der 
absoluten Geometrie herangezogen. 
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III. Einschriinkende A xiome fiir Dreierprodukte: 

1. Sind die Produkte abc und abd Geraden und ist ab + ba, so ist auch 
das Produkt bed eine Gerade. 

2. Zu je vier Geraden a, b, c,d, die mit demselben Punkt inzidieren, gibt 
es eine Gerade u, so daB die Produkte abu und cdu Geraden sind. 

Aus den Definitionen und den Axiomen I lassen sich leicht die Folgerungen 
ziehen: 

1.1. a |b aiquivalent b | a. 

1.2. a | 6 genau dann, wenn ab = ba und a + b. 

1.3. P/g genau dann, wenn Pg =gP und P +g. 

1.4. a Pa ist ein Punkt. (Wir bezeichnen ihn mit P*.) 

1.5. g*= g genau dann, wenn g | a oder g = a. 

1.6. P*= P genau dann, wenn P/a oder P = a. 

1.7. Bei P/a,b und a | b ist P = ab. 

1.8. Bei ab ist ab ein Punkt. 

1.9. Bei P/g ist Pg eine Gerade. 

1.10. g*| h* aquivalent g | h. 

1.11. P%/g* aquivalent P/g. 

1.12. Mit jeder Geraden inzidieren mindestens zwei verschiedene Punkte. 

1.13. Mit jedem Punkt inzidieren mindestens zwei verschiedene Geraden. 

1.14. Es gibt drei nichtkopunktale Geraden. 

Aus Axiom I 4 und 1.4 folgt: Bei « = a,...a, ist g*=a,...a,ga,... a, 
eine Gerade und P*= a,,...a,Pa,...a, ein Punkt. Insbesondere ist g” eine 
Gerade und P® ein Punkt. 

Nimmt man das Axiom II 1 hinzu, so erhalt man die weiteren Siatze: 

2.1. Es gibt keine drei Geraden, die paarweise aufeinander senkrecht 
stehen. — Waren niamlich a, b, c soleche Geraden, so hatte man drei Punkte ab, 
bc, ca, deren Produkt im Widerspruch zu Axiom II 1 gleich 1 wire. 

2.2. Kein Punkt ist gleich einer Geraden. — Dies folgt aus 2.1, da bei 
c = P = ab die Geraden a, b, c paarweise aufeinander senkrecht stehen wiirden. 

2.3. Bei P/a,b und g | a,b ist a= b. — Man hat namlich eine Gerade 
c= Pa und Punkte Q=ag, R=gb mit PQR=cb. Nach Axiom II 1 ist 
cb ein Punkt S. Aus P, S/b,c und b + ¢ folgt P = S, also ca = ch, a = b. 

2.4. Bei PQ = QP ist P= Q. — Zum Beweise nehme man c mit P,Q/c 
und a = Pc,b= Qc. Dann ist ab = PQ = QP = ba. Wire a + b, so wiirden 
a,b,c paarweise aufeinander senkrecht stehen. Nach 2.1 ist also a = b und 
somit auch P= Q. 

2.5. Beia | 6,6 | c,c | dista | d. — Das Produkt ad der drei Punkte ab, 
bc, cd ist nimlich nach Axiom IT 1 ein Punkt, also a | d. 

2.6. Bei g | a,b,c ist abc eine Gerade. — Das Produkt der drei Punkte 
ag, bg, cg ist nimlich ein Punkt P mit Pg =gP. Aus 1.3 und 2.2 folgt P/g. 
Daher ist Pg eine Gerade h = abc. 

2.7. Mit jeder Geraden inzidieren mindestens drei verschiedene Punkte. — 
Nach 1.12 inzidieren mit emer Geraden g zwei verschiedene Punkte P, Q. 
Es gibt eine Gerade a = Pg und einen Punkt Q*. Man erhalt Q¢/g. Die drei 
Punkte P, Q, Q* sind paarweise voneinander verschieden, wie aus P + Q folgt. 
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2.8. Mit jedem Punkt inzidieren mindestens drei verschiedene Geraden. — 
GemaB 1.14 gibt es niimlich eine Gerade g, die nicht mit dem Punkt P in- 
zidiert. Nach 2.7 inzidieren drei verschiedene Punkte mit g. Die Verbindungen 
dieser Punkte mit P sind paarweise verschieden. 

2.9. Bei abc = d, P/a,b und a+ b gilt P/e. — Zum Beweise nehme man 
g,h,g',h’ mit Pig,g’, gic, g’ id (nach Axiom 13) und h= Pg, h'= Pg’ 
(nach 1.9). Man erhalt P°= gh*, P*= g'h'4, P?-=cPbad = cbhaPd= P*4 und 
somit P, P*/g,g'. Wire P+ P*, so g=g’ und weiterhin h=h’', h°= h4, 
g Lc,d,h. Da dann cdh nach 2.6 eine Gerade ist, so cdh = hdc = dh*c 
= dh*c = dch, also cd = de. Wegen a + b ist c+ d. Man erhielte c | d, was 
mit gic,d gegen 2.1 verstéBt. Hiermit ist P+ P* widerlegt. P = P° 
liefert Pjc. 

2.10. Bei abc = d, g | a,b und a+b ist g |c. — Der Beweis kann hier 
wie in [3] (Satz 11) gefiihrt werden. 

Ein Produkt von zwei Punkten bezeichnen wir als eine ,,7'ranslation“. 

Mit Hilfe aller Axiome I und II beweist man nun leicht: 

3.1. Die Punkte und Geraden bilden eine affine Ebene. 

3.2. Die affine Ebene ist eine T’ranslationsebene, d. h. zu je zwei Punkten 
P,Q gibt es eine Translation AB mit P4? = Q. (Die als Punktprodukte 
definierten Translationen haben die bekannten Translationseigenschaften.) 

DemgemaB lassen sich Koordinaten einfiihren, die einen Quasikérper bilden. 

Mit den Axiomen I, II und III 2 erhalten wir die Satze: 

4.1. Jedes Produkt von vier Geraden ist gleich einem Produkt von zwei 
Geraden. 

Zum Beweise sind fiir die vier Geraden a, b, c, d folgende Fille zu unter- 
scheiden : 

1) ai 6 undc jd. Dann hat man Punkte P = ab, Q = cd und Geraden 
g. a’, b’ mit P,Q/g, a’ = Pg, b’'= Qg. Es ist abed = PQ=a'b’. 

2) ¢ | d und a sind nicht senkrecht 6. Dann hat das Lot g von Q = cd 
auf 6 einen Schnittpunkt S mit der Geraden a. Man hat Punkte R = bg, 
T=RSQ und Geraden a’=aS, h=Tg. Es ist abcd =abQ=aRgQ 
= aRThQ =aSQhQ=a'h®. 

3) Es gibt g | a,b und h | c,d. Dann ist abcd = (ag) (gb) (ch) (hd) ein 
Produkt von vier Punkten. Dieses ist nach Axiom II | gleich einem Produkt 
von zwei Punkten, also nach 1) gleich einem Produkt von zwei Geraden. 

4) Es gibt P mit P/a,b,c,d. Nach Axiom III 2 gibt es eine Gerade u, 
so daB abu und dcu Geraden g,h sind. Dann ist abcd = (abu) (ucd) = gh. 

5) Es gibt P mit P/a,b. Sind c’,d’ die Lote von P auf c,d und C = ce’, 
D= dd’, so ist abcd = abe'Cd'D = abe'd'C* D. Nach Axiom II 1 gibt es 
Q = PC“ D. Ferner ist d’ P eine Gerade e. Wegen Pia, b, c’, e gibt es nach 4) 
Geraden u, v mit abc’e = uv. Hiermit erhalt man abcd = uvQ, was nach 1) 
bzw. 2) gleich einem Produkt von zwei Geraden ist. 

6) Es gibt P mit P/c,d. Nach 5) ist dcba gleich einem Produkt von zwei 
Geraden, also auch abcd. 

Mit 3), 5) und 6) sind nach Axiom II 2 alle Faille erfaBt. 
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4.2. Bei P/a, b, c,d gibt es u, v mit abed = uv und Plu, v. 

Beweis. Ist abcd = 1, so kann u = v mit P/u beliebig genommen werden. 
Es sei abcd + 1. Nach 4.1 gibt es u. v mit abcd = uv. Wir beweisen P/u, v. 
Es sei P/g,g', g Lu, g’ Lv (nach Axiom I 3) und Pg = h, Pg’= h’ (nach 1.9). 
Man erhilt P“= gh", P'= g'h'*", P“ = vdbca Pabcdv = P*, also P, P"/g, q’. 
Wire P + P“. so g =’ und weiterhin h = h’, h*= h', g | u,v, h. Dann wire 
uvh nach 2.6 eine Gerade. folglich uvh = hvu = vh'u = vh“u = vuh, uv = vu. 
Wegen uv + | hatte man u | v. was mit g | u, v gegen 2.1 verst6Bt. Somit 
yilt P= P«= P*, woraus P/u.v folgt. 

4.3. Die Produkte ab und abe mit P/a, b, c bilden eine Untergruppe G,, in 
der Gruppe © aller Geradenprodukte. — Dies folgt unmittelbar aus 4.2. 

4.4 Eine Gruppe G, enthalt keine Translation auBer 1. 

Beweis. Bei A B¢G, gibt es nach 4.2 Geraden u,v mit A B= uv und 
Plu.v. Man hat w= Pu mit P/w. Dann ist PA B= Puv = wv ein Punkt. 
also w | v. Hieraus folgt u = v und 1B = 1. 

4.5. Die Translationen bilden einen abelschen Normalteiler I in der 
-Gruppe ©. 

Beweis. Die Gruppeneigenschaft folgt aus Axiom II1 und 1 = PP, 
(PQ)'= QP. Fir eine Translation PQ und ein Geradenprodukt « ist 
«1 PQa= P*Q eine Translation. Daher ist f= Normalteiler von G. GemaB 
Axiom IT 1 gilt PQR = RQP fir beliebige Punkte P, Q, R. Daraus folgt die 
Kommutativitaét (PQ) (RS) = RQPS =(RS) (PQ). 

4.6. Die Faktorgruppe G/T ist isomorph G, fiir jeden Punkt P. — Hierzu 
ist zu beweisen: 

1) Zu jedem Geradenprodukt « gibt es A. B mit A Ba € G,. 

2) Ist « ein Geradenprodukt mit A Ba ¢ G,, CDa¢€ Gp, so AB=CD. 

Beweis von 1). Es kann « = ab bzw. a = abe angenommen werden. Es 
gibt u,v,w mit P/u,v,w, a Lu. bi v.c lw und U=ua, V=vb, W = we. 
AB= PW V«U. Dann ist V“Uab = uv € Gp und A Babe = PW** V“Uabe 
= Puvw¢€G,. Das gesuchte Punktprodukt ist V“U bzw. A B. 

Beweis von 2). Aus den Voraussetzungen folgt (A Ba) (CDa)-'= ABDC. 
Mit Axiom II 1 und 4.4 erhaélt man A BDC = 1. also A B = CD. 

Aus 4.6 folgt G, = Gg fiir beliebige Punkte P, Q. 

4.7. Die beiden Elemente 1 und P bilden einen Normalteiler in der Gruppe 
G,. — Diese Elemente liegen naimlich im Zentrum von G, und bilden selbst 
eine Gruppe. 

8. Bei Pe*e= P, Qe°e= Q. P,Q/g und P + Q ist abc = g. 

Beweis. Nach 4.1 gibt es u,v mit abcg = uv. Man erhilt P¥'= P¥= P, 
woraus (nach dem Beweise von 4.2) u =v oder P/u,v folgt. Ebenso erhiilt 
man u = v oder Q/u,v. Mit P + Q folgt w= v, also abc = g. 

4.9. Sind a, b,c drei verschiedene Geraden, die mit einem Punkt P inzi- 
dieren, so ist das Produkt abc genau dann eine Gerade, wenn in jedem Dreieck 
mit Seiten a, b’, c, wo b’ | b ist, der Héhenschnittpunktsatz gilt. 

Beweis. 1) Es sei abc = d und Q/d mit Q+ P. Die FuBpunkte der Lote 
von Q auf a,c seien A,C. Dann ist Q4 = Qt = Q°°= Q°°. Bei Q4, Q@/g und 
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H = bg folgt Q°4 = Q4= Q°#. Hiermit ergibt sich auf Grund der Trans- 
lationseigenschaften der Punktprodukte, daB Q@A=CH ist und daB die 
Punkte P,A,C ein Dreieck mit Seiten a,c, b’| 6 und dem Héhenschnitt- 
punkt H bilden. Durch geeignete Wahl von Q kann jede Gerade b’ | 6 erfabt 
werden. 

2) Umgekehrt ergibt sich mit dem Héhenschnittpunktsatz ein Punkt Q + P 
mit Qe°e= Q. Aus 4.8 folgt, da auch P***= P ist, daB abe gleich der Ver- 
bindungsgeraden von P und Q ist. 

Eine euklidische Geometrie iiber einem kommutativen Kérper mit sym- 
metrischer bilinearer Orthogonalititsrelation ergibt sich bekanntlich mit den 
Axiomen I, II und dem Satz von den drei Spiegelungen : 

IV 1*. Bei Pla, b,c ist das Produkt abe eine Gerade. 

Die Axiome III sind dann herleitbar. (Der hierzu benétigte Satz 2.6 wurde 
mittels der Axiome I und IT 1 gewonnen.) 

Wir schlieBen diesen bekannten Fall hier aus, indem wir das Axiom hinzu- 
fiigen : 

IV 1. Es gibt drei kopunktale Geraden, deren Produkt keine Gerade ist. 

Auf Grund der Isomorphie Gp = Gg inzidieren dann mit jedem [P inkt 
drei Geraden, deren Produkt keine Gerade ist. 


§ 2. Einfiihrung von Geradenscharen 

x € [a,b] bedeute, daB ab + ba und abz eine Gerade ist. [a,b] ist also 
nur fir den Fall ab + ba definiert und bezeichnet dann eine durch a und b 
bestimmte Schar von Geraden. 

Mit den Axiomen I und III 1 erhalt man die Satze: 

5.1. Bei ab + ba gilt a, b € [a, b] (da aba = b* und abb = a Geraden sind). 

5.2. Bei ab + ba ist [a,b] = [b,a]. — Mit abx=g ist namlich auch 
bax = g* eine Gerade. 

5.3. Bei c € [a,b] und ac + ca ist [a,b] = [a,c]. 

Beweis. Es sei x € [a,b]. Dann sind abz und abc Geraden. Hiermit sind 
auch bac und bax Geraden. Nach Axiom III 1 ist aczx eine Gerade, also 
x € [a,c]. Umgekehrt folgt aus x € [a,c], daB cax eine Gerade ist. Dann ist 
mit cab nach Axiom III 1 auch abz eine Gerade, also x € [a,6}. 

5.4. Bei c € [a,b] und ac = ca ist [a,b] = [b,c]. 

Beweis. Da abc eine Gerade ist, so abc = cba, folglich bc = acha = caba + 
+cb. 5.2 und 5.3 ergeben nun [a,b] = [b,a] = [b,c]. 

5.5. Bei c,d € [a,b] und cd + dc ist [a,b] = [c,d]. 

Beweis. Ist ac + ca, so nach 5.3 [a,b] = [a,c], somit (nach 5.2) d € [c,a} 
und nach 5.3 [c,a] = [c,d]. Im Falle ac = ca liefern 5.4, 5.2, 5.3 der Reihe 
nach [a,b] = [b,c], d € fe,b] und [c,b] = [c,d]. In beiden Fallen folgt [a,b] 

= [c,d]. 

Die Satze 5.1 und 5.5 zeigen, da8 jede der hier eingefiihrten Scharen durch 
je zwei zu ihr gehérende Geraden, die voneinander verschieden sind und nicht 
aufeinander senkrecht stehen, eindeutig bestimmt ist. Mehrere Geraden 
kénnen nur dann zu zwei verschiedenen Scharen gehéren, wenn sie aufeinander 

Math. Ann. 132 4 
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senkrecht stehen. Da es nach 2.1 keine drei Geraden gibt, die paarweise 
aufeinander senkrecht stehen, haben also zwei verschiedene Scharen héchstens 
zwei Geraden gemeinsam. 

5.6. x € [a,b] aquivalent x°¢ [a*°,b*]. — Aus ab + ba, abx = g folgt nimlich 
acb® + bea®, a°b’x*= g° und umgekehrt. 

Die Abbildung x — x* (mit festem c), die nach 1.4, 1.10 und 1.11 eine ortho- 
gonale Kollineation ist, bildet also Geradenscharen auf Geradenscharen ab. 
Das Bild [a‘,b°] der Schar [a,b] bezeichnen wir auch mit [a,b]°. 

Unter Hinzunahme des Axioms IT 1 erhalten wir die weiteren Siatze: 

6.1. Enthalt eine Schar [a,b] zwei verschiedene Geraden u,v mit P/u,v, 
so inzidiert jede Gerade der Schar mit P. 

Beweis. 1) Ist uv + vu, so nach 5.5 [a,b] = [u,v]. Dann folgt P/z aus 
x € [u,v] nach 2.9. 2) Ist uw = vu, so P= uv. Nach Voraussetzung gibt es 
g = abu und h=abv. Man erhilt gh =(uba) (abv) = P. Wegen a+b ist 
g+u. Mit gub =a, gua = b* und P/g,u folgt (nach 2.9) P/a,b, womit wir 
auf 1) zuriickgekommen sind. 

6.2. Mit P/a,b, u € [a,b] und Pu = v gilt auch v € [a,b]. — Bei abu=g 
ist naimlich abg = w’, also g € [a,b] und nach 6.1 auch Pig. Somit ist abv 
= g P eine Gerade, also v € [a,b]. 

Nach 5.5, 6.1 und 6.2 haben je zwei verschiedene Scharen mit einer ge- 
meinsamen Geraden genau dann zwei Geraden (die aufeinander senkrecht 
stehen) gemeinsam, wenn alle Geraden der beiden Scharen mit demselben 
Punkt inzidieren. 

6.3. Enthalt eine Schar [a,b] zwei verschiedene Geraden u,v mit g | u,v, 
so ist x € [a,b] aquivalent z | g. 

Beweis. Nach 2.1 kann u nicht auf v senkrecht stehen. Mit u + v folgt 
uv + vu, so daB [a,b] = [u,v] ist. Die Behauptung folgt nun aus 2.6 und 2.10. 

GemaB 6.3 bildet das Biischel aller Geraden, die auf einer festen Geraden 
senkrecht stehen, genau eine Schar. Dagegen fiillt eine Schar [a,b] mit P/a,b 
-bei Giiltigkeit von IV 1 nicht das volle Biischel aller mit P inzidenten Ge- 
raden aus. GemaB 6.1 ist ein solches Biischel die Vereinigung entsprechender 
Scharen. 

Das Axiom III 2 verlangt, daB je zwei Scharen von Geraden, die mit 
demselben Punkt P inzidieren, eine gemeinsame Gerade besitzen. 


§ 3.. Kinematischer Raum der Drehungen 

Wir halten einen Punkt P fest. Auf Grund der Axiome I—III lassen sich 
die Elemente der Faktorgruppe G,/{1, P} als Punkte bzw. Ebenen eines 
Raumes darstellen. Zur Erklirung dieses ,,kinematischen Raumes‘‘ gebrauchen 
wir folgende Bezeichnungen: 

Kleine gotische Buchstaben bezeichnen Produkte a5 mit P/a,b. Wir 
nennen diese Produkte auch ,,Drehungen um P*. 

Kleine griechische Buchstaben bezeichnen Produkte abc mit P/a,b,c. 
(Hierzu gehéren insbesondere die Geraden, da g = gqq ist.) 
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GroBe griechische Buchstaben bezeichnen Scharen [a,b] mit P/a,b. 

® g, D* bzw. D* p bezeichnet die Menge aller zg, ry bzw. xyp mit x,y € D. 

Der Ubergang von der Gruppe G, zur Faktorgruppe G,/{1, P} erfolgt 
durch die Aquivalenzrelationen 


p =q mit der Bedeutung: p = q oder p = Pq, 
a = £ mit der Bedeutung: «= 8 oder a = P f. 


Definition der Elemente des kinematischen Raumes. ,,R-Punkte“ sind die mit 
kleinen gotischen Buchstaben bezeichneten Drehungen um P unter Identifi- 
zierung von p,q bei p=q. ,,R-Geraden“ sind die Mengen Dg, Vh,... 
,,R-Ebenen“ sind die mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichneten Dreier- 
produkte unter Identifizierung von «, 8 bei a = f. 

Inzidenzdefinitionen des kinematischen Raumes. 

p/a bedeutet: p «—! ist eine Gerade. 
p/®g bedeutet: p ¢ Dg. 
Dg/a bedeutet: «ag € PD. 

Diese Inzidenzen sind mit den Aquivalenzrelationen p = q, «= f ver- 
triglich. Die Geradeneigenschaft von p «—! bleibt namlich bei Multiplikation 
mit P erhalten. AuBerdem gilt nach 6.2 mit x ¢® auch Px ¢ @, so dab die 
Relationen p € ® g, «a g € D* erhalten bleiben, wenn p, « durch P p, P « ersetzt 
werden. 

Mit den Axiomen I—III ergeben sich nun die folgenden Siatze des kine- 
matischen Raumes: 

7.1. Bei p/O®g und ®g/« gilt auch p/«. 

Beweis. Die Voraussetzungen liefern pg¢@, ag¢@*. Hiernach ist 
p «-!=(p g) (a g)-* eine Gerade aus @, also p/«. 

7.2. Mit zwei verschiedenen R-Punkten inzidiert genau eine R-Gerade. 

Beweis. 1) Gegeben seien zwei R-Punkte p, q. Da p q-' gleich einem Pro- 
dukt von zwei Geraden ist, gibt es ® mit p q-'¢ @*. Ebenso hat man ¥Y mit 
q ¢ ¥*. GemaB Axiom III 2 gibt es h «OY. hq ist eine Gerade g (aus VY). 
Nun ist q = hg € ®g und mit p q-'¢ D* auch p =(p q-') q € Dg, also p, q/®g. 

2) Es sei p,q/Og, Ph und p+q. Dann hat man pg, qg¢@ und ph, 
qhe ¥. Daraus folgt p q-1¢ @?-\ Y*. Bei p + q ist ® durch p q-'¢ @ ein- 
deutig bestimmt, also ®@= YW. Dann ist gh=(pg)-*(ph)«¢@* und Oy 

=Dh=WVh. 

7.3. Mit einer R-Geraden und einer R-Ebene, die nicht miteinander inzi- 
dieren, inzidiert genau ein R-Punkt. 

Beweis. 1) Gegeben seien ®g und a. Da ga-' gleich einem Produkt 
von zwei Geraden ist, gibt es Y mit ga-'¢ Y*®. Nach Axiom III 2 gibt es 
he DAY. hg a- ist eine Gerade k (aus VY). Fiir p= hg gilt p¢ Dg und 
pa-t= k, also p/®g, a. 

2) Es sei p, q/®g, « und p-+q. Dann schlieBen wir folgendermaBen auf 
®g/a. Nach Voraussetzung ist pg,qg¢@, und es gibt Geraden z= p «"!, 
y=qa-'. Daraus folgt zy = p q-'¢ @*. Bei p + q ist ® die einzige Schar 
mit p q-!¢ B®, somit z ¢ ® und ag = zpg ¢€ ®’, also Dg/a. 

4* 
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7.4. Je zwei komplanare R-Geraden haben einen Schnittpunkt. 

Beweis. GemaB® der Voraussetzung Dg, V h/« giltag< @®,ahe Y*. Fir 
ke Oo folgt kage @®, kah«¥. Mit p= ka ergibt sich p € Dg, p € Wh, 
also p/D®g, Wh. 

7.5. Mit einer beliebigen festgehaltenen Geraden c erhalt man die Polar- 
korrelation 

p*=pce, (Og)*= Pgc, a*= ac. 


Beweis. 1) Die Abbildung p— p*, «— «* ist eine umkehrbar eindeutige 
Abbildung der R-Punkte auf die R-Ebenen und der R-Ebenen auf die R- 
Punkte. Um auch ®@g > (®@g)* als umkehrbar eindevtige Abbildung der R- 
Geraden auf sich zu erkennen, ist festzustellen, daB ®*gc eine R-Gerade ist 
und dab es zu ®,k.c eing mit Pk = P*ge gibt!*). Zu gegebenen M,g,c wihlen 
wir Yh,k so, daB ge < Y?,h COOP und k=hgc¢ ¥ ist. Dann ist P*gc 
= @*hk = Ok eine R-Gerade. Umgekehrt gibt es zu ®.k,c ein Y und h,g 
mit kee Y?, hEeD PY, g=hkec¥. Hiermit wird Ok = Dhgc = P*ge. 

2) Die Inzidenztreue ergibt sich folgendermaBen: «*/p* bedeutet,- daB 
a* p*-!— « p-! eine Gerade ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn p «~! eine 
Gerade ist, also p/a gilt. «*/(®@g)* bedeutet «c « P*gc. Dies ist aiquivalent 
mit ag €@*®, d.h. Dg/a. Setzen wir D*gc = Dk, so erhilt (P g)*/p* die Be- 
deutung pck ¢@*. Dies ist wegen @*ke = Dg aquivalent mit p ¢ Dg, d.h. 
p/P g. 

3) Man erhalt unmittelbar p**= p, a**= a. Bei D?gc = Ok ist (Pg)** 

- (BD? gc)* = (Dk)* = G*ke = Pg. Die Abbildung ist also involutorisch. 

7.6. Jeder R-Punkt p inzidiert mit seiner Polarebene p*. — Das Produkt 
p p*-'= pe p-! ist nimlich gemaB Axiom I 4 eine Gerade. 

Auf Grund 7.5 erhalt man zu 7.2—7.4 auch die dualen Siatze: 

7.7. Mit je zwei verschiedenen R-Ebenen inzidiert genau eine R-Gerade. 

7.8. Mit einem. R-Punkt und einer R-Geraden, die nicht miteinander 
inzidieren, inzidiert genau eine R-Ebene. 

7.9. Je zwei sich schneidende R-Geraden sind komplanar. 

Mit Axiom IV | erhalt man: 

8.1. Es gibt vier nichtkomplanare R-Punkte. 

Beweis. Nach Axiom IV 1 hat man P/a, b,c, wo abe keine Gerade ist. 
Die vier R-Punkte 1, ab, ac, bc sind nicht komplanar. Bei 1/« miiBte nimlich « 
eine Gerade g sein. ab/g erfordert g € [a.b]. Mit ac/g folgt g = a. Dann kann 
aber g nicht mit bc inzidieren. 

Es ist nun eine weitere Gabelung der Geometrie (neben der durch IV 1*, 
IV 1 gegebenen Gabelung) zu beachten. Wir unterscheiden: 

IV 2. Jede Schar [a,b] mit P/a,b enthalt mehr als vier Geraden. 

IV 2*. Es gibt eine Schar [u,v], zu der nur die vier Geraden u,v, Pu,Pv 
gehoren. 

Mit IV 2 ergibt sich: 

8.2. Mit jeder R-Geraden inzidieren mindestens drei verschiedene R-Punkte. 


') Hiernach sind die R-Geraden Og, Ph, ... genau die Rechtsnebenklassen $? p der 
-Gruppe aller Drehungen um P nach der Untergruppe °*. 
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Die Satze 7.1—7.4, 7.7—7.9, 8.1, 8.2 zeigen: 

Bei Giltigkeit der Axiome I—III, IV 1, IV 2 bilden die Elemente von 
Gp/{1, P} einen dreidimensionalen projektiven kinematischen Raum. 

Gilt dagegen IV 2* statt IV 2, so hat der kinematische Raum eine aus- 
geartete Raumstruktur. 

Wir bezeichnen eine Schar als ,,singulér‘‘, wenn sie nur vier Geraden 
enthalt. Mit den Axiomen IV 1, IV 2* ergibt sich: 

8*.1. Es gibt drei Scharen, von denen mindestens zwei singulir sind, so 
daB jede mit P inzidente Gerade zu einer dieser Scharen gehért. 

Beweis: Nach IV 2* gibt es eine.singulire Schar [u,o]. GemaiB Axiom IV 1 
gibt es eine mit P inzidente Gerade w ¢ [u,v]. Dann sind [u,v], [u,w], [v,w] 
drei verschiedene Scharen. g sei eine beliebige Gerade mit P/g, g + u, g = », 
g #w. Da [u,v] [g,w] nach Axiom III 2 nicht leer und [u,v] singular ist, 
gehért uw oder v zu [g,w]. Daraus folgt g ¢ [u,w] oder g € [v,w]. Die drei 
Scharen enthalten also alle Geraden, die mit P inzidieren. Angenommen, 
[u,w] und [v,w] seien beide nicht singulair. Dann hat man g ¢€ [u,w], h € [v,w] 
mit g=u, gtw, h=v, hw. Ware g=h, so auch g € [v,w], also g,w ¢ 
€ [u,w] [v,w], was mit gw gegen [u,w] + [v,w] verstéBt. Bei g =h 
hatte man eine Schar [g,h]. Da [u,v] [g,4] nicht leer und [u,v] singular ist, 
miiBte u oder v zu [g,h] gehéren. Bei u € [g,h] wiire h € [u,g] = [u,w], also 
h,w € [u,v] 7\ [u,w], was gegen h + w verstdBt. Bei v € [g,h] wire g € [v,h] 
= [v,w], also g,w’€ [%,w] > [v,w], im Widerspruch zu g = w. Somit ist auBer 
{u,v} auch noch mindestens eine der Scharen [u,w], [v,w] singular. 

Die ausgeartete kinematische Raumstruktur bei Giiltigkeit der Axiome 
I—III, IV 1, IV 2* wird nun durch die Satze 7.1—7.4, 7.7—7.9, 8.1 und den 
folgenden Satz gekennzeichnet : 

8*.2. Es gibt zwei windschiefe R-Geraden, mit denen alle R-Punkte inzidieren. 

Beweis: Nach 8*.1 gibt es zwei singulire Scharen [u,v], [w,w] und eine 
weitere Schar ® = [v,w] mit g ¢ @ fiir alle g mit P/g, gu. Es gibt drei 
Arten von R-Punkten, nimlich gu, uh und gh mit g,h € @. Jeder dieser 
R-Punkte inzidiert mit einer der beiden R-Geraden ® u, ® v. Es gilt namlich 
gu €@u, ferner uh = h“u € ® u (da hk“ = u und somit h“¢ @ ist) und schlieb- 
lich gh =(ghv)v € ® v (da ghv eine Gerade aus @ ist). ®u, Pv sind wind- 
schief, da gu = hv mit g,h € ® unméglich ist. 


§ 4. Sonderfall der euklidischen Ebenen 


Wir behandeln zuniichst den durch IV 1, IV 2* gekennzeichneten Sonder- 
fall. — Aus 8*.] lassen sich fiir das Biischel aller Geraden durch P die Folge- 
rungen ziehen: 

8*.3. Es gibt eine Gerade u mit P/u, so daB alle Scharen [u.g] mit P/g 
singular sind. 

Beweis: Nach 8*.1 gibt es’eine Gerade u und eine Schar ® mit u ¢ ® und 
g € ® fiir alle Geraden g mit P/g und g = u. Wire h = u, g = h und h€ [u,g], 
so [w,g] = [g,h] = ®, also u€ ®. Da dies ausgeschlossen ist, muB [w,g] sin- 
gular sein. 
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8*.4. Fiir die gemaB 8*.3 existierende Gerade wu gilt g“ | g fiir alle g = u 
mit P/g. 

Beweis: g*= ugu gehoért zu der nach 8*.3 singularen Schar [u,g]. Wegen 
u += g ist g* von g,u und Pu verschieden. Daher ist g¥= Pg, also g“| g. 

Nun kann man in bekannter Weise ein Koordinatensystem mit folgenden 
Eigenschaften einfiihren : 

1) Die Koordinaten bilden einen Quasikérper. 

2) Punkte werden durch Koordinatenpaare (xz, y) dargestellt. 

3) Geraden erhalten Gleichungen y= ax+6 bzw. x=c. Dabei mége 
die gemaiB 8*.3 im Biischel der Geraden durch den Ursprung existierende 
Gerade u die Gleichung y = 0 erhalten. 

4) x=cly=b fir alle b,c. 

Die Spiegelung g > g” ergibt sich dann folgendermaBen: Ist F der FuB- 
punkt des Lotes s von einem Punkt Q auf die Gerade u, so QF = Qsu = sQu 
= FQ". Folglich ist Q“ das Bild von F bei der Translation, die Q in F iiber- 
fihrt. Bei Q=(z,y) erhailt man F =(x,0) und Q“=(z,— y). Daher wird 
durch Spiegelung an u die Gerade y= az auf die Gerade y = —az abge- 
bildet. — Mit 8*.4 folgt y= az | y= —az fira+0. Auf Grund der Eukli- 
dizitat der Metrik gilt allgemein: 

5) y=ar+bily=—axr+cfira+0. 

Da die Gerade y = x auf y = — 2, aber nicht auf sich selbst senkrecht 
steht, folgt: 

6) Die Charakteristik des Koordinaten- Quasikérpers ist + 2. 

Die Spiegelung Q—> Q’ an einer Geraden y = az mit a + 0 146t sich nun 
folgendermaBen bestimmen: Das Lot s vom Punkt Q =(z2,,y,) auf die Gerade 
g (mit der Gleichung y = az) hat die Gleichung y = —az+az,+ y,. Fir 
den Schnittpunkt F =(2z,,az,) mit g gilt 2az,= a2,+ y,. "Wegen QF = FQ’ 
ergibt sich Q?= (2 x)— 21, 2 4%)— y,) = (%q, @%,) mit ax,= y,. Die Abbildung 
Q— Q* wird also durch (z,a y) > (y, ax) dargestellt. 

Die Spiegelung an der Geraden y = x bildet insbesondere (x, y) auf (y, x) 
ab. Hierdurch geht eine Gerade y= 62 in x= by iiber. Im Falle }+0 
gibt es im Quasikérper eindeutig b-! mit bb-'= 1. Da das Spiegelbild einer 
Geraden eine Gerade ist, folgt: Alle Punkte (bc,c) liegen auf der Geraden 
y = b-' 2, d.h. es gilt b-1(bc) = ¢. 

Die Spiegelung an der Geraden y = a x mit a + 0 kann nun (2, y) - (a-! y,az) 
geschrieben werden. Das Produkt der Spiegelungen an den Geraden y = az, 
y= xund y = bz mit a + 0, b + 0 ist (x,y) (6-*(a-' y), b(az)). Da die drei 
angegebenen Geraden nach 8*.1 zu einer einzigen Schar gehéren, ist das 
Spiegelungsprodukt gleich einer Geradenspiegelung. Hiermit ergibt sich die 
Assoziativitit b(ax) = (ba)x und mit (ba)-'= b-'a-! auch die Kommuta- 
tivitaét ab = ba. Die Koordinaten bilden also einen Kérper. 

Axiom IV | erfordert, daB der Koordinatenkérper mehr als drei Elemente 
enthalt. 

Unser Ergebnis lautet : 
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8*.5. Zu jeder Geometrie, die den Axiomen I—III, IV 1, IV 2* geniigt, 
gibt es einen kommutativen Koordinatenkérper mit mehr als drei Elementen und 
einer Charakteristik + 2, so daB die Orthogonalitét durch 4) und 5) festgelegt ist. 

Man erkennt leicht, da8 auch umgekehrt jede Ebene iiber einem kommu- 
tativen Kérper mit mehr als drei Elementen und Charakteristik + 2 bei ent- 
sprechender Orthogonalitatsdefinition den genannten Axicmen geniigt. (Fiir 
den Kérper mit drei Elementen werden die Axiome I—Iif und IV 2*, aber 
nicht IV 1 erfiillt.) 


§ 5. Die Drehungsgruppe im allgemeinen Falle 


Im allgemeinen Falle, in dem die Axiome IV 1 und IV 2 gelten, haben wir 
einen projektiven kinematischen Raum fiir die Gruppe G,/{1, P} erhalten. In 
diesem projektiven Raum lassen sich in bekannter Weise homogene Koordi- 
naten einfiihren, die einen Schiefkérper bilden. Aus der Existenz von Polar- 
korrelationen, bei denen jeder R-Punkt mit seiner Polarebene inzidiert (7.6), 
folgt die Kommutativitdt des Koordinatenkérpers"). 

Die betreffenden Polarkorrelationen werden durch lineare Transformationen 
(zwischen Punkt- und Ebenenkoordinaten) dargestellt. Das Produkt von zwei 
solchen Polarkorrelationen ist eine Kollineation, die einen beliebigen R-Punkt p 
auf den R-Punkt p q abbildet, wo q ein fester R-Punkt ist. Wir bezeichnen 
diese Kollineationen als ,,Rechtsschiebungen“*. Da die Polarkorrelotionen 
linear sind, werden die Rechtsschiebungen durch lineare Transformationen 
der homogenen Punktkoordinaten dargestellt. 

Die Drehungen um P (Geradenprodukte a6 mit P/a,b) bilden eine Gruppe 
Dp. Die R-Punkte sind die Elemente der Faktorgruppe 9,/{1, P}. Zu dieser 
Faktorgruppe ist die Gruppe der Rechtsschiebungen isomorph. 

Jede R-Gerade Yg laBt sich auch in der Gestalt g Y" schreiben. Die 
R-Geraden werden also auch durch die Mengen g ® gegeben. Die R-Geraden 
x@® mit festem ® bilden eine R-Geradenkongruenz, d.h. eine Schar wind- 
schiefer R-Geraden, die den Raum vollstandig iiberdeckt. Bei jeder echten 
Rechtsschiebung, die durch Rechtsmultiplikation mit einem festen R-Punkt 
p +1 gegeben ist, bleiben alle R-Geraden derjenigen R-Geradenkongruenz, 
die zu ® mit p ¢ @* gehért, fest. Hieraus folgt: 

Ist x der homogene Koordinatenvektor eines R-Punktes und % die Trans- 
formationsmatrix einer Rechtsschiebung, so liegen die R-Punkte r, Ar, Ax 
auf einer Fixgeraden der zu 2% gehérenden Kongruenz. Daher sind r, Ur, 2*r 
linear abhingig. Indem man dieses Ergebnis auf R-Punkte verschiedener 
Fixgeraden anwendet, erhailt man eine lineare Abhiingigkeit zwischen der 
Einheitsmatrix und den Matrizen A, 2?. Die Matrizen der Rechtsschiebungen 
geniigen also quadratischen Gleichungen mit Koeffizienten aus dem Koordinaten- 
kérper. 

Die Matrizen der Rechisschiebungen bilden zusammen mit der Nullmatrix 
eine Divisionsalgebra iiber dem Koordinatenkérper des kinematischen Raumes. 


") Vgl. R. Barr [4] 8. 106, H. Lenz [9], [10] oder K. Scuiirre [15]. 
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Beweis: Das Produkt zweier Schiebungsmatrizen ist offenbar eine Schie- 
bungsmatrix. Ist 2 eine Schiebungsmatrix und c ein Element des Koordinaten- 
kérpers, so ist c 21 entweder die Nullmatrix oder eine Schiebungsmatrix, die 
zur gleichen Rechtsschiebung wie 2% gehért (da die Koordinaten homogen sind). 
Es ist nur noch zu zeigen, daB auch die Summe von zwei linear unabhingigen 
Schiebungsmatrizen 2, eine Schiebungsmatrix ist. e sei der Koordinaten- 
vektor des R-Punktes 1. Durch Ae, Be und Ae+Be werden kollineare 
R-Punkte p,, po, Pp, dargestellt. Zu den Schiebungen, die durch Rechts- 
multiplikation mit p,, p, bzw. p, gegeben sind, gehéren die Matrizen 2,3 
und eine Schiebungsmatrix €. Aus der Kollinearitaét von p,, p., p, folgt die 
lineare Abhangigkeit der Matrizen A,B,C. Mit %e+Be= Ce und der 
linearen Unabhangigkeit von 2%,B erhalt man A +B =c€ mit c + 0. Daher 
ist 2@ +B eine Schiebungsmatrix. 

Beachten wir nun, daB der Vektorraum des homogenen Koordinaten- 
systems den Rang 4 hat und die lineare Abhangigkeit der Koordinaten- 
vektoren von R-Punkten aquivalent mit der linearen Abhangigkeit der zu- 
gehérigen Schiebungsmatrizen ist, so sehen wir: Die Divisionsalgebra Q der 
Schiebungsmatrizen hat den Rang 4 iiber dem Koordinatenkérper K. 

Die Rechtsschiebungen werden durch die multiplikative Gruppe Q* von Q 
gegeben. Auf Grund der Homogenitat des Koordinatensystems ist also 


9,/{1, P} = Q*/K*, 


wo K* die multiplikative Gruppe von K ist. 

Wir beweisen noch, daB K nicht die Charakteristik 2 hat. Da Q quadratisch 
und vom Rang 4 iiber K ist, findet man in jedem Falle (auch bei Charakte- 
ristik 2) Elemente i,j €Q mit @,7?,ij7 +7%¢€K, so daB 1,%,7 linear unab- 
hiangig tiber K sind. Angenommen, die Charakteristik sei 2. Dann ist M@ = K + 
+%K+)K ein Modul vom Rang 3 iiber K mit a?¢K fiir allea¢M. Diesem 
Modul entspricht im kinematischen Raum eine R-Ebene g mit p* = 1 fiir alle 
p/g. Man hat also eine Gerade g mit (gu)? = 1 fiir jede Gerade u, also u = g, 
u |g oder u’| u. Dann ist 8*.4 fiir g erfiillt, womit sich wie im § 4 der Sonder- 
fall mit singularen Scharen ergibt. Mit IV 2 wird also fiir K die Charakte- 
ristik 2 ausgeschlossen. Q ist dann als quadratische Algebra vom Rang 4 
tiber K eine Quaternionenalgebra. Hiermit haben wir das Ergebnis: 

8.3. Bei Giiltigkeit der Axiome I—III, IV 1, IV 2 ist Dp/{1, P} isomorph 
Q*/K*, wo Q eine Quaternionen-Divisionsalgebra iiber einem kommutativen 

érper K mit Charakteristik +2 ist und Q*,K* die multiplikativen Gruppen 
von Q, K sind. 
§ 6. Eigenschaften des Koordinatensystems 


Aus Satz 8.3 ziehen wir einige Folgerungen fiir das Koordinatensystem 
einer Ebene, die den Axiomen I—III, IV 1, IV 2 geniigt. 

Die Quaternionenalgebra Q besitzt Basiselemente €& , €,, &9, &3, WO & das 
Einselement, ¢? € K, ¢;e, = — €,€, (fir 0 +7 + k + 0) und &,= ég¢, ist. Diesen 
Basiselementen entsprechen im kinematischen Raum nichtkomplanare R- 
Punkte 1, ¢,, ¢,, ¢; mit ef = 1 und e,= e,e,. Es gibt Scharen E,, E,, E, mit 
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e? ¢ Ez und Geraden 
e€ E.n E;, eg = €1 C3 € E.. e3= C2€,€ E.. 


E,= [eg,¢3], Eg= [es,€:], Es= [¢1,€2]- 


Aus ¢,= é3¢, € E,e, und ¢,= €,¢, = e2@, € E,e, folgt ey, ¢,/E,e,. 

Auf Grund der Quaternionenzuordnung gilt p?= 1 fiir alle R-Punkte p, 
die mit ¢,, ¢, kollinear sind, also mit der R-Geraden E,e, inzidieren. Somit ist 
(ge,)*= 1 fiir alle g € E,. Da e,€ E, \E,, e,€ E,, E, + E, und e, + es, so e, ¢ E,. 
Fiir g ¢ E, ist daher ge, + e,g, somit ge,= Pe,g, g*= Pg, g" 1g. Entsprechend 
ergibt sich allgemein: 

9.1. g**1 g fiir alle g ¢ E, (k = 1, 2, 3). 

Aus der Quaternionenzuordnung folgt auch umgekehrt: Ist p ein R-Punkt, 
der mit 1, ¢,,¢, komplanar ist, so gilt p?=1 nur bei p= 1 und bei Kolli- 
nearitaét von p, ¢,, ¢;. Durch 1, es, ¢, wird die R-Ebene e, aufgespannt.. Somit 
gilt (ge,)?= 1 nur bei g = e,, g | e, oder g € E,. Nur im letzten Falle ist g* | g. 
Entsprechend erhalten wir allgemein: 

9.2. g** 1g nur bei g € E,. 

Wir wihlen das Koordinatensystem so, daB die Geraden e,,e,, Pe, der 
Reihe nach die Gleichungen 

y=2z, y=0, z=0 
erhalten. Dann ist stets 
93. r=aly=b.' 
Die Gerade e, erhalt in diesem Koordinatensystem eine Gleichung 


y= 2. 


Dabei ist i ein Element des Koordinaten-Quasikérpers, das jedenfalls von 0 
und von | verschieden ist. Es wird noch naiher bestimmt werden. 

M,. sei die Menge der Elemente a, fiir die y= az eine Gerade aus der 
Schar E, ist. Man hat 0,1 € M,, 0,4 € M, und 1, i € M,. 

Bei Spiegelung an der Geraden e, (mit der Gleichung y = 0) geht der 
Punkt (z,y) in den Punkt (z,—y) und die Gerade y= az in die Gerade 
y = — ax iiber. Mit 9.1 und 9.2 folgt: 

9.4 y= ax | y=— az genau fiir a ¢ M, (insbesondere fiir a = 1 und fiir 
a= it). 

Da das Axiomensystem isotrope Geraden ausschlieBt, folgt : 

9.5. Die Charakteristik des Koordinaten- Quasikérpers ist + 2. 

Das Lot von einem Punkt (z,,y,) auf die Gerade y = x hat nun die Glei- 
chung y = — x+ 2,+ y,. Der FuBpunkt dieses Lotes hat die Koordinaten 
(4(2,+ y,), $(a%,+ y)). Als Bild des Punktes (z,,y,) bei Spiegelung an e, 
ergibt sich hiermit der Punkt (y,,2,). Da diese Abbildung eine Kollineation 
sein soll, folgt (wie in § 4) das Linkskiirzungsgesetz 

9.6. a-!(ab) = b fiir alle a+ 0. 

Aus 9.1 und 9.2 folgt auBerdem: 

9.7. Bei a+ 0 gilt y= az | y = a~'a genau fiir a € M,. 
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Nach 9.4 und 9.7 stellen y=—iz und y= i-'z dieselbe Gerade dar. 
Daraus folgt: 

9.8. #=—1. 

Gema8 9.6 148 sich fiir jede Gerade y = ax mit a + 0 auch eine Gleichung 
x = by angeben. Daher kénnen wir @ so definieren, daB stets 


y=ar\|x=—ay 


ist. Dann ist 0 = 0 und @ + 0 fir a+ 0. 
Aus der definierten Orthogonalitat folgt durch Spiegelung an‘e, 


z=ayly=—az 
und weiter durch Spiegelung an e, 
z=—dyly=az. 


Die Symmetrie der Orthogonalitat liefert nun: 

9.9. a= a. 

Aus 9.4 bzw. 9.7 folgt: 

9.10. @ = a- genau fiir a € M, (insbesondere I = 1 und i = — i). 

9.11. @ = —a genau fiir a € M,. 

Nach 4.9 gehéren drei Geraden y= 0, y=az, y= bx genau dann zu 
einer Schar, wenn in jedem Dreieck mit Seiten y = 0, y= az, x= —by+e 
(wo c + 0 ist) der Héhenschnittpunktsatz gilt. Die Héhen eines solchen Drei- 
ecks haben die Gleichungen x =u, x = —ay+c¢, y= bz, wou =— b(au)+c 
ist. Ein Héhenschnittpunkt liegt genau dann vor, wenn @(bu) = 5(au) ist. 
Hieraus ersieht man: Die drei Geraden gehéren genau dann zu einer Schar, 
wenn @(bu) = b(au) fir alle u gilt. Die Anwendung auf E, mit 6 = ' liefert: 

9.12. a = a genau fiir a € M,. 

Hiermit und mit 9.11 folgt weiterhin 

9.13. ab = ba fiir a,b € MN. 

9.14. ab = ba fiir a,b € M,. 
AuBerdem erhalt man: 

9.15. Zu jedem Element a gibt es c € M, mit @ = c(ac). 

Beweis: Die Geraden y = 0, y = Gx gehéren zu einer Schar ® + E,. Diese 
hat mit E, eine Gerade y = cz gemeinsam. Man hat also c € M,, so daB y = 0, 
y = Gx, y= cx zu einer Schar gehéren. Daher ist @c = ¢4. Da @=a und 
¢ = c~! ist, folgt @ = c(ac). 

Das Lot von einem Punkt (z,,y,) auf eine Gerade y = az aus E, hat die 
Gleichung y = —az+az,+ y,. Der FuBpunkt dieses Lotes hat die Koordi- 
naten ($2,+4a~'y,, $a2,+4y,). Hiermit ergeben sich fir das Bild von 
(z,,y,) bei Spiegelung an y = ax die Koordinaten (a~'y;, az,). Das Produkt 
der Spiegelungen an den Geraden y=bz, y= 2, y=azx aus E, bildet 
demnach (z,,y,) auf (a~1(b-y,), a(b2z,)) ab. Da dieses Produkt gleich einer 
Spiegelung an einer Geraden aus E, ist, folgt 

9.16. a(bx) = (ab)z fir alle a, b € M, und beliebige z. 

AuBerdem muB mit a und 6 auch ab zu M, gehdren und (ab)-! = a~*b-" sein. 
Mit 9.16 folgt ab = ba. Da nach 9.10 mit a auch a! zu M, gehort, gilt : 





in. 
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9.17. M, ist eine multiplikative abelsche Gruppe. 

Bei Spiegelung an y = ix geht eine Gerade y = az in x = (i(ai)) y iiber. 
Nach 9.1 folgt i(ai) = —a fiir a €M,. Mit 9.8 und 9.12 erhalt man: 

9.18. ai = ia fiir alle a € M,. 
(Nach 9.14 und 9.16 gilt dasselbe fiir a € M, und fiir a € M,.) 


§ 7. Zusatzaxiom fiir die unitére Ebene 


Aus den Axiomen I —ITI konnte die Struktur der Drehungsgruppe 9 ,/{1,P} 
erschlossen werden, und es ergaben sich gewisse grundlegende Eigenschaften 
des Koordinaten- Quasikérpers. Die Frage, wie sich dieser Quasikérper allein 
mit den Axiomen I—III im Falle der Giiltigkeit von IV 1 und IV 2 genau 
bestimmen laBt, lassen wir offen. Es soll nur noch gezeigt werden, daB sich 
in diesem Falle mit einem Zusatzaxiom eine ebene unitire Geometrie ergibt. 

Als Zusatzaxiom verwenden wir den ,, T'rapezsatz“ : 

V. Stehen fiinf entsprechende Seiten zweier Trapeze (volistindiger Vierecke 
mit je einem Paar paralleler Seiten) aufeinander senkrecht, so stehen auch die 
sechsten Seiten aufeinander senkrecht. 

Dieser Trapezsatz ist ein gemeinsamer Spezialfall des SchlieBungssatzes, 
der mit der Existenz einer Hermiteschen Orthogonalititsbedingung aqui- 
valent ist?) (,,Satz von den anti-orthologen Vierecken“‘), und eines SchlieBungs- 
satzes von K. REIDEMEISTER?*) (der als ,,Satz von den orthologen Vierecken“ 
bezeichnet werden kann). Jeder dieser beiden SchlieBungssiitze liefert den 
allgemeinen Satz von Desarcuges. Aus beiden zusammen folgt der Satz von 
Pappus-PascaL. Der gemeinsame Spezialfall V liefert nur den kleinen Satz 
von DrEsarGvugEs. Wir werden aber sehen, daf er zusammen mit den anderen 
hier verwendeten Axiomen sogar den allgemeinen Satz von Pappus-PascaL 
nach sich zieht, indem er zu einem kommutativen Koordinatenkérper fiihrt. — 
Ein Spezialfall des Trapezsatzes, der ,,Rechtecksatz. charakterisiert zu- 
sammen mit dem affinen kleinen Satz von DesarcvuEs die allgemeine euklidi- 
sche Spiegelungsgeometrie"*). 

Durch zweimalige Anwendung des Trapezsatzes erhilt man den kleinen 
Satz von Desarcugs: ,,Haben die Verbindungen AA’, BB’, CC’ der ent- 
sprechenden Ecken zweier Dreiecke ABC, A’ B’C’ einen Schnittpunkt, ist 
AA'| BC| BC’ und AB| A’ B’, so auch AC | A’C’. Hieraus folgt be- 
kanntlich das distributive Gesetz!5) 


(a+ b)c =ac + be. 


(Das andere Distributivgesetz gehért zu den Gesetzen des Quasikérpers.) 
Mit dem Linkskiirzungsgesetz 9.6 und Charakteristik + 2 (9.5) folgt nach 
SKORNIAKOW"®): 

10.1 Die Koordinaten bilden einen Alternativkérper. 


12) Literaturverzeichnis [15]. 

18) Literaturverzeichnis [11). 

14) Vgl. [16] § 3. 

5) Vgl. z. B. [5] oder [12]. 

6) Literaturverzeichnis [17]. Vgl. auch [8] oder [12]. 
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Unmittelbar aus dem Trapezsatz folgt'”): 
10.2.a+6=a+65. 

Man hat diesen Satz nur auf die Trapeze mit den Ecken (0,0), (0,5), (1,5), 
(l,a + b) bzw. (0,0), (— 5,0), (— 56,1), (—a@—B,1) anzuwenden. Fiinf Paare 
entsprechender Seiten stehen aufeinander senkrecht, nimlich z= 0 | y = 0, 
y=beix=—by, y=bix«=—b,y=ar+b1lx=—aGy—bunde=11 
iy=1. Nach V folgt fiir die sechsten Seiten y = (a + 6)x | x = —(@+ B)y, 
d.h.a+b=a+ b. 

Nach 10.2. 9.11 und 9.12 sind M, und M, Moduln. Mit 9.9 folgt auch 


¥(a + a) =1 (a + @) € M, und — f(@—4@) = 1 (a—a) € M,. 


Jedes Koordinatenelement a ist daher eindeutig als Summe von Elementen 
aus 2%, und aus M, darstellbar. Nach 9.13 und 9.14 sind die Elemente des- 
selben Moduls M, bzw. M, multiplikativ vertauschbar. Daraus folgt: 

10.3. Die Koordinaten bilden einen kommutativen Kérper %,+ M,. 

Beweis: Ware R = M,+ M, ein echter Schiefkérper oder echter Alter- 
nativkérper mit dem Zentrum Z, so wiirde R einen Modul Z + u, Z + u, Z + 
+u,Z enthalten, wo w,,u,,u; .paarweise nicht kommutieren. Dann kann 
héchstens einer der Moduln M,  u, Z(k = 1,2,3) Elemente + 0 enthalten (da 
alle Elemente aus M, kommutieren). Dasselbe gilt fiir M@,- u, Z. Dann ist 
aber R + M+ M,. 

10.4. Bei a € M, und a + 0 ist auch a~?¢ M,. 

Beweis: Bei a€ M, ist y= ax | x=—ay. Dann ist auch y=—a-'zx 
eine Gerade aus E,, also —a-!¢€ M,. Mit der Moduleigenschaft von M, folgt 
a-t€ M,. 

10.5. a?¢ M, fiir alle a € M,. 

Beweis: Es geniigt, a + 1 und a +— 1 anzunehmen. Mit a gehéren auch 
2(a + 1) und 2(a— 1) zu M,. Nach 10.4 folgt 


(a*@— 1)-*= 4 (a@— 1)"*— 4 (a + 1)-7 EM, 


also auch a?@— 1 € M, und a?¢ M,. 

10.6. M, ist ein kommutativer KG6rper. 

Beweis: Hierzu ist nur noch festzustellen, daB mit a und b auch ab zu M, 
gehért. Das folgt aber wegen ab = (4(a + b))?— (4 (a — b))? aus 10.5. 

10.7. b?€ M, fiir alle b € M,. 

Beweis: Bei b€ M, ist [+ 6=1—b, also y=(1 +56) 2 1x=(6—1)y. 
Die Symmetrie der Orthogonalitét liefert y=(b—1)-'x | x =(1 + 6)-'y, 
also (6—1)-1 = —(1 + 6)-1. Daraus folgt 


2 
(6—1)?+ @—Tyt=,- ¢M. 
Da M, ein Kérper ist, so ist dann auch b?¢ M,. 
10.8. b,b,€ M, fiir alle b,,b,€ M,. 


Beweis: Da I&,,M, Moduln sind, folgt nach 10.7 46,6,=(b,+ 6,)°?— 
— (b,— b,)? € M,, also auch b,b,€ M,. 





1?) H. NauMANN und K. RemeEmerster [11]. 
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10.9. ab € M, fiir a € M,, bE M,. 

Beweis: Nach 10.3 gibt es w€M,, vEM, mit ab=u+v. Mit 10.6, 
10.8 folgt ub = ab?— vb €M,. Wire u +0, so auch b¢€ M,, also b= 0. In 
jedem Falle hat man ab € M,. 

Aus 10.8 und 10.9 folgt, da i in M, liegt, M,— i M,. Hiermit hat man: 

10.10. Der Koordinatenkérper ist algebraischer Erweiterungskérper 2M, (i) 
des Kérpers M,. 

10.11. M, ist ein Pythagordischer Kérper, d. h. in M, ist jede Summe von zwei 
Quadraten ein Quadrat und — 1 kein Quadrat. 

Beweis: Wegen i ¢ M, ist —1 kein Quadrat in M,. Es sei u,v € M, und 
a=u-+iv. Nach 9.15 gibt es c€M, mit @=ac*. Bei ac= 2+ iy folgt 
w+ v= aa=a*c?= 22— y®+2izy. Wegen cé=1 ist andererseits aa 
= acac = z*+ y*. Hiermit erhalt man u?+ v?= 2? mit 2 ¢ M,. 

Wir fassen zusammen (indem wir P statt IN, schreiben): 

10.12. Mit den Axiomen I—III, IV 1, IV 2 und V ergibt sich eine ebene 
unitdre Geometrie iiber dem algebraischen Erweiterungskérper P (i) eines Pythagord- 
ischen Kérpers P mit i? = —1. Dabei ist y= ax | x=— Gy fiir konjugierte 
Elemente a,a. 

Umgekehrt geniigt die unitiére Ebene tiber dem Erweiterungskérper P (i) 
eines Pythagoriischen K6rpers P den genannten Axiomen. Das ist fiirdie Axiome I 
und II leicht einzusehen. 

Zum Nachweis der Axiome III und IV bemerken wir: Die Spiegelungen 
an den Geraden durch den Koordinatenursprung werden dargestellt durch 
die Matrizen 

z z—ty 2 
( ‘ ) mit z,y,z¢€P und 2?+ y?+ 2= 1. 
xa+ity —2z 
Man findet, daB solche Matrizen genau dann zu einer Schar gehéren, wenn 
die entsprechenden Vektoren (z, y,z) im dreidimensionalen Vektorraum iiber P 
komplanar sind. Hiermit ersieht man leicht, daB die Axiome III, [IV 1, IV 2 
erfiillt sind. Wesentlich fiir die Giltigkeit des Axioms III 2 ist die Eigenschaft 
von P, ein Pythagordischer Kérper zu sein, da nur unter dieser Voraussetzung je 
zwei Ebenen des dreidimensionalen Vektorraumes iiber P einen Einheitsvektor 
gemeinsam haben, was gerade von III 2 verlangt wird. 

Axiom V erhalt man schlieBlich mit a+6=@+6 und den Kérper- 
eigenschaften. 

Die Drehungen um den Ursprung werden dargestellt durch die Matrizen 


ts 7") mit AA+up=1. 


(7) 


liefert eine Quaternionen-Divisionsalgebra Q iiber P. Die Faktorgruppe der 
Gruppe aller Drehungsmatrizen nach dem Normalteiler der beiden Matrizen 


(01) vm (o “) 


Der Ring aller Matrizen 
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ist als isomorph zu Q*/P* zu erkennen. Der reelle Grundkérper P des kom- 
plexen Koordinatenkérpers der Ebene ist also isomorph zum Koordinaten- 
kérper des kinematischen Raumes der Drehungen um einen Punkt. 
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Analytische Zerlegungen komplexer Riume 
Von 


KARL Srer in Miinchen 


Es sei G} ein Gebiet in der komplexen z-Ebene und /(z) eine in G! definierte 
nichtkonstante holomorphe Funktion. Durch z-> w = /(z) wird dann eine Ab- 
bildung von G! in die komplexe w-Ebene C}, gegeben, und zugleich ist eine 
Abbildung ® von G! auf die Riemannsche Fliche Y!, der Umkehrfunktion 
von w=f(z) bestimmt. Y}, liegt im allgemeinen verzweigt iiber dem Gebiet 
/(@!) = @, in C]; bezeichnet g die Projektion von Y}, in Cl, so gilt f= po®. 
Die Eigenschaften von Y}, spielen bei vielen Untersuchungen, z. B. der Wert- 
verteilungslehre, eine wesentliche Rolle. 

In der Funktionentheorie mehrerer Verinderlicher ist gelegentlich die 
Frage gestellt worden, ob auch zu einer holomorphen Funktion w = f(2;,...,2,), 
die in einem Gebiete G? des Raumes C? der n komplexen Verinderlichen 
2, .- +. 2, gegeben und dort nicht konstant ist, eine Riemannsche Fliche Y} 
und eine Abbildung ® auf sinnvolle Art erklart werden kénnen. H. BEHNKE 
und E. Pescut haben schon 1935 auf die Wichtigkeit dieser Frage hinge- 
wiesen'), Es ist nun in der Tat méglich, zu brauchbaren Definitionen zu 
gelangen. Als erster hat K. Kocn in seiner Dissertation?) gezeigt, wie sich 
jedem f(z,,..., z,) ein Y}, die sog. analytische Projektion von G? vermége /, 
zuordnen JaéBt. In einer friiheren Arbeit habe ich die Kochsche Definition 
vereinfacht und einige Aussagen bewiesen, aus denen die Anwendungsfahigkeit 
dieser Begriffsbildung hervorgeht*). 

Bei der Definition von Y}, und ® zu vorgegebenem /(z,, . . ., z,) muB fiir 
n > 1, da eine Umkehrfunktion nicht existiert, anders als oben im Falle n = 1] 
verfahren werden. Es wird jetzt auBer der Forderung, daB wiederum { = yo ® 
gelten soll, noch verlangt: Ist g irgendeine von / in G2 abhingige holomorphe 
Funktion‘), so soll es auf Y}, stets eine holomorphe Funktion yp geben, so dab 


1) Vgl. W. Rorustery, Zur Theorie der analytischen Abbildungen im Raum zweier 
komplexer Veranderlichen. Dissertation Miinster 1935. 

*) K. Kocn, Die analytische Projektion, Schriftenreihe des Math. Inst. d. Univ. 
Miinster, Heft 6 (1953). 

8) K. Srery, Analytische Projektion komplexer Mannigfaltigkeiten, Colloque sur les 
fonctions de plusieurs variables, Briissel 1953, 97—107. — Siehe auch K. H. HEDTFELD, 
Starre einfach zusammenhangende Holomorphiegebiete, Schriftenreihe des Math. Inst. 
d. Univ. Miinster, Heft 8 (1954). } 

*) g heiBt von / abhangig, wenn in jedem Punkte von G? der Rang der Funktional- 
matrix (3. . 7 ) kleiner als zwei ist. — Zum Begriff der Abhangigkeit von holomorphen 
Funktionen und holomorphen Abbildungen vgl. auch den Abschnitt 6 dieser Arbeit. 
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g = yo @gilt. Es ist leicht zu sehen, daB hierdurch Y}, und 9, falls vorhanden, 
bis auf analytische Aquivalenz eindeutig bestimmt sind, und da fir n = 1 
die oben erklirten Y}, und @ die geforderte Eigenschaft haben. Zum Nachweis 
der Existenz von Y}, und ® kann man wie folgt vorgehen: Die Funktion / 
bestimmt zwei Zerlegungen Z(/) und Z’ von G?, deren Elemente die Faser- 
mengen von f — d.h. die durch / = const in G? gegebenen (nicht notwendig 
zusammenhingenden) analytischen Mengen — bzw. die zusammenhangenden 
Komponenten dieser Fasermengen sind5). Z’ ist im allgemeinen eine echte 
Verfeinerung von Z(f). Jede von f in G? abhangige holomorphe nichtkonstante 
Funktion g fiihrt zu einer Zerlegung Z(g) von G?, die im allgemeinen von Z(/) 
verschieden ist, jedoch zur gleichen Zerlegung Z’. Sei nun g diejenige Zer- 
legung von G?, die sich als Durchschnitt aller Z(g) ergibt, wenn g die Menge 
der in G von / abhiangigen nichtkonstanten holomorphen Funktionen durch- 
lauft. Dann laBt sich zeigen, daB der Quotientenraum G?/Z durch Auf- 
pragung einer komplexen Struktur zu einer Riemannschen Flaiche Y! gemacht 
werden kann, derart, daB die natiirliche Abbildung ® von G? auf G"Z zu 
einer holomorphen Abbildung von G? auf Y! wird. Jede von / in G? ab- 
hangige holomorphe Funktion g ist auf den Elementen von Z konstant; sie 
gibt Veranlassung zu einer auf Y! holomorphen Funktion y, fiir welche 
g = yo® gilt. Insbesondere bestimmt so f eine auf Y! holomorphe Funk- 
tion w= ¢(p) (p durchlaufe Y"). Vermége wird dann Y? zu einer kon- 
kreten Riemannschen Fliche Y}, die dem Gebiete /(@%) = G1CCl, iiber- 
lagert ist und die zusammen mit ® den obigen Bedingungen geniigt. 

Die betrachtete Funktion w = {(z,, . . ., z,) stellt eine holomorphe Abbildung 
spezieller Art dar, naimlich eine holomorphe Abbildung des n-dimensionalen 
Gebietes @" in die eindimensionale komplexe Mannigfaltigkeit C}. Es fragt 
sich, ob die skizzierte Konstruktion — geeignet modifiziert — durchfiihrbar 
bleibt, wenn statt von einem Gebiete des C? von einem beliebigen komplexen 
Raum X ausgegangen wird und an die Stelle der Funktion / eine holomorphe 
Abbildung F von X in einen weiteren komplexen Raum 4X, tritt. Falls dies 
méglich ist, wird man erwarten diirfen, auch neue Einsichten insbesondere 
iiber dimensionserniedrigende holomorphe Abbildungen zu gewinnen. 


Es ist zweckmaBig, hierzu den Begriff der analytischen Zerlegung einzu- 
fiihren. Sei Z eine Zerlegung des komplexen Raumes X. Z heift analytisch, 
wenn in der Menge M der Elemente von Z die Struktur eines komplexen 
Raumes so eingefiihrt werden kann, daB die natiirliche Abbildung von X 
auf M eine holomorphe Abbildung wird. Ist nun eine holomorphe Abbildung F 
von X in den komplexen Raum X, gegeben, so werde mit Z(F) bzw. Z’(F) 
die Zerlegung von X in die Fasermengen von F bzw. in die zusammenhiangenden 
Komponenten dieser Fasermengen bezeichnet; Z(F) heiBt die durch F be- 
stimmte Zerlegung und Z’(F) die durch F bestimmte einfache Zerlegung 


8) Uber Zerlegungen und Adquivalenzrelationen in topologischen Raumen siehe 
N/Bovursak1, Topologie générale, Paris 1951, Chap. I; ferner P. ALEXANDROFF u. H. Horr, 
Topologie, Berlin 1935, Kap. I, § 5 u. Kap. II, § 2. 











Analytische Zerlegungen komplexer Raume 65 


von X. Es stellt sich dann das Problem: Gibt es zwischen Z’(F) und Z(F) 
eine feinste analytische Zerlegung Z von X 58)? Wann ist insbesondere Z’ (F) 
selbst analytisch ? Wenn dies eintritt, wire Z’(F) die gesuchte Zerlegung Z. 

In der vorliegenden Arbeit wird das Studium der analytischen Zerlegungen 
komplexer Raéume in Angriff genommen. Wir beschiftigen uns vor allem 
mit der zweiten der eben angeschnittenen Fragen. 

In den ersten beiden Abschnitten sind zunichst Definitionen und Aussagen 
zusammengestellt, die mit dem Begriff des komplexen Raumes in Beziehung 
stehen. Dieser Begriff ist von verschiedenen Autoren auf verschiedene Weise 
eingefiihrt worden. Wir legen hier eine Definition zugrunde, die sich an‘ 
eine friiher von H. BenNKE und dem Verfasser gegebene anschlieBt*). Sie 
fiihrt zu einer Klasse von Raumen, welche die Klasse der komplexen Réume 
im Sinne der von H. Cartan stammenden Definition’) umfaBt. Ob beide 
Klassen nicht sogar tibereinstimmen, ist noch ungeklirt. — Abschnitt 3 ent- 
halt .Aussagen iiber holomorphe Abbildungen, die im folgenden benutzt 
werden. Von wesentlicher Bedeutung ist ein von R. Remmert herrihrender 
Satz®), der eine Bedingung dafiir liefert, daB eine analytische Menge vermége 
einer holomorphen Abbildung auf eine analytische Menge im Bildraum ab- 
gebildet wird. 

Abschnitt 4 beschaftigt sich mit allgemeinen Eigenschaften von Zer- 
legungen topologischer und komplexer Réiume. Es wird u. a. der Begriff der 
normalen analytischen Zerlegung eingefiihrt: Eine analytische Zerlegung Z 
des komplexen Raumes X heiBt normal, wenn es auf dem Quotientenraum X/Z 
genau eine Z zugeordnete komplexe Struktur gibt. Da8 nichtnormale ana- 
lytische Zerlegungen médglich sind, zeigen einfache Beispiele; es kann z. B. 
vorkommen, daB X/Z keine Z zugeordnete komplexe Struktur gestattet, 
wahrend dies fiir einen zu Z konjugierten Raum mit gréberer Topologie als 
X/Z zutrifft. Einer normalen analytischen Zerlegung ist ein komplexer 
Zerlegungsraum, der wieder mit X/Z bezeichnet werde, eindeutig zuge- 
ordnet. 

Abschnitt 5 enthalt die Hauptresultate der Arbeit. Es wird u. a. be- 
wiesen: Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit und F eine holomorphe Ab- 
bildung von X in den komplexen Raum X,. Die zusammenhiingenden Kom- 
ponenten der Fasermengen von F seien stimtlich kompakt. Dann ist die durch F 
bestimmte einfache Zerlegung Z'(F) von X eine normale analytische Zerlegung. 
Die natiirliche Abbildung von X auf den komplexen Zerlegungsraum X/Z'(F) 
ist eine eigentliche holomorphe Abbildung. — Diese Aussage bleibt richtig. 
wenn X ein zusammenhangender n-dimensionaler komplexer Raum im Sinne 


58) Z liegt zwischen Z’(F) und Z(F) heiBt, daB Z’(F) eine (echte oder unechte) Ver- 
feinerung von Z ist und Z eine solcle von Z(F). 

*) H. Beuwke u. K. Stern, Modifikation komplexer Mannigfaltigkeiten und Riemann- 
scher Gebiete. Math. Ann. 124, 1—16 (1951). 

7) H. Cartan, Séminaire 1951/52, Exp. XIII, 1953/54, Exp. VI. 

*) R. Remment, Projektionen analytischer Mengen. Math. Ann. 130, 410-441 (1956). 
Vgl. auch K. Stern, Analytische Abbildungen allgemeiner analytischer Raume. Colloque 
de Topologie de Strasbourg 1954. 

Math. Ann. 132 
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von H. Cartan ist und F als holomorphe Abbildung vom globalen Range n 
oder n—1 vorausgesetzt wird. Es wird ferner eine Bedingung angegeben, 
unter welcher der Zerlegungsraum X/Z'(F) ein komplexer Raum im Sinne 
von H.CartTan ist. Ob entsprechende Aussagen fiir beliebige komplexe 
Raume X und ohne die Rangvoraussetzung iiber F gelten, muB offenbleiben. 
Sie werden falsch, wenn die Voraussetzung, daB die zusammenhingenden 
Komponenten der Fasermengen von F kompakt sein sollen, fallen gelassen 
wird. 

Im Abschnitt 6 wird der dem Begriff der analytischen Projektion ent- 
sprechende allgemeinere Begriff prazisiert; wir fiihren fiir ihn, abweichend 
von der bisherigen Terminologie, die Bezeichnung ,,komplexer Basisraum zu 
einer holomorphen Abbildung F ein. Im Falle der Existenz ist ein komplexer 
Basisraum zu F bis auf analytische Homéomorphie eindeutig bestimmt. Hin- 
reichende Bedingungen fiir die Existenz ergeben sich unmittelbar aus den 
Resultaten des Abschnitts 5. — Die Frage, ob ein komplexer Basisraum 
auch dann existiert, wenn die dutch die Abbildung F bestimmte einfache 
Zerlegung Z’(F’) des zugrunde liegenden komplexen Raumes X nicht ana- 
lytisch ist, soll in einer spaiteren Arbeit behandelt werden. 


1. Verzweigte Uberlagerungen 

Die im folgenden zugrunde liegende Definition des komplexen Raumes 
stiitzt sich auf den Begriff der analytisch verzweigten Uberlagerung eines 
Polyzylinders. Wir behandeln in diesem Abschnitt den allgemeineren Begriff 
der verzweigten Uberlagerung eines lokal-kompakten Raumes’). 

Es seien R, R lokal-kompakte Raume und @ eine stetige Abbildung 
von R in R. ¢ hei®t nach N. BourBaki eigentlich, wenn das Urbild vermége ¢ 
jeder kompakten Menge in R eine kompakte Menge in R ist!®). Eine abge- 
schlossene Teilmenge M, eines lokal-zusammenhingenden topologischen 
Raumes R, heibe nirgends zerlegend in Ry, wenn fiir jede nichtleere zusammen- 
hangende offene Menge U, in R, die Menge U,—(U,™ M,) stets nichtleer 
und zusammenhingend ist. 

R, R seien nun zusitzlich als zusammenhingend und lokal-zusammen- 
hangend, ¢ als eigentliche Abbildung von R auf R vorausgesetzt. Wir nennen 
das Tripel (R, gy, R) = R eine s-fache Uberlagerung von R durch R (s eine 
natiirliche Zahl), wenn es eine in R — zerlegende Teilmenge M von R 
gibt, derart, daB gilt: a) die Menge ro (M) = M ist in‘R nirgends zerlegend. 
b) Die Abbildung ist in jedem Punkte von R — M lokal- topologisch (d. h.: 
zu jedem Punkte von R—M gibt es eine Umgebung, die durch » topologisch 
auf eine Umgebung des Bildpunktes abgebildet wird). c) Jeder Punkt von 
R—M besitzt vermége g genau s verschiedene Urbildpunkte in R—M. 

™ *) Zu den topologischen Grundbegriffen siehe N. Boursak1, Topologie générale, 2 éd., 


Chap. I (im folgenden zitiert als T.g.I). 
10) N. Boursakt, T.g.I, § 10, Nr. 9. 
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d) Jeder Punkt von M besitzt vermége g héchstens endlich viele Urbild- 
punkte in M). — Wir sagen, ein Punkt p ¢ R liege iiber p € R, wenn p = (Pp) 
ist; p ist der Grundpunkt von p. Ein Punkt p> von R, in welchem @ nicht 
lokal-topologisch ist, heiBt Verzweigungspunkt von R. Die Abbildung ¢ heiBt 
Projektionsabbildung. 

Als Verzweigungspunkte von R kommen nur Punkte von R in Betracht, 
die in M, also tiber Punkten von M, lieyen. Wir bringen dies im folgenden 
haufig durch die Schreibweise R =(R, g. R, M) zum Ausdruck und nennen % 
auch eine s-fache Uberlagerung von R durch R mit } ‘erzweigungspunkten héchstens 
iiber M. Ist *M die Menge der Verzweigungspunkte von R und p(*M )=*M 
ihre Bildmenge in R, so kann *M echt in M enthalten sein. *M ist die kleinste 
unter allen zu R im Sinne det obigen Definition gehérigen Mengen M. Ins- 
besondere kann *M leer sein. Ist dies der Fall, so heiBt R eine s- fache unver- 

zweigte Uberlagerung von R. Die obigen Bedingungen b) und c) besagen, 
daB (R — M,’ g, R— M) = = R, wo ‘¢ die durch Beschrankung von @ bestimmte 
Abbildung von R—M auf R—M bezeichnet, eine s-fache unverzweigte 
Uberlagerung von R — M sein soll. 

Zwei s-fache Uberlagerungen (R, gy. R) und (R*, gy*, R) heiBen topologisch 
dquivalent, wenn es eine topologische Abbildung ® von R* auf R gibt, so daB 
g*= po gilt. 

Es liegt die Frage nahe, ob man, wenn eine s-fache unverzweigte Uber- 
lagerung von R— M vorgegeben ist, stets zu einer s-fachen Uberlagerung 
von R iibergehen kann. Daf dies immer méglich ist, sagt aus 

Satz 1. Hs sei R ein lokal-kompakter, zusammenhiingender und lokal- 
zusammenhingender Raum, M eine nirgends zerlegende abgeschlossene Teil- 
menge von R. Vorgegeben sei eine s-fache unverzweigte Uberlagerung CR, ‘QD, 
R— M) = ‘R von R—M. Dann gibt es einen lokal-kompakten, zusammen- 
héingenden und lokal-zusammenhdngenden Raum R, der 'R als Teilraum enthiilt, 
und eine s-fache Uberlagerung (R. ¢,R,M) = R von R durch R mit Verzweigungs- 
punkten héchstens iiber M, derart. dap g und 'y auf 'R iibereinstimmen. R ist 
bis auf topologische Aquivalenz eindeutig bestimmt, und zwar gilt genauer: 
Ist (R*, 9 _R, M) = R* eine weitere s- fache Uberlagerung von R durch einen 
Raum R* mit entsprechenden Eigenschaften, so gibt es eine topologische Ab- 
bildung ® von Re auf R, welche sich in 'R auf die Identitét reduziert, derart, 
dap g* = yo @ ist. 

Es ist zweckmabig. dem Beweise zwei auch spiter zu verwendende Hilfs- 
satze voranzustellen. 

Hilfssatz 1. Es seien: R, R, lokul-kompakte Réiwme, F eine eigentliche Ab- 
bildung von R in R,, K, eine kompakte Menge in R,. Ist dann U eine Umgebung 





4) Zu dieser Definition vgl. H. Gravert u. R. Remmert, Zur Theorie der Modifi- 
kationen. I. Stetige und eigentliche Modifikationen komplexer Raume. Math. Ann. 129, 
274—296 (1955), insbesondere § 1. 
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| -1 
von F(K,) in R, so gibt es eine Umgebung U, von K,, derart, daB F(U,) in U 
enthalten ist. 

Zum Beweise werde U als offen vorausgesetzt. Dann ist R—U=L ab- 
geschlossen in R, also ist F(L) = L, abgeschlossen in R,'*). ZL, und K, sind 
punktfremd; demnach ist R,— L,= U, eine offene Umgebung von K, mit 
der geforderten Eigenschaft. 


Hilfssatz 2. Voraussetzung: Gegeben seien ein lokal-zusammenhingender 
topologischer Raum R, sowie zwei lokal-kompakte Riume R,,R,. Mo sei eine 
nirgends zerlegende Teilmenge von R, und ‘Fy, eine stetige Abbildung von Ry—M, 
in R,. Es existiere eine eigentliche Abbildung F,, von R, in R,, derart, dap 


-1 

Fyo(qe) fiir jeden Punkt q.¢ R, eine endliche Menge (oder leer) ist und daB die 
Abbildung F,,.0'F5,='Fo, von Ry— M, in R, zu einer stetigen Abbildung F,. 
von R, in R, fortgesetzt werden kann. 

Behauptung: ‘F,, ist zu einer stetigen Abbildung Fy, von R, in R, fortsetzbar; 
F,, ist eindeutig bestimmt. 

R,— M, liegt in R, dicht. Da R, als lokal-kompakter Raum insbesondere 
regular ist, gestattet ‘Fy, eine Fortsetzung zu einer stetigen Abbildung Fy, 
von R, in R,, die dann eindeutig bestimmt ist, genau dann, wenn fiir jeden 
Punkt p)¢ M, gilt: Strebt q¢,¢ Ryp— My gegen po, so strebt stets 'Fo, (qo) gegen 
einen Punkt von R,"). 


~1 

Es sei Fo.(P) = Pe, Kz eine kompakte Umgebung von pz, ferner Fo.(K,) 
=V,. Wir betrachten eine Basis B, des Filters U,, der Umgebungen von pp, 
bestehend aus offenen seenmemningseden Mengen U,, die simtlich in V, 
enthalten sind. Die Mengen B,= U,—(U,~ M,) bilden dann eine Basis ‘S, 
eines Filters auf Ry— M, (des Spurfilters von U,,), und ‘Fy; ( Bo) =, ist 


eine Filterbasis auf R,. Alle Mengen von %, sind in der Menge F,,(K,) = 
enthalten, die wegen der Eigentlichkeit von he kompakt ist. Daher besitzt “4 
wenigstens einen Beriihrungspunkt. Ist p, ein solcher Punkt, so gilt sicher 


Fy.(p,) = py. Es seien p,,..., p,(™ die simtlichen Urbildpunkte von p, 
vermége shad Wir wihlen paarweise punktfremde offene Umgebungen 
U,(p,™). . . ., 0, (p,(™). Es gibt aeons nach Hilfssatz 1 eine in K, enthaltene 


m 


offene Umgebung U,(p,.), so dab F,,(U 2(P2)) in U U,(p,) enthalten ist. 
w=! 
Jede Menge B, der Filterbasis ‘%, ist zusammenhingend. Liegt ein solches B, 
-1 
insbesondere in Fo.(U,(p.)), so mub ‘Fo,(B,) = B, notwendig in U,(p,“) 


m 
liegen, da mit B,auch B, zusammenhangend ist und B, sicher in U U;(p,”) 
wal 
liegt. Demnach konvergiert B, gegen p,"), und dies besagt, daB ‘Fy, (qo) gegen 
p,) strebt, wenn g,¢ Ro— M, gegen py strebt, w.z.b.w. 


*) Vgl. N. Boursak1, T.g.I, § 10, Nr. 9, Prop. 16. 
3) Vgl. N. Boursakt, T.g.I, § 6, Nr. 7, Théoréme 1, Corollaire. 
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Nun zum Beweise von Satz 1! — Ist p ein Punkt von M und U (p) eine 
offene zusammenhiangende Umgebung von p, so heiBe U (p)— (U(p) ~\ M) 
= B(p) eine p zugeordnete ausgezeichnete Menge. B(p) ist nicht leer, offen 
und zusammenhingend. Die Menge '@ (B(p)) 'R ist durch ‘p lokal-topo- 
logisch auf B(p) bezogen; jede zusammenhingende Komponente von p (BI p)) 
werde als ausgezeichnete Menge B(p) in 'R bezeichnet. 

Der Filter U, der Umgebungen von p besitzt eine aus offenen 
zusammenhangenden Umgebungen U(p) bestehende Basis. Die Spur von 
Uu, auf R— M ist ein Filter F, auf R — M, fiir welchen die ausgezeichneten 
Mengen B(p) eine Basis bilden. Wir betrachten nun Filter $, auf ‘R, die 
jeweils eine aus ausgezeichneten Mengen B(p) bestehende Basis besitzen und 
deren Bild vermége ‘gy in R— M jeweils GF, ist. Ein solcher Filter $, heiBe 
ein iiber p liegender Punkt p. Zwei iiber Punkten p,, p,¢ M liegende Punkte 
Pi. Pz Sollen genau dann identisch sein, wenn die sie reprasentierenden Filter 
Fe,» >, identisch sind. — Es ist klar, daB iber jedem Punkt von M mindestens 
ein Punkt und héchstens s Punkte liegen. 

Die Erweiterung von ‘R zam Raum R erfolgt jetzt so, daB wir zur Menge 
der Punkte von 'R die Menge M aller iiber Punkten von M gelegenen Punkte 
hinzufiigen. Die Abbildung ‘g wird zur Abbildung g von Rauf R fortgesetzt, 
indem jedem Punkte p ¢ M derjenige Punkt p, iiber welchem p liegt (sein 
..Grundpunkt*‘), zugeordnet wird; diese Zuordnung ist eindeutig. Zur Fest- 
legung der Topologie in R erklaren wir ausgezeichnete Umgebungen U (p) eines 
Punktes p< M wie folgt: Sei B(p) eine der ausgezeichneten Mengen, die 
zu dem Pp repriisentierenden Filter gehéren. Wir betrachten die Menge S 
derjenigen Punkte p’ « M1, fiir welche jeweils der p’ reprisentierende Filter F,: 
die Menge B(p) enthalt. Die Vereinigung B(p) S heiBe dann eine aus- 
gezeichnete Umgebung U (p). Als offene Mengen in R werden nun die offenen 
Mengen in 'R, die ausgezeichneten Umgebungen von Punkten von M, sowie 
Vereinigungen beliebig vieler solcher Mengen erklairt. Damit ist eine To- 
pologie 7’ in R definiert. 

R und gy haben (nach Einfiihrung der Topologie 7) die notwendigen 
Eigenschaften, damit (R, g. R. M) = R eine Uberlagerung von R von der in 
unserem Satz angegebenen Art ist. Fast unmittelbar ist zu sehen, daB R ein 
zusammenhingender und lokal-zusammenhingender Hausdorffscher Raum 
und @ eine stetige und sogar offene Abbildung™) von R auf R ist; daB fiir 
jeden Punkt p« M e (p) aus héchstens s Punkten besteht, wurde schon oben 
festgestellt. Ferner ist M - ¢ (M) offenbar nirgends zerlegend in R. Dab 
R lokal-kompakt und ¢ eine eigentliche Abbildung ist. ergibt sich wie folgt: 


14) Eine Abbildung eines topologischen Raumes in einen topologischen Raum heiBt 
offen, wenn sie offene Mengen in offene Mengen iiberfiihrt. 
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Sei K eine kompakte Menge in R und @ (K) = K ihre Urbildmenge vermége Y 


in R. Jedem Punkte q ¢ K sei eine offene Umgebung ViqycR zugeordnet. 
Ist g irgendein | Punkt von K, sind weiter 7,, . . ., 7,(¢ < 8) die tiber q liegenden 


Punkte von R und Wa), = » VG) die ihnen zugeordneten Umgebungen, 
so ist der Durchschnitt A eV a) = V(q) eine offene Umgebung von gq, 


.K laéBt sich mit endlich "lke solcher V (gq), etwa mit V(g), ...,V(q¢™), 
iiberdecken. Dann aber wird K sicher durch die mathe 7?) (o 
=1,...,7;7,=1,...,¢,) tiberdeckt; also ist K kompakt. Ist }, ein beliebig 
vorgegebener Punkt von R und wird in der eben durchgefiihrten Uberlegung 
speziell K als kompakte Umgebung des Punktes ¢(p,) = p, gewahlt, so wird 
e(K ) = K eine kompakte Umgebung von 7). Demnach ist R lokal-kompakt, 
p eine eigentliche Abbildung und mithin (R, y, R, M) =% eine Uberlagerung 

“von R, wie behauptet. 

Sei (R*, g*, R, M f) = R* eine zweite Uberlagerung von R mit den gleichen 
Eigenschaften wie R. Wir bezeichnen die stetige Abbildung von R—M 


='R in R*, die durch die identische Abbildung von 'R auf sich gegeben ist, 
mit-'®; es gilt ‘p = g*o’®. Nach Hilfssatz 2 laBt sich ’® zu einer stetigen 


Abbildung ® von R in R* fortsetzen, so daB dann y = g* o@ gilt. Die Ab- 
bildung ‘®-!='W von R*— M*='R in R (M*= ¢*(M)) ist ebenso zu einer 
stetigen Abbildung Y von R* in R fortsetzbar, und es miissen Y o@ und 


® o ¥ die identischen Abbildungen von R baw. R* auf sich sein. Also ist ® 


eine topologische Abbildung von R auf R*; R und R* sind demnach in dem 
oben angegebenen Sinne topologisch aquivalent. 

Satz 1 ist bewiesen. 

Aus dem Beweise ergibt sich noch der 


Zusatz. Die Projektionsabbildung p von R auf R ist eine offene Abbildung. 
Uber jedem Punkte von M liegen héchstens s Punkte von R. 


Bemerkung. Ist s = 1, so stimmt natiirlich R bis auf topologische Aquivalenz 
mit R iiberein. 


2. Komplexe Riume 


Wir wiederholen hier den Begriff des komplexen Raumes und damit in 
Beziehung stehende Begriffe und Aussagen"). 

Sei EZ" ein Polyzylinder {|\z,— z,| < ,, . . ., |@.— Zn'"| <o,} im Raume 
Ct der n komplexen Verinderlichen z,,...,z,(n = 1); ferner M eine von 
E” verschiedene analytische Menge in E*. Eine s-fache Uberlagerung (W, 9, 


15) Vgl. hierzu *), ’), die in ") zitierte Arbeit von H. Gravert u. R. ReMMERT, ferner 
H. Gravert, Charakterisierung der holomorph vollstandigen komplexen Raume. Math. 
Ann. 129, 233—259 (1955); H. Bennxe, Die analytischen Gebilde von holomorphen 
Funktionen mehrerer Veranderlichen. Arch. d. Math. 6, 353—368 (1955), sowie die dort 
angegebene weitere Literatur. 
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E*, M) = B von E* durch einen lokal-kompakten, zusammenhingenden und 
lokal-zusammenhingenden Raum W mit Verzweigungspunkten héchstens 
iiber M heiBe eine s-fache analytisch-verzweigte Uberlagerung von E*. 

Auf dem zur Uberlagerung 2 gehérenden Raum W wird der Begriff der 
Holomorphie von Funktionen und Abbildungen wie folgt erklirt. Eine in 
einer offenen Menge Bc W definierte komplexwertige Funktion / heiBt holo- 
morph beziiglich %, wenn sie stetig ist und wenn fiir jeden Punkt ¢g ¢ B— 
— (Br M) (es ist M = | (M)) gilt: Ist 7G) eine in B—(B/\ M) enthaltene 
offene Umgebung von q, die durch @ topologisch auf eine Umgebung U (q) des 
Grundpunktes qg von g abgebildet wird, und bezeichnet ‘g die durch Be- 
schrankung von @ bestimmte Abbildung von 0 (q) auf U | so ist stets 
fo’g-* eine in U(g) holomorphe Funktion. — Sei (W,, g,, 2™, M,) =, 
eine weitere analytisch verzweigte Uberlagerung eines Polysjlinders EM. 
Eine stetige Abbildung F von Bc W in W, heiBt holomorph beziiglich W und B,, 
wenn gilt: Ist p, ein Punkt von F(B)c W, und f, eine in einer offenen Um- 
gebung U,(p,)c W, definierte und beziiglich 23, holomorphe Funktion, so 

1 


ist stets /, 0 F eine in F(U,(p,)) beziiglich 2) holomorphe Funktion. 

Wir sagen, (W, oy, E", M) = ® geniige der C-Bedingung"*), wenn es eine 
in W beziiglich Y holomorphe Funktion / gibt und dazu einen Punkt p ¢ 2"— 
— M, derart, daB f in den s itiber p gelegenen Punkten von W untereinander 
verschiedene Werte annimmt. — Das Erfiilltsein der C-Bedingung bedeutet, 
daB YW ,,Riemannsches Gebiet‘‘ einer iiber Z* algebroiden Funktion ist. Ob 
jede analytisch verzweigte Uberlagerung eines Polyzylinders der C-Bedingung 
geniigt, ist noch unbekannt. 

Sei R ein lokal-zusammenhingender Hausdorffscher Raum ohne ein- 
punktige zusammenhiingende Komponenten. Es existiere auf R eine offene 
Teilmenge U, die durch eine topologische Abbildung yw auf den zu einer ana- 
lytisch verzweigten Uberlagerung (W, y, Z", M) =%® gehérenden Raum W 
bezogen ist. Wir nennen das System (U, y,W, gy, 2", M) = ein lokales 
komplexes Parametersystem in R; kirzer schreiben wir auch DB =(U, y). Eine 
Menge {D,} = {(U;, pus Wy, o, EM, My} = (Use yd} =RK (i durchlaufe eine 
Indexmenge I) von lokalen komplexen Parametersystemen in FR heiBe eine 
komplexe Struktur auf R, wenn sie folgende Eigenschaften hat: 1. Die U;, 
bilden eine Uberdeckung von R. 2. Je zwei lokale komplexe Parameter- 
systeme (U,, y,,), (U;,, y;,) aus R hangen holomorph zusammen, d. h.: Ist 
U,,\ U,, nicht leer, so sind die durch y,,0 yj, bzw. y;,,0 yj,’ bestimmten 
topologischen Abbildungen von y,(U,,U,,) auf y,,(U;,U;,) bzw. von 
yi(U;,, 0 U,) auf y,,(U,,0 U;,) holomorphe Abbildungen (beziiglich der zu- 
gehérigen analytisch verzweigten Uberlagerungen). 3. Hangt ein lokales 
komplexes Parametersystem (U, y) ‘mit allen (U,, y,)€& holomorph zu- 
sammen, so gehért (U’, y) zu R. — Eine Menge von lokalen komplexen Para- 
metersystemen in R, die den Forderungen 1. und 2. geniigt, bestimmt stets 
eindeutig eine komplexe Struktur auf R. — Auf dem zur Uberlagerung 


6) Vgl. H. Graver, a. a. O."5). 
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(W, mp, 2", M) = ® gehérenden Raume W wird durch das komplexe Para- 
metersystem (W, 7, W, gp, E", M) (xz bezeichnet die identische Abbildung von W 
auf sich) eine komplexe Struktur festgelegt; diese heiBe die durch I be- 
stimmte komplexe Struktur auf W. 

Besitzt der lokal-zusammenhangende Hausdorffsche Raum R einpunktige 
zusammenhaingende Komponenten, so wird unter einer komplexen Struktur 
auf R eine Menge &’  R” = R verstanden, wo R’ die Menge der einpunktigen 
zusammenhangenden Komponenten von R bezeichnet und R”’ entweder die 
leere Menge, falls R diskret ist, oder eine komplexe Struktur auf der Ver- 
einigung der nicht einpunktigen zusammenhangenden Komponenten von R. 

Ein lokal-zusammenhingender Hausdorffscher Raum mit einer fest vor- 
gegebenen komplexen Struktur heiBt ein komplexer Raum. Jede offene Teil- 
menge B eines komplexen Raumes X laBt sich in natiirlicher Weise wieder 
als ein komplexer Raum auffassen. 

Jede zusammenhiingende Komponente X) eines komplexen Raumes X 
hat eine eindeutig bestimmte ,,komplexe* Dimension d;. Diese ist Null fiir 
einpunktige X‘). Ist X‘) nicht einpunktig und (U, y, W, my, £", M) ein lo- 
kales komplexes Parametersystem in X‘’), so ist d;= n. Falls die Menge der d; 
beschrinkt und d ihr Maximum ist, hei®t d die Dimension von X. 

Ein Punkt p des komplexen Raumes X heibt uniformisierbar, wenn ent- 
weder p ein isolierter Punkt von X ist oder wenn es ein lokales komplexes 
Parametersystem (U, yp, E", 7,2", M) mit p¢ U auf X gibt, wobei x die 
identische Abbildung des Polyzylinders 2" auf sich bezeichnet. Wir nennen 
im zweiten Falle U eine Koordinatenumgebung von p und die in E£" laufenden 
komplexen Koordinaten 2;, . . ., z, lokale komplexe Koordinaten in U. Besitzt X 
nur uniformisierbare Punkte, so ist X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Die 
nicht uniformisierbaren Punkte eines komplexen Raumes bilden eine in X 
nirgends zerlegende Menge, ihr Komplement in X ist eine in X dicht- 


liegende komplexe Mannigfaltigkeit X. 

Wir sagen, der komplexe Raum X geniige im Punkte p« X der C-Be- 
dingung, wenn entweder p ein isolierter Punkt von X ist oder wenn es ein 
lokales komplexes Parametersystem (U, y,W, go, £", M) mit pe U auf X 
gibt, derart, daB (W, m, E", M)=W der C-Bedingung geniigt. Ein kom- 
plexer Raum, der in allen seinen Punkten der C-Bedingung geniigt, heiBe 
ein komplexer C-Raum. (Es bleibt offen, ob jeder komplexe Raum ein C-Raum 
ist}6*)). 

Es seien X, X, komplexe Raume, F eine stetige Abbildung von X in X,. 
F heiBt eine holomorphe Abbildung, wenn fiir jeden Punkt p ¢ X, der kein 
isolierter Punkt von X und dessen Bildpunkt F(p) = p, kein isolierter Punkt 
von X, ist, gilt: Sind (U, yp, W, pg, E", M) = B, (Uy, yy, Wi, gy, BD. My) =D, 
mit p € U, p,€ U, lokale komplexe Parametersysteme auf X bzw. X,, derart. 
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daB UC F(U,) ist, so ist y,o Fo py! eine holomorphe Abbildung von W 


162) Komplexe C-Raume sind dasselbe wie allgemeine analytische Raume (espaces 
analytiques généraux) im Sinne von H. Cartan, vgl.’). 
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in W,. — Damit ist auch der Begriff der holomorphen Funktion auf X er- 
klart (man wihle als Raum X, die komplexe Ebene C’). 

Unter einer analytischen Menge im komplexen Raume X wird in die- 
ser Arbeit eine Menge ACX mit folgenden Eigenschaften verstanden: 
a) A ist in X abgeschlossen; b) zu jedem Punkte p¢ A gibt es eine Um- 
gebung U(p), derart, daB U(p)- A genau mit der Menge der gemeinsamen 
Nullstellen von endlich vielen in U(p) holomorphen Funktionen tiberein- 
stimmt?’). 

Jede nichtleere analytische Menge A c X 14Bt sich als Bild eines komplexen 
Raumes vermége einer holomorphen Abbildung darstellen. Genauer: Zu A 


gibt es stets einen komplexen Raum A und eine holomorphe Abbildung ® 
von A in X mit folgenden Eigenschaften: a) Es ist @(A) = = * b) @ ist eine 


eigentliche Abbildung; fir jeden Punkt p ¢ A ist die Menge O(0@): endlich. 


c) Es existiert eine ,,analytisch diinne“ Teilmenge N vonA mit N = OO" )), 
derart, da8 A—WN durch topologisch auf A — @(N ) bezogen ist. Dabei 
hei®t N analytisch diinn in A, wenn es zu jedem Punkt qé N eine Umgebung 
U(q)_ in X und eine in U(q) analytische, dort nirgends dichte Menge gibt, 
die N-\U (q)_ enthilt. (N ist auch in dem oben erklirten Sinne nirgends 
zerlegend in A.) — Wir nennen (A, ®, A) = % eine kanonische komplexe Uber- 


lagerung von A. Mittels Hilfssatz 2 ist ersichtlich, daB a (in einem naheliegenden 
Sinne) bis auf analytische Homéomorphie eindeutig bestimmt ist. Ist der 
Raum X, in welchem A liegt, ein komplexer C-Raum, so ist auch A ein kom- 
plexer C-Raum. 

Man gewinnt eine kanonische komplexe Uberlagerung von A fiir den Fall, daB X 
ein C-Raum ist, bekanntlich dadurch, daB man in der Menge aller Paare (p, a,), wo p € A 
ist und a, einen durch A bestimmten ,,analytischen Primkeim‘ in p bezeichnet, in ge- 
eigneter Weise eine Topologie und eine komplexe Struktur einfiihrt, so daB die Abbildung 
(p, a,) > peine holomorphe Abbildung wird. Sodann laBt sich auch, falls X nicht iiberall 
der C-Bedingung geniigt, die Existenz von 2 einsehen"*). 


Ist der zur kanonischen komplexen Uberlagerung (A, ®, A) = gehorige 
Raum A zusammenhangend, so heiBt A irreduzibel, anderenfalls reduzibel. 


Das Bild (4. j) = A; einer zusammenhangenden Komponente A, ; von A heiBt 
eine irreduzible Komponente von A; ihre Dimension ist gleich der Dimension 


von A;. Unter der Dimension von A in einem Punkte p ¢ A wird die gréBte 
der Dimensionen der (endlich vielen) durch p hindurchgehenden irreduziblen 
Komponenten von A verstanden. 

1”) Vgl. hierzu die weiterreichende Definition des Begriffes der analytischen Menge 
bei H. Gravert u. R. RemMert, a. a. O."), 8. 279. — Die von uns benutzte Definition 
reicht fiir die vorliegende Arbeit aus. 

18) Vgl. hierzu H. Cartan, a. a. O.’), ferner: H. Cartan, Idéaux de fonctions analyti- 
ques de n variables complexes. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (3) 61, 179—197, Appen- 
dice II; R. Remmert u. K. Srers, Uber die wesentlichen Singularitéten analytischer 
Mengen. Math. Ann. 125, 263—305 (1953), sowie die. in **) zitierten Arbeiten. 
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Sei wieder F eine holomorphe Abbildung des komplexen Raumes X in 
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den komplexen Raum X,. Fiir jeden Punkt p¢X ist dann F(F(p)) = L 
eine analytische Menge in X; sie heiBt eine Fasermenge von F. Unter einer 
Niveaumenge von F werde eine zusammenhingende (nicht notwendig irre- 
duzible) Komponente einer Fasermenge von F verstanden. Ist d die Dimension 
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von L = F(F(p)) im Punkte p und n die Dimension der zusammenhiangenden 
Komponente von X, in welcher p liegt, so wird n — d als lokaler Rang r, von F 
in p bezeichnet. Besitzt r, in X ein Maximum, so heiBt es der globale Rang r 
von F (r existiert sicher, wenn X zusammenhingend ist). — Als globaler 
Rang von F auf einer in einer zusammenhingenden Komponente von X ent- 
haltenen analytischen Menge A mit der kanonischen komplexen Uberlagerung 
(A, ®, A) =U wird der globale Rang der Abbildung F 0 ® von A in X, er- 
klart. 

Sind X und X, komplexe Mannijgfaltigkeiten ohne einpunktige zusammen- 
hangende Komponenten, so laBt sich die holomorphe Abbildung F lokal 
durch (2, .. ., 2,) > (Wy, . - -» Wa,) = (fi - + +s fa,) beschreiben; dabei sind je- 
weils 2,, .. ., Z, bzw. w,, . . ., W,, lokale komplexe Koordinaten, die in Koordi- 
natenumgebungen U in X bzw. U, in X, erklart sind (es ist F(U) Cc U, voraus- 
gesetzt), und /,,...,/,, sind holomorphe Funktionen von 2;; . .-.,z,. Unter 
dem Rang von F in einem Punkte p,= (2, . . ., 2) ¢ U wird sonst iiblicher- 


weise der Rang r, der Matrix (32) in py Verstanden. r, braucht aber nicht gleich 


dem oben definierten lokalen Rang r, in p, sein; daher mu8 zwischen dem 
als Rang einer Matrix erklarten lokalen Rang r, und dem mit Benutzung der 
Dimension einer Fasermenge erklirten lokalen Rang r, unterschieden werden. 
Indessen stimmen r, und r, fast iiberall auf X iiberein, und ihre Maxima auf 
jeder zusammenhiangenden Komponente von X sind gleich. Es kommt dem- 
nach nicht darauf an, ob der globale Rang von F mit Hilfe des lokalen Ranges 
r, oder des lokalen Ranges r, definiert wird. 


3. Sitze iiber holomorphe Abbildungen komplexer Riume 


In diesem Abschnitt werden Aussagen iiber holomorphe Abbildungen an- 
gegeben, die im folgenden von Bedeutung sind. 

Satz 2. — Voraussetzung: X,, X,, X, seien komplexe Riiume; Xq sei Ver- 
einigung von héchstens abzihlbar vielen kompakten Teilmengen. Gegeben sei 
eine Abbildung Fy, von X, auf X,, sowie eine Abbildung F,, von X, in X,. Die 
Abbildungen Fy, und Fy.0 Fy,= Fo, seien holomorph, die Abbildung F,, sei 
stetig. 

Behauptung: Die Abbildung F,, ist eine holomorphe Abbildung. 

Es bedeutet zum Beweise keine Einschrankung der Allgemeinheit, wenn 
X, und X, im folgenden als zusammenhingend vorausgesetzt werden. X, kann 
in verschiedene, aber héchstens abzihlbar viele, Komponenten verschiedener 
Dimension zerfallen. Wir unterscheiden mehrere Fille: 
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a) Einer der Réume X,, X, ist nulldimensional. — Die Behauptung ist 
trivialerweise richtig. 

b) Die Dimensionen von X, uid X, sind gleich eins. — Es seien mit 
‘X,)(u = 1, ...) diejenigen Komponenten von X, bezeichnet, in denen die 
Abbildung F,, nicht konstant ist (wenigstens eine solche Komponente existiert), 
und mit “X{"% die iibrigen Komponenten von X,. Sei U ‘X“)=’X, und 


“ 
U "X¢="X. Alle Komponenten von ‘X, sind eindimensional, und die Ab- 


bildung F,, ist dort auBer in einer héchstens abzihlbaren Menge ‘A, isolierter 
Punkte lokal-topologisch. Sei p, ein Punkt von ‘X,—’A, und Kole) eine 
offene Umgebung von py, die durch F,, topologisch anf Fu (UO o(Po)) = U; ab- 
gebildet wird. Bezeichnet ‘F,, die dusk Beschrankung von Fy, bestimante 
Abbildung von U,(p,) auf U, und ‘F,, die inverse Abbildung von ‘F,,, so 
gilt Fo,0'Fyo= Fy, in U,; da ‘Fy, und F,, holomorph sind, trifft gleiches fir 
Fy, in U, zu. Die Abbildung F,, ist mithin in der X, enthaltenen offenen 
Menge Fy; ('X)—’Ay) ='X, holomorph. Wire F,, nicht in ganz X, holomorph, 
so wire, da F,, stetig ist, die Menge S, der Punkte nichtholomorphen Ver- 
haltens von F,, eine nichtleere perfekte, also insbesondere iiberabzihlbare 
Teilmenge von X,. Dem widerspriiche aber, daB S, in der héchstens abzihl- 
baren Menge F,, (A, ""X,) =X, enthalten sein miiBte. 

c) Die Dimension von X, unterliege keiner Einschrinkung (es ist zu- 
gelassen, daB X, Komponenten beliebig groBer Dimension besitzt); X, sei 
eindimensional. — Seien wiederum ‘X, bzw. "X, die Vereinigungen der- 
jenigen Komponenten von X,, in denen F,, nicht konstant bzw. konstant ist ; 
‘X, ist nicht leer. Zu jedem Punkt p,¢’X, gibt es, wie leicht zu zeigen, eine 
offene Umgebung V,(p,) und eine durch py laufende, in Vo(p9) analytische 
Menge A, der Dimension 1, auf der Fy, nicht konstant ist. Wir betrachten 
eine kanonische komplexe Uberlagerung (Ag, Dy, A o) = Y, von A». Dann ist 


F,0 ®,= ®,, eine holomorphe Abbildung von A, in X,, die A, auf eine Um- 
gebung von Fy, (p,) = p, in X} abbildet. Aus b) folgt die elemerghle von F;, 
in p,. Mithin ist auch F,, in der in X, enthaltenen offenen Menge F,, ('X,) ='X, 
holomorph. Da die Menge F,,(’"X,) ="X, héchstens abzihlbar ist, ergibt 
sich wie in b) die Holomorphie von F,, in ganz X,. 

d) Die Dimensionen der betrachteten komplexen Raume unterliegen 
keiner Einschrankung (in X,diirfen wieder Komponenten beliebig groBer Dimen- 
sion auftreten). — Wir haben zu zeigen, daB fiir jeden Punkt p, ¢ X, gilt: Ist 

U.(pe) irgendeine offene Umgebung des Bildpunktes F,,(p,) = p,€ Xz, 
ferner f, eine in U,(p,) holomorphe Funktion, so ist stets fo Fy,.= /, in einer 
Umgebung von p, holomorph. Es braucht nur der Fall, daB p, ein uniformisier- 
barer Punkt von X, und daB die Dimension von X, in p, gréBer als 1 ist, 
betrachtet werden. Sei U,(p,) eine Koordinatenumgebung von p, und 
2,-..,2, ein dort definiertes System lokaler ae seen Koordinaten; die 


Umgebung U,(p,) sei so klein gewahlt, daB sie in F,(U 2(P:)) enthalten, daB 
also f, in ihr definiert ist. Sei 2, das in U,(p,) enthaltene Stiick einer ein- 
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dimensionalen analytischen Ebene durch p,. (Z£, wird in U,(p,) durch n — 1 
lineare Gleichungen in den 2, .. ., z, gegeben.) Wir zeigen, daB /, auf jedem 
solchen £, (als Funktion einer auf EZ, laufenden komplexen Koordinate) holo- 
morph ist. Dann ist /, nach F. Harroes in p, im iiblichen Sinne holomorph. — 
Wir diirfen annehmen, daB £, in U,(p,) durch z,= --- = + . gegeben wird, 


daB ™ z, eine auf “ laufende komplexe Koordinate ist. Sei Fn (U,(p,)) = 


und Fy (E, ) = L,; U, ist ein komplexer Teilraum von X, und Ly eine in U, 
analytische Menge, die dort héchstens abzihlbar viele irredusible Koasgo- 
nenten aufweist. Es sei (Lo, %, Lo) = &, eine kanonische komplexe Uber- 
lagerung von Ly; L, laBt sich ebenso wie X, als Vereinigung von héchstens 
abzahlbar vielen kompakten Teilmengen darstellen. Wir betrachten die Ab- 
biluung Hh oP = Pa von L, in X, und die in L, definierte Funktion f,o ., 

= fy VY, ist holomorph, da F,, und ¥, holomorph sind; ebenso ist fo holo- 
acai denn es gilt f= (fo © Fy9) © (Fy. 0 Yo) = fe0 Fo 0 Wo, und hier sind /,, 
Fy. und ¥Y, holomorph. Ferner ist /, in U,(p,), insbesondere also auf £,, 
stetig. Nach c) ist _ hy wie behauptet, auf Z, als Funktion von z, holo- 
morph: Es gilt f,0 Pa= om und man hat hierin nur ¥,, als holomorphe Ab- 
bildung von j A auf ein Gebiet der komplexen z,-Ebene und /, als Abbildung 
dieses Gebietes in eine weitere komplexe Ebene aufzufassen. 

Satz 2 ist bewiesen. 

Zusatz. Wird die Abbildung F,, zusitzlich als eigentlich vorausgesetzt, so 
bleibt die Behauptung des Satzes 2 auch dann richtig, wenn Xq die dort geforderte 
Abziihlbarkeitseigenschaft nicht aufweist. Gleiches gilt, wenn Fy, als offen voraus- 
gesetzt wird; in diesem Falle kann iiberdies auf die Voraussetzung der Stetigkeit 
fiir Fy, verzichtet werden. 


In der Tat! Ist Fy, eigentlich, so werde X, mit relativ-kompakten offenen 
-1 
Mengen JV,‘ iiberdeckt. X,{ = Fy,(V,‘%) ist dann jeweils relativ-kompakt 
in X,, also Vereinigung von abzahlbar vielen kompakten Teilmengen. Wird 
jetzt Fy, auf X,‘* und F,, auf V,(® beschrinkt, so folgt aus Satz 2 die Holo- 
morphie von F,, in V,‘®. — Ist Fo, offen, so kann auf die Abzihlbarkeits- 
eigenschaften von X, verzichtet werden, weil es geniigt, an Stelle von X, 
lokale Umgebungen in X, zu betrachten. Die Stetigkeit von F,, ergibt sich 
1 1 


daraus, daB mit jeder offenen Menge V,c X, auch Fo: (Foo (Vs) F.(V 2) 


offen ist. 

Von besonderer Wichtigkeit ist im Abschnitt 5 ein von R. REMMERT 
stammender Satz!*), den wir in der folgenden Fassung bendtigen: 

Satz 3. Es sei F eine holumorphe Abbildung des zusammenhiingenden kom- 
plexen C-Raumes X in den komplexen C-Raum X,. F sei eigentlich und vom 
globalen Rang r. Dann ist F(X) eine r-dimensionale irreduzible analytische 
Menge in X,. 


1%) R. REMMERT, a. a. O.*). 
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Fast unmittelbar ergibt sich hieraus als 

Korollar. Jst A eine analytische Menge in X und r, der globale Rang von F 
auf A, so ist F(A) eine r4-dimensionale analytische Menge in X,. 

Sei namlich (A, ®, A) eine kanonische komplexe Uberlagerung von A. 
Dann ist die Abbildung ®,= F o ® von A in X, holomorph und eigentlich. 
und diese Eigenschaften bleiben bei Beschrinkung von ®, auf eine zusammen- 
hangende Komponente A von A erhalten. Nach Satz 3 ist also jeweils 
®, (AM) = A,” eine héchstens r,-dimensionale analytische Menge in X,. und 
fiir mindestens ein j ist A,‘ r,-dimensional. Wegen der Eigentlichkeit von ®, 
dringen in jede relativ-kompakte Teilmenge von X, héchstens endlich viele 
der A, ein; daher ist auch U A,‘ = ®, (A) = F(A) eine r,-dimensionale 

} 


analytische Menge in X,. 
Bei Anwendungen des Satzes 3 ist der folgende Hilfssatz von Nutzen. 
Hilfssatz 3. — Voraussetzung: Gegeben seien: Zwei lokal-kompakte Riume R 
und R,, eine stetige Abbildung F von R in R,, ein Punkt p von R. Die durch p 
hindurchgehende Niveaumenge N von F (d.h. die zusammenhiingende Kom- 
1 


ponente der Fasermenge F(F (p)), auf welcher p liegt), sei kompakt. 
Behauptung: Es gibt je eine offene relativ-kompakte Umgebung U von 
N und U, von F(p)=p,, derart, daB F(U)CU, gilt und daB die durch 
Beschriinkung von F bestimmte Abbildung 'F von U in U, eine eigentliche Abbil- 
dung ist?®). 
Zum Beweise wihlen wir eine offene relativ-kompakte Umgebung V, von 
1 
p,, und eine in F(V,) enthaltene offene relativ-kompakte Umgebung V von N, 


~1 
derart, daS S = V — V keinen Punkt der Fasermenge. F(F(p)) enthalt. Die 
-1 


Menge F(S) in R, ist kompakt und enthalt p, nicht. Sei nun *S = F(F(S)). 


U =V—(V-*8), Uy =V,—(V, \F(S)). U, U, sind offene relativ-kompakte 
Umgebungen von N bzw. p,, und es gilt F(U)C U,. Sei weiter K, eine kom- 
—1 


pakte Teilmenge von U,. Dann ist F(K,) = K abgeschlossen, also ist KV 
*K kompakt. K hat mit *S keinen Punkt gemeinsam, folglich ist *K sogar 


-1 
Teilmenge von U. Dies bedeutet, daB *K ='F(K;,) gilt (‘F bezeichne die 
durch Beschrinkung von F bestimmte Abbildung von U in U,) und daf 
'F infolgedessen eigentlic ist. U und U, haben also die behauptete Eigen- 
schaft. 

Nunmehr kénnen wir beweiscn 

Satz 4. — Voraussetzung: Gegeben seien: Ein zusammenhiingender kom- 
plexer C-Raum X, ein r-dimensionaler komplexer Raum X,, eine holomorphe 
Abbildung F von X in X, vom globalen Rang r, ein Punkt p von X. Die durch 
p hindurchgehende Niveaumenge N von F sei kompakt. 


20) Vgl. H. Gravert, a. a. 0.1), Satz 1. 
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- Behauptung: Jede Umgebung von N wird durch F auf eine Umgebung von 
F (p) = p, in X, abgebildet. 

Fir r = 0 ist die Aussage trivial, es werde also r > 0 vorausgesetzt. Sei V 
irgendeine Umgebung von N. Wir kénnen nach Hilfssatz 3 eine in V enthaltene 
offene Umgebung *U von N und eine Umgebung *U, von p, in X, wiahlen, 
derart, daB F (*U) c *U, gilt und daB die durch Beschrinkung von F bestimmte 
Abbildung *F von *U in *U, eigentlich ist. Sei weiter (U,, y,, Wi, 9,, ED, My) 
ein lokales. komplexes Parametersystem in X, mit p,€ U, und U,c*U,; es 


-1 
gilt 0<2,< r. Dann ist *F(U,) = U eine Umgebung von N. Die durch Be- 
schrinkung von *F bestimmte Abbildung ‘F von U in U, ist ebenfalls eigent- 
lich, und gleiches trifft zu fiir die holomorphe Abbildung 9, oy,o’F = @® 
von U in E}. ‘F und @ haben in U den globalen Rang r. Nach Satz 3 ist 
@(U) eine r-dimensionale analytische Menge in E}', also ist n,= r und ®(U) 
-1 
= Ev. Weiter ist jetzt ®(M,)= M eine in U nirgends dichte analytische 
Menge, und die entsprechende Eigenschaft hat Vilga (M,)) =*M, in U,. Sei 
“F die durch Beschrankung von F bestimmte Abbildung von U— M in 
U,—*M,. Sie ist wiederum holomorph, vom globalen Rang r und eigentlich; 
ferner ist U,—*M, eine zusammenhiangende r-dimensionale komplexe Teil- 
mannigfaltigkeit von X,, insbesondere also ein komplexer C-Raum. Demnach 
ist FF (U — M) auf Grund von Satz 3 eine in U,—*M, enthaltene r-dimen- 
sionale analytische Menge; also ’"F(U — M) = U,—*M,. Wegen der Eigent- 
lichkeit von ‘F ist dann auch ‘F(U) = U,. Mithin iiberdeckt das Bild der 
anfangs gegebenen Umgebung V von N vermége F eine Umgebung von 7,, 
wie behauptet. 


4. Analytische Zerlegungen 


Bevor wir den fiir diese Arbeit grundlegenden Begriff der analytischen 
Zerlegung eines komplexen Raumes einfiihren, behandeln wir Zerlegungen 
topologischer Riume. 

Es sei R ein topologischer Raum. Unter einer Zerlegung Z von R wird 
eine Uberdeckung von R durch disjunkte Mengen A; verstanden; die A, 
heiBen die Elemente von Z. Jeder Zerlegung Z von R entspricht umkehrbar 
eindeutig eine Agquivalenzrelation in R, die mit dem gleichen Buchstaben Z 
bezeichnet sei: Die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation Z sind genau die 
Elemente der Zerlegung Z. — Eine Teilmenge von FR heiBt saturiert in bezug 
auf Z, wenn sie mit einem Punkt p ¢ R stets alle Punkte des durch p hindurch- 
gehenden Elementes von Z enthalt. 

Wir sagen, eine Zerlegung von R sei einfach, wenn ihre Elemente zusammen- 
hangende Teilmengen von R sind. Zu jeder Zerlegung Z von R mit den Ele- 
menten A, gehért eine zugeordnete einfache Zerlegung; hierunter wird diejenige 
Zerlegung von FR verstanden, ‘deren Elemente mit den zusammenhangenden 
Komponenten der A; identisch sind. — Zwei Zerlegungen von R mégen ver- 
wandt heiBen, wenn die ihnen zugeordneten einfachen Zerlegungen iiberein- 
stimmen. Wir nennen ferner eine Zerlegung Z, von R abhédngig von einer 
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Zerlegung Z, von R, wenn die Z, zugeordnete einfache Zerlegung Z, feiner 
ist als die Z, zugeordnete einfache Zerlegung Z;, d.h. wenn jedes Element 
von Z, in einem Element von Z; enthalten ist. Offenbar sind Z, und Z, genau 
dann verwandt, wenn Z, von Z, und Z, von Z, abhiingig sind. 

Zu jeder Zerlegung Z von R gehért eine Klasse von zu Z konjugierten 
topologischen Réumen. Die Punkte eines solchen Raumes £ sind die Elemente 
A, von Z; die Topologie von E£ ist so beschaffen, daB die natiirliche Abbil- 
dung @ von R auf E, welche jedem Punkt p ¢ R das durch p hindurchgehende 
Element von Z zuordnet, eine stetige Abbildung wird. Jeder offenen 


-1 
Menge B in E entspricht eine offene saturierte Menge ®(B) in R. Unter allen 
zu Z konjugierten Raumen gibt es einen mit feinster Topologie; dieser Raum 
wird als der Quotientenraum oder Zerlegungsraum R/Z bezeichnet. Eine 
Teilmenge von R/Z ist genau dann offen, wenn sie als Bild einer offenen 
saturierten Menge in R vermége der natiirlichen Abbildung ® von R auf 
R/Z auftritt. 

Sei F eine — Abbildung von R in einen topologischen Raum R*. 


Die Fasermengen FF (p)) (p € R) sind disjunkt und iiberdecken R; sie sind 
die Elemente einer Zerlegung von R, die als die durch F bestimmte Zerlegung 
Z(F) bezeichnet werde. Die Z(F) zugeordnete einfache Zerlegung heiBe die 
durch F bestimmte einfache Zerlegung Z'(F) von R; ihre Elemente sind die 
Niveaumengen von F, d. h. die zuasammenhingenden Komponenten der Faser- 


-1 
mengen F'(F (p)). 

Eine Zerlegung Z von R heiBt offen, wenn die natiirliche Abbildung ® 
von R auf den Zerlegungsraum R/Z offen ist. Es ist klar, daB die natiirliche 
Abbildung von R auf einen zu Z konjugierten, aber von R/Z verschiedenen 
Raum niemals offen ist. Z ist genau dann offen, wenn mit einer offenen 
Menge B in R auch die saturierte Hiille S(B), d.h. die Menge derjenigen 
Punkte von R, die mit wenigstens einem Punkte von B Z-aquivalent sind, 
stets offen ist. 

Die Zerlegung Z heiBe eigentlith, wenn mit jeder kompakten Teilmenge K 
von R auch die saturierte Hille S(K) kompakt ist. 

Wir nennen ferner eine Zerlegung Z von R kontinuierlich, wenn folgendes 
gilt: Sind p, g Punkte von R und A(p), A(q) die durch p bzw. q hindurch- 
gehenden Elemente von Z, so strebt mit g gegen p stets auch A(q) im Sinne 
des topologisehen Limes*') gegen A(p). Dies laBt sich genauer so formulieren: 
Sei G, ein gegen p konvergenter Filter auf R, weiter S(¥,) der von 
den saturierten Hiillen der Mengen von §, erzeugte Filter auf R. Dann 
soll stets die Menge der Beriihrungspunkte von. S(f},) mit A(p) iiber- 
einstimmen. 

Falls ? ein Hausdorffscher Raum ist und dem ersten Hausdorffschen Ab- 
zihlbarkeitsaxiom geniigt (die Umgebungsfilter der Punkte von R besitzen 
simtlich abzihlbare Basen), ist die Zerlegung Z von R genau dann konti- 


%) Siehe P. ALExanpDRoFF-H. Hopr, Topologie, 8. 112. 
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nuierlich, wenn gilt: Sei {p,} eine abzihlbare Punktfolge, die gegen p¢ R 
konvergiert; bezeichne ferner p’ einen zu p Z-aiquivalenten und p” einen zu p 
nicht Z-aquivalenten Punkt aus R. Ist dann U (p’) irgendeine Umgebung von 
p’, so dringen stets fast alle der durch die p, hindurchgehenden Elemente 
A(p,) von Z in U(p’) ein (p’ gehért zum unteren topologischen Limes der 
A(p,)); andererseits existiert eine Umgebung U(p”), in welche héchstens 
endlich viele der A (p,) eindringen (p” gehért nicht zum oberen topologischen 
Limes der A (p,)). — Die Notwendigkeit dieser Bedingung ist fast unmittelbar 
ersichtlich. Ist umgekehrt die Bedingung erfiillt, so sei §, ein gegen p kon- 
vergenter Filter und S(§,) der von den saturierten Hiillen der Mengen von F, 
erzeugte Filter. Ware p’ nicht Beriihrungspunkt aller Mengen von S(%,), so 
folgte die Existenz einer Umgebung V(p’) und einer gegen p konvergenten 
Folge {p,}, so daB kein A(p,) in V(p’) eindringt. Wire p” Beriithrungspunkt 
von S(§,), so lieBe sich eine gegen p” konvergente Folge {p, } finden, derart 
daB jeweils fast alle A (p}’) in jede Umgebung von p eindringen; also miiBte p 
zu p” Z-aquivalent sein. Die Bedingung ist demnach auch hinreichend. 

Es gelten nun folgende Satze: 

Satz 5. Sei Z eine eiyentliche Zerlegung des lokal-kompakten Raumes R. 
Dann ist der Zerlegungsraum R/Z ein lokal-kompakter Raum, und die natiir- 
liche Abbildung ® von R auf R/Z ist eigentlich. R/Z igt der einzige zu Z kon- 
jugierte lokal-kompakte Raum. 

Der erste Teil der Behauptung ist Inhalt einer bei N. BourBAk1 bewiesenen 
Aussage**). — Ist E ein weiterer zu Z konjugierter lokal-kompakter Raum, 
so ist die natiirliche Abbildung y von R/Z auf E stetig und umkehrbar-ein- 
deutig. Aus Hilfssatz 3 in Verbindung mit Hilfssatz 1 ergibt sich, daB y 
auch offen ist; also ist py topologisch und folglich EZ mit R/Z identisch. 

Satz 6. Sei F eine stetige Abbildung des lokal-kompakten Rawmes R in den 
lokal-kompakten Raum R,. Alle Niveaumengen von F seien kompakt. Dann 
ist die durch F bestimmte einfache Zerlegung Z'(F) von R eine eigentliche Zer- 
legung. 

Beweis. Sei p ein Punkt von R, F(p)=p, sein Bildpunkt vermége F 
in R,, N die durch p hindurchgehende Niveaumenge von F. Dann gibt es 
nach Hilfssatz 3 offene Umgebungen U von N und U, von p,, derart, dab 
F(U) c U, gilt und daB die durch Beschrankung von F bestimmte Abbildung 'F 
von U in U, eigentlich ist. Sei weiter Z’('F) die durch 'F bestimmte einfache 
Zerlegung von U, '@ die natiirliche Abbildung von U auf U/Z'('F), K eine 
kompakte Teilmenge von U. Die saturierte Hiille S’(K) in bezug auf Z’(F) 
stimmt mit der saturierten Hille S’’(K) in bezug auf Z’('F) iiberein. Es ist 


1 
S’(K) = 'O('O(K)), und diese Menge ist eine abgeschlossene Teilmenge von U. 
-1 
Andererseits ist ‘F('F(K)) wegen der Eigentlichkeit von ‘F eine kompakte 
-1 


Teilmenge von U, und 8” (K) ist sicher in ‘F(’F(K)) enthalten. Also ist auch 
S” (K) = 8S’ (K) kompakt. 


*2) N. Boursakt, T.g.I, § 10, Nr. 10, Proposition 17. 
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Zu jedem Punkt p¢R gibt es demnach eine Umgebung, derart, dab 
fiir jede in dieser Umgebung enthaltene kompakte Menge K die in bezug 
auf Z'(F) saturierte Hille von K kompakt ist. Da endliche Vereinigungen 
kompakter Mengen stets wieder kompakt sind, folgt nunmehr die Behaup- 
tung. 

Satz 7. Z sei eine kontinuierliche Zerlegung des topologischen Raumes R. 
Dann ist Z offen, und der Zerlegungsraum R/Z ist ein Hausdorffscher Raum. 

Beweis. a) Z ist offen. — Sei B eine offene Menge in R. Wire die satu- 
rierte Hiille S(B) nicht offen, so gabe es einen Punkt p ¢ S(B) und einen 
gegen p konvergenten Filter ,, der eine aus Mengen M, bestehende Basis 
besitzt, welche simtlich zu S(B) punktfremd sind. Auch die saturierten 
Hiillen S(M,) sind dann zu S(B), insbesondere zu B, punktfremd. Sei S(F,) 
der von den saturierten Hiillen der Mengen von &, erzeugte Filter. Die Be- 
rihrungspunkte von S(¥,) sind genau die Punkte des durch p hindurch- 
gehenden Elementes A, von Z. A, hat mit B wenigstens einen Punkt gemein- 
sam; also miissen alle Mengen von S(%,), insbesondere die S(M,), doch in B 
eindringen, womit ein Widerspruch hergestellt ist. 

b) R/Z ist ein Hausdorffscher Raum. — Zum Nachweis der Giiltigkeit des 
Trennungsaxioms in R/Z ist, da Z schon als offen erwiesen ist, folgendes zu 
zeigen: Sind p, q Punkte von R, die nicht Z-aquivalent sind, so gibt es stets 
offene Umgebungen U(p) und U(q), derart, daB kein Punkt von U(p) zu 
einem Punkt von U (q) Z-aquivalent ist. Ware dies nicht der Fall, so folgte 
die Existenz eines gegen p konvergenten Filters §, mit der Eigenschaft, 
daB der von den saturierten Hiillen der Mengen von &, erzeugte Filter S(F,) 
auch den Punkt g zum Beriihrungspunkt hatte. Also miiBten p und qg doch 
Z-aiquivalent sein, im Widerspruch zur Wahl von p und q. 

Sei nun X ein komplexer Raum. Eine Zerlegung Z von X heibe analytisch, 
wenn folgendes. gilt: Es gibt einen zu Z konjugierten topologischen Raum £, 
der sich durch Einfiihrung einer komplexen Struktur R zu einem komplexen 
Raum X* machen laBt, derart, daB die natiirliche Abbildung von X auf EZ 
zu einer holomorphen Abbildung von X auf X* wird. Wir nennen R eine 
der analytischen Zerlegung Z zugeordnete komplexe Struktur und X* einen 
Z zugeordneten komplexen Raum. — Es ist klar, daB die Elemente einer ana- 
lytischen Zerlegung von X analytische Mengen in X sind. 

Zu einer analytischen Zerlegung Z von X existiert also stets eine holo- 
morphe Abbildung F, so daB Z mit der durch F bestimmten Zerlegung Z(F) 
iibereinstimmt. Eine Abbildung dieser Art ist z. B. die natiirliche Abbildung 
von X auf einen Z zugeordneten komplexen Raum X*. Ist umgekehrt eine 
holomorphe Abbildung F von X auf einen komplexen Raum X, gegeben, 
so ist die durch F bestimmte Zerlegung Z(F) von X analytisch; man gelangt 
zu einem Z(F) zugeordneten komplexen Raum X*, indem man die Topologie 
und komplexe Struktur von X, mit Hilfe von F auf die Menge der Fasermengen 
von F iibertrigt. Handelt es sich bei der gegebenen holomorphen Abbildung F 
jedoch lediglich um eine Abbildung von X in einen komplexen Raum X;; 
so braucht Z(F) keine analytische Zerlegung von X zu sein. Man erhilt ein 
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Beispiel hierfiir, wenn man die Ebene C} = X einer komplexen Verinder- 
lichen z durch eine eigentliche holomorphe Abbildung F so in den Raum 
C2, = X, der beiden komplexen Verinderlichen w,, w, abbildet, daB X 
in eine <indimensianale analytische Menge F(X) in X, tibergeht, welche 
Selbstschnittpunkte aufweist (d.h. die in gewissen ihrer Punkte lokal re- 
duzibel ist) **). 

Es kann weiter vorkommen, daB einer analytischen Zerlegung ein kom- 
plexer Raum zugeordnet ist, der als topologischer Raum nicht mit dem 
Quotientenraum iibereinstimmt. Dies zeigt folgendes Beispiel. Wir be- 
trachten die durch (z,, z,) > (w,,W,) = (2,2, (2+ 1)?— 1) gegebene holomorphe 
Abbildung F, des Raumes C? der. komplexen Verinderlichen z,,z, auf 


den Raum C2 der komplexen Verinderlichen w,,w,. Die Fasermengen 

-1 

F,(w) von F, (w= (w,,w,) durchlaufe C2) sind folgendermaBen be- 
-1 

schaffen: Fiir w = (w,,w,) mit w.+ v4 ist F,(w) ein Punktepaar, fiir w = (w,, 0) 


mit w,+0 ein einzelner Punkt; P,(0, 0) besteht aus allen Yaron (z,, 0) 
und dem Punkt (0,—2). Die Teilmannigfaltigkeit — {(0, — 2)} 
=X von (? wird also durch F, auf C2, = X, abgebildet. 4 sei nun F 
die durch Beschrinkung von F, bestimmte Abbildung von X auf X,. 
Die durch F bestimmte Zerlegung Z ist analytisch; man erhialt, wie oben 
angegeben, einen Z zugeordneten komplexen Raum X*, indem man mit Hilfe 
von F die Topologie und komplexe Struktur von X, auf die Menge der Faser- 


-1 
mengen F'(w) iibertrigt. X* hat aber nicht die Topologie des Quotienten- 
raumes X/Z. Sei nimlich ‘M, in X, die Menge der Punkte (w,,w,) mit w,+ 0, 


-1 
weiter sei M, ='M,  {(0, 0)}. Dann ist F(M,) = M in X offen, M, ist dagegen 
in X, nicht offen. Der in X offenen und in bezug auf Z saturierten Menge M 
entspricht also in X* keine offene Menge, was der Fall sein miiBte, wenn die 
Topologie von X* die des Quotientenraumes X/Z wire. 

Hier liegt die Frage nahe, ob einer analytischen Zerlegung Z eines kom- 
plexen Raumes X verschiedene komplexe Raiume zugeordnet sein kénnen. 
Dies ist in der Tat méglich. Gehen wir z. B. von einem komplexen Raum Y, 
der nicht nulldimensional ist, aus und fiihren wir in der Menge der Punkte 
von Y die diskrete Topologie und die durch diese Topologie gegebene kom- 
plexe Struktur ein, so entsteht ein neuer komplexer Raum X. Die Zerlegung 
von X in seine Punkte ist analytisch, und zwar sind X und Y zwei dieser Zer- 
legung zugeordnete komplexe Riume. — Falls jedoch der zugrunde liegende 
komplexe Raum X Vereinigung von héchstens abzihlbar vielen kompakten 
Teilmengen ist, folgt unmittelbar aus Satz 2, daB auf jedem zur analytischen 


3) Dem Zerlegungsraum X/Z(F) laBt sich in diesem Falle die Struktur eines ,,espace 
analytique“ im Sinne von J. P. Serre aufprigen. Vgl. Séminaire H. Cartan 1953/54, 
Exp. XX: Fonctions automorphes (Exp. d. J. P. Serre). — Es lassen sich leicht weniger 
triviale Beispiele angeben, fiir welche der Zerlegungsraum X/Z(F) auch keine komplexe 
Struktur im Sinne von J. P. Serre zulaBt. 


Analytische Zerlegungen komplexer Raume 83 


Zerlegung Z von X konjugierten topologischen Raum héchstens eine Z zu- 
geordnete komplexe Struktur existiert. Ferner laBt sich zeigen, daB von zwei 
zu Z konjugierten topologischen Raéumen mit verschiedener, aber vergleich- 
barer topologischer Struktur — das bedeutet, daB die Topologie des einen 
feiner als die des anderen ist — héchstens einer eine Z zugeordnete kompilexe 
Struktur gestattet. (Man hat zu beniitzen, daB eine umkehrbar-eindeutige 
holomorphe Abbildung eines zusammenhingenden komplexen Raumes in 
einen komplexen Raum gleicher Dimension offen und ihre Umkehrung wieder 
holomorph ist™*)). Es sei hier auf die allgemeine Behandlung der oben auf- 
geworfenen Frage verzichtet. 

Wir nennen nun eine analytische Zerlegung Z eines komplexen Raumes X 
normal, wenn es auf dem Quotientenraum X/Z genau eine Z zugeordnete 
komplexe Struktur R, gibt. Der durch Einfiihrung von R, auf X/Z ent- 
stehende komplexe Raum heiBe der Z zugeordnete komplexe Zerlegungsraum ; 
er werde wieder mit X/Z bezeichnet. 

Es gilt nun 

Satz 8. Jede eigentliche analytische Zerlegung Z eines komplexen Raumes X 
ist normal. Auer dem Z zugeordneten komplexen Zerlegungsraum X/Z gibt es 
keinen weiteren Z zugeordneten komplexen Raum. 

Beweis. Jeder Z zugeordnete komplexe Raum ist insbesondere lokal- 
kompakt; nach Satz 5 kann es daher nur auf dem Quotientenraum X/Z kom- 
plexe Strukturen geben, die der Zerlegung Z zugeordnet sind. Angenommen, 
es existierten auf X/Z zwei derartige komplexe Strukturen R, und R,! Die 
durch Ejinfiihrung von 8, und &, auf X/Z entstehenden komplexen Riume 
seien mit XT bzw. X} bezeichnet; dann sind die natiirlichen Abbildungen @, 
von X auf Xf und ®, von X auf X$ holomorph und nach Satz 5 auch eigent- 
lich. Ist @ die durch die identisthe Abbildung von X/Z auf sich gegebene 
topologische Abbildung von Xf auf Xf, so gilt ®,= go D, und D,= g-'o D,. 
Nach dem Zusatz zu Satz 2 sind g und g- holomorph, also stimmt Xf mit X} 
iiberein. 

5. Die Existenz einfacher analytischer Zerlegungen 


Zu jeder analytischen Zerlegung Z eines komplexen Raumes X gehért 
eine zugeordnete einfache Zerlegung Z’ von X. Diese Zerlegung Z’ braucht 
nicht wieder analytisch sein, wie folgendes Beispiel zeigt : 

Sei X das Gebiet im Raume der komplexen Veriinderlichen z,,z,, welches 
entsteht, wenn aus dem Polyzylinder {|z,| < 1, |z,|< 1} die abgeschlossene 
Menge {(z,| < 4,4 < |z,| < 3} herausgenommen wird. Wir betrachten in X 
die holomorphe Funktion /(z,,z,) = z,. Ihre Fasermengen A, in X sind durch 
%= ¢ (\c| < 1) gegeben; sie sind fiir  < |c| < 1 zusammenhingend, fiir |c| s 4 
zerfallen sie in zwei getrennte Stiicke, nimlich in einen Teil, auf dem 
|z_| < 4 und einen weiteren Teil, auf dem |z,| > 4 ist. Die durch / bestimmte 
Zerlegung Z(f) von X in die Mengen A, ist sicher analytisch. Dagegen 
ist die Z(f) zugeordnete einfache Zerlegung Z’(/) von X nicht analytisch. 


%) Siehe H. GRaveRtT u. R. ReMMERT, a. a. O."), Hilfssatz 2. 
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Denn anderenfalls ware jeder der Zerlegung Z’ (f) zugeordnete komplexe Raum 
eine nichtkompakte Riemannsche Fliche. Auf einer solchen Riemannschen 
Fliche gibt es zu zwei beliebig vorgegebenen verschiedenen Punkten stets 
holomorphe Funktionen, die in diesen Punkten verschiedene Werte an- 
nehmen***), Es wiirde folgen, daB auf X eine holomorphe Funktion /, 
existierte, die auf den zusammenhaingenden Komponenten der A, konstant 
ist und die fiir wenigstens ein cy mit |cy| << 4+ auf den beiden Komponenten 
von A, verschiedene Werte annimmt. Das ist aber ausgeschlossen, weil die 
Holomorphiehiille von X*5) der gesamte Dizylinder {|z,| < 1, |z,| < 1} ist und 
f, daher auf jedem A, konstant sein muB. 

Wir werden in den folgenden Aussagen hinreichende Bedingungen ge- 
winnen, unter welchen die durch holomorphe Abbildungen bestimmten ein- 
fachen Zerlegungen des zu Grunde liegenden komplexen Raumes analytisch 
sind. 

Satz 9. Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit, X, ein komplexer Raum, 
F eine holomorphe Abbildung von X in X,. Gegeben sei eine kompakte Niveau- 
menge N von F in X. Dann gibt es eine zusammenhiingende, offene, relativ- 
kompakte Umgebung V von N mit folgenden Eigenschajten: 

1. Jede in V eindringende Niveaumenge von F ist kompakt und ganz in V 
enthalten. 

2. Die durch das System der in V enthaltenen Niveaumengen von F gebildete 
einfache Zerlegung Z’ von V ist eine normale analytische Zerlegung. 

Wir stiitzen den Beweis auf 

Hilfssatz 4. — Voraussetzung: Gegeben seien eine zusammenhiingende kom- 
plexe Mannigfaltigkeit Y, ein Polyzylinder E*: {\w,—w,'| <9,,.. .,|\w,- 
—w,(| <o,} im Raum der r komplexen Vertinderlichen w,, ...,w,(r = 1), 
eine eigentliche holomorphe Abbildung F vom globalen Rang r von Y in E'. 
Sei Z’ die durch F bestimmte einfache Zerlegung von Y, ® die natiirliche Abbil- 
dung ven Y auf den Zerlegungsraum Y/Z'=W,  diejenige Abbildung von W 
in E, fiir welche F = yo © gilt. 

Behauptung: (W, ~, EB’) =D ist eine s-fache analytisch-verzweigte Uber- 
lagerung von E" (8 eine geeignete natiirliche Zahl). Wird W mit der durch ® 
bestimmten komplexen Struktur versehen, so wird ® eine holomorphe Abbildung. 

Beweis. Alle Fasermengen von F — und deswegen auch alle Niveau- 
mengen — sind wegen der Eigentlichkeit von F kompakt. Auf Grund von 
Satz 6 ist daher Z’ eine eigentliche Zerlegung. Nach Satz 5 ist dann W ein 
lokal-kompakter Raum und @ eine eigentliche Abbildung. Da Y zusammen- 
hangend und lokal-zusammenhangend ist, trifft gleiches fir W zu*). Aus der 
Relation F = go @ folgt ferner, daB » stetig und eigentlich ist. 

4) Vgl. H. BeHnkeE u. K. Stern, Elementarfunktionen auf Riemannschen Flachen 
als Hilfsmittel fiir die Funktionentheorie mehrerer Verainderlichen. Canad. J. Math. 2, 
152—165 (1950). 

5) Vgl. H. Bennke u. P. THULLEN, Theorie der Funktionen mehrerer komplexer 
Verainderlichen. Erg. d. Math. 3, 3 (1934), Kap. VI. 

**) Vgl. N. Boursakt, T.g.I, § 11. 
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Nach Satz 3 ist F(Y) eine r-dimensionale analytische Menge in 2’; dies 
bedeutet aber, daB F(Y) = EZ" ist. Demnach ist F eine Abbildung von Y 
auf E’ und infolgedessen g eine Abbildung von W auf E’. Der lokale Rang r, 
von F ist in Y fast iiberall gleich r. Sei S, die Menge derjenigen Punkte von Y, 
in denen r, kleiner als r ist. 8, ist in Y abgeschlossen; lokal laBt sich S, 
jeweils als gemeinsame Nullstellenmenge geeigneter Funktionaldeterminanten 
darstellen. Demnach ist S, eine von Y verschiedene analytische Menge. Der 
globale Rang von F auf S, ist sicher kleiner als r. Nach dem Korollar zu 
Satz 3 ist dann F(S,) = M eine von E£’ verschiedene analytische Menge in EZ’; 


-1 
folglich ist F(M) = S eine von Y verschiedene analytische, also insbesondere 
nirgends zerlegende Teilmenge von Y. 

Wir behaupten nun, daB (W, o, E", M) = (W, ¢, B") = B® eine endlich- 
fache analytisch-verzweigte Uberlagerung von E’ mit Verzweigungspunkten 
héchstens iiber M darstellt. Hierzu wird nacheinander gezeigt : 

a) Uber einem Punkte p*¢ E’ liegen stets nur endlich viele verschiedene 


Punkte von W. — Dies ergibt sich daraus, daB die in Y enthaltene (nichtleere) 
-1 

kompakte analytische Menge F(p*) héchstens in endlich viele zusammen- 

hangende Komponenten zerfallen kann. 


b) Die abgeschlossene Teilmenge ¢ (M) = Mc W ist nirgends zerlegend 
in W. — Sei p ein Punkt von M und U (p) eine zusammenhingende offene 


—1 

Umgebung von p. Die offene Menge o(0 (p)) = UC ¥ ist zusammenhingend. 
Denn lieBe sich U in zwei nichtleere offene disjunkte Mengen U’ und U” 
zerlegen, so wiren U’ und U” saturiert in bezug auf die Zerlegung Z’. Also 
waren die in U (p) enthaltenen Mengen ®(U’) = U’ und ®(U") = U” offen, 
und ihre Vereinigung wire U (p). 0’ und UO” miiBten disjunkt sein, da die 
Urbildmenge vermége @ jedes Punktes von W als Niveaumenge von F zu- 
sammenhingend ist. Damit hitten wir aber einen Widerspruch gegen den 


1 
Zusammenhang von U (p). Es ist nun U—(UMS)=U—(U > ®(M)) 
nichtleer und zusammenhangend. Daher ist auch ®(U —(U > 8)) = U(p) — 
—(U (p) A M) nichtleer und zusammenhiangend, und es folgt die Behauptung b). 

c) Bezeichnet ‘gm die durch Beschriinkung von q bestimmte Abbildung von 
W—M auf E"— M, so ist (W—M, ‘gy, E*— M) = W’ eine endlichfache un- 
verzweigte Uberlagerung von E’— M. — Sicher ist W — M zusammenhingend 
und lokal-zusammenhingend. Ferner: Die in Y dichte, zusammenhingende 
offene Menge Y — S ist saturiert in bezug auf die Zerlegung Z’; in ‘olgedessen 
bilden die in Y — S verlaufenden Niveaumengen von F eine ein‘ache Zer- 
legung Z’"’ von Y—S. Wir dirfen den Zerlegungsraum (Y — 8)/Z” mit 
W— M identifizieren, ebenso die natiirliche Abbildung ‘® von Y — S auf 
(Y — 8)/Z” mit der durch Beschrinkung von ® bestimmten Abbildung von 
Y—S auf W—M. Sei ‘F die durch Beschrinkung von F bestimmte Ab- 
bildung von Y— S auf E’"— M; es gilt dann 'F ='go’®. Die Abbildungen '® 
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und ‘F sind wiederum eigentlich; also gilt gleiches fiir ‘g. Wir behaupten 
weiter, daB ‘F und ‘® offene Abbildungen sind. Fiir ‘F folgt dies leicht daraus, 
daB der lokale Rang r, von ‘F iiberall in Y— S den Maximalwert r hat: Ist p 
ein Punkt von Y— S, so gibt es in einer geeigneten Umgebung U (p)c Y— S 


lokale komplexe Koordinaten 2,,...,z, (nm = r) mit p als Ursprung, derart, 
daB in U(p) die Abbildung ‘F durch (z,, . . ., z,, . . ., Z,) > (Wy... .. w,) = (4+ 
+ wi, ...,z, + wl) gegeben wird; hierbei ist (w(”,..., w) der Bildpunkt 


von p vermége ‘F. Jeder in U(p) enthaltene Polyzylinder G" (in bezug auf 
die Koordinaten z,,...,z,) mit p als Mittelpunkt wird durch ‘F auf einen 
in E£* enthaltenen Polyzylinder mit ‘F(p) als Mittelpunkt abgebildet ; G" heiBe 
eine normale Umgebung von p. Zum Nachweis der Offenheit von ‘® zeigen 
wir, daB Z” eine kontinuierliche Zerlegung ist?’). Sei p(” eine gegen p ¢ Y— S 
konvergierende Folge von Punkten in Y— S; es seien N(” bzw. N(® die (in 
Y— S enthaltenen) Niveaumengen von F durch p‘”) bzw. p(. Der obere 
topologische Limes der N‘) ist sicher in N(® enthalten, denn ist U(N(®) 
irgendeine in Y— S enthaltene und dort relativ-kompakte Umgebung von 
-1 
N(®, deren Rand zu ‘F('F(N()) punktfremd ist, so miissen notwendig fast 
alle N@ in U(N(™) liegen. Andererseits bildet der untere topologische Limes 
It (N™) der N™ auf N( eine (in bezug auf die Relativtopologie von N‘®)) 
offene Menge, denn mit jedem Punkt g € lt (A‘”) miissen auch alle in einer 
normalen Umgebung von q gelegenen Punkte auf N(® zu lt (N‘”) gehéren. 
Daher ist die Folge N‘”) topologisch konvergent und N(® ihr Limes. Z”’ ist 
also kontinuierlich; nach Satz 7 ist folglich '® eine offene Abbildung. — Mit 


‘F ist auch ‘p offen: Ist BcW-— M eine offene Menge, so ist auch p(B) 


-1 _ % 
='F('®(B)) offen. ‘gq ist ferner lokal umkehrbar-eindeutig. Sei naimlich p’ 
ein Punkt von W— M, p’ ein Urbildpunkt von p’ vermége ‘® in Y— S und 
U (p’) eine normale Umgebung von p’. Dann ist ‘®(U (p’)) = U (p’) eine offene 
Umgebung von p’, und je zwei verschiedene Punkte von U (p’) miissen ver- 
midge ‘gy in E'— M verschiedene Bildpunkte besitzen, denn die normale Um- 
gebung U(p’) kann nicht von verschiedenen Niveaumengen, die durch ‘F 
auf den gleichen Punkt in Z’— M abgebildet werden, getroffen werden. Folg- 
lich ist ‘gp eine lokal-topologische Abbildung. Wegen der Eigentlichkeit von gp’ 
muB8 dann jeder Punkt von Z’— M die gleiche Anzahl s von Urbildpunkten 
vermége ‘gp in W—M besitzen. Also ist (Ww— M, ‘gp, E'Y— M) =D’ eine 
s-fache unverzweigte Uberlagerung von E’— M und folglich (W, p, E", M) 
= %, wie behauptet, eine s-fache analytisch-verzweigte Uberlagerung von E’ 
mit Verzweigungspunkten héchstens tiber M. 

Versehen wir W mit der durch 2 bestimmten komplexen Struktur, so 
wird g eine holomorphe Abbildung; gleiches trifft fiir die Abbildung ‘® zu, 
da lokal ‘® ='g-10'F gilt (‘y-* bezeichne jeweils einen geeigneten eindeutigen 


87) Vgl. oben Abschnitt 4, S. 79—81. — Es ist klar, daB jeder komplexe Raum dem 
ersten Hausdorffschen Abzahlbarkeitsaxiom geniigt. 
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Zweig der Umkehrung von ‘g). Mithin ist auch @ als stetige Fortsetzung 
von ‘® auf W eine holomorphe Abbildung. 

Hilfssatz 4 ist bewiesen. 

Es fragt sich, ob Hilfssatz 4 richtig bleibt, wenn Y nur als komplexer 
Raum, der méglicherweise nichtuniformisierbare Punkte aufweist, voraus- 
gesetzt wird. Wir kénnen diese Frage hier nur teilweise beantworten. Bei 
dem Versuch, den obigen Beweis zu iibertragen, treten zwei wesentliche 
Schwierigkeiten auf. Wir hatten oben die Menge S, der Punkte singuliren 
Verhaltens von F betrachtet; S, war die Menge derjenigen Punkte von Y, 
in denen der lokale Rang r, von F nicht seinen Maximalwert r annahm. Es 
wurde dann entscheidend benutzt, daB S, eine analytische Menge in Y war, 
ferner daB die analytische Menge F'(S,) = M von E’ verschieden und deswegen 

-1 

auch F(F'(S,)) = S von Y verschieden war. Setzen wir nun Y als zusammen- 
hingenden n-dimensionalen komplexen Raum voraus, so hatten wir als 
Menge S, die Menge zu nehmen, die sich zusammensetzt erstens aus der 
Menge Sj der nichtuniformisierbaren Punkte von Y und zweitens aus der 
Menge Sj derjenigen Punkte von Y— Sj, in welchen der lokale Rang r, von F 
kleiner als r ist. Es ist indessen noch unbekannt, ob Sj stets eine analytische 
Menge in Y ist; dies steht nach Resultaten von K. OKA und H. Cartan®) 
bisher lediglich fiir komplexe C-Raéume Y fest. Wir miissen uns daher darauf 
beschrinken, Y als komplexen C-Raum anzunehmen; S, ist dann eine 
héchstens (nx — 2)-dimensionale analytische Menge in Y. Sj ist jedenfalls 
eine von Y— Sj verschiedene analytische Menge in Y— S5, und es léBt sich 
zeigen, daB die abgeschlossene Hiille Sj von Sj in Y eine analytische Menge 
in Y ist®*). Demnach ist auch S,= SyU So = Sy Sy eine von Y verschie- 
dene analytische Menge in Y. Es kann aber jetzt nicht ohne weitere Ein- 
schrankung behauptet werden, daB F(S,) = M +E” ist. Zwar ist sicher 
F(S’) von E* verschieden, aber es kénnte F(Sj) = E” sein. F(S) ist genau 
dann von E’ verschieden, wenn der globale Rang von F auf S, kleiner als r ist. 
Dies tritt z. B. dann ein, wenn von vornherein feststeht, daB die Dimension 
von Sj kleiner als r ist, also insbesondere dann, wenn r >n—2 voraus- 
gesetzt wird. In diesem Falle laBt sich der obige Beweis in seinem weiteren 
Verlauf fast woértlich tibertragen. Als Resultat ergibt sich die folgende 


Bemerkung. Die Aussage von Hilfssatz 4 bleibt richtig, wenn Y als zu- 
sammenhiingender n-dimensionaler komplexer C-Raum und F als eigentliche 
holomorphe Abbildung vom globalen Range r > n — 2 vorausgesetzt wird. 

Nunmehr la8t sich Satz 9 schnell beweisen. — Wir diirfen voraussetzen, 
daB X und X, zusammenhingend sind, ferner daB die Dimension n von X 
und die Dimension m, von X, von Null verschieden sind. Die Punkte von NV 
mégen durch F in den Punkt p,¢ X, abgebildet werden. Nach Hilfssatz 3 


*8) K. Oxa, Sur les fonctions analytiques de plusieurs variables, VIII — Lemme 
fondamental. Journ. of the Math. Soc. Japan 8, 204—214 u. 259—278 (1951); H. Cartan, 
Séminaire 1953/54, Exp. X u. XI. 


%) Vgl. R. ReMMERT, a. a. O.*). 
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gibt es je eine offene relativ-kompakte Umgebung U’ von N und Uj von jy, 
so daB F(U’)C Uj; gilt und daB die durch Beschrinkung von F bestimmte 
Abbildung ‘F von U’ in U; eigentlich ist. Sei (U,, y,, Wi, y, 2", M,) mit 
Pp, € U, und U,c U; ein a komplexes Parametersystem auf X,. Wir be- 


trachten die Menge U = F (U,) und bezeichnen mit V ihre N enthaltende 
zusammenhingende Komponente. V ist eine relativ-kompakte offene Um- 
gebung von N. Die durch Beschriinkung von F bestimmte Abbildung “F 
von V in U, ist wieder eigentlich, und gleiches gilt fiir die holomorphe Ab- 
bildung F*= g,0 y,0”F von V in EH. Offenbar sind alle Niveaumengen 
von F* auch Niveaumengen von "F und umgekehrt, und alle diese Niveau- 
mengen sind wegen der Eigentlichkeit von “F und F* kompakt. Das bedeutet, 
daB jede in V eindringende Niveaumenge von F ganz in V verlauft und kom- 
pakt ist. 

Sei r der globale Rang von F in X; er stimmt mit dem globalen Rang von 
F* in V iiberein. Es gilt n, =r. Wir diirfen die Betrachtung auf den Fall 
n,=r beschrinken. Ist naimlich n, >r, so ist nach Satz 3 F*(V) = L’ eine 


irreduzible r-dimensionale analytische Menge in EY. Sei (L, ®, LI’) ein ka- 
nonischer komplexer Uberlagerungsraum von L’; L hat die Dimension r. 
Mittels Hilfssatz 2 folgt die Existenz einer holomorphen Abbildung F von V 


auf L, so daB F*=@oF gilt. Die durch F bestimmte einfache Zerlegung 
von V stimmt mit der durch F* hervorgerufenen iiberein, also auch mit der 
durch F bewirkten. Es kénnen nun X, X,, F durch V, 4 F ersetzt werden, 
da es sich bei unserem Satz lediglich um eine Aussage iiber die durch F in 
einer Umgebung von N bewirkte einfache Zerlegung handelt. 

Es darf also n,= r angenommen werden. Nunmehr wird Hilfssatz 4 an- 
gewandt. Aus ihm folgt: Ist Z’ die durch F* bestimmte einfache Zerlegung 
von V, so la8t sich der Zerlegungsraum V/Z’=W durch Einfihrung einer 
komplexen Struktur zu einem komplexen Raum machen, derart, daB die 
natiirliche Abbildung ® von V auf W eine holomorphe Abbildung wird. 
Demnach ist Z’ eine analytische Zerlegung. Daf Z’ normal ist, ergibt sich 
aus Satz 8 in Verbindung mit Satz 6. 

Die Menge V hat demnach die in unserem Satz behaupteten Eigenschaften. 
Satz 9 ist bewiesen. 

Da im Beweise der Mannigfaltigkeitscharakter von X nicht explizit be- 
nutzt wurde, ergibt sich aus der Bemerkung zu Hilfssatz 4 sogleich der folgende 

Zusatz zu Satz 9. Die Aussage- von Satz 9 bleibt richtig, wenn X als zu- 
sammenhiingender n-dimensionaler komplexer C-Raum und F als holomorphe 
Abbildung, deren globaler Rang gréBer als n — 2 ist, vorausgesetzt wird. 

Wir kénnen jetzt die Satz 9 entsprechende Aussage iiber einen analogen 
’ globalen Sachverhalt gewinnen. 

Satz 10. Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit, X, ein komplexer Raum, 
F eine holomorphe Abbildung von X in X, mit lauter kompakten Niveaumengen. 
Dann ist die durch F bestimmte einfache Zerlegung Z' von X eine normale 
analytische Zerlegung von X. 
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Beweis. Der Quotientenraum X/Z’ = R* ist nach Satz 6 und Satz 5 lokal- 
kompakt, und die natiirliche Abbildung ® von X auf R* ist eigentlich. Auf 
Grund von Satz 9 gibt es in R* lokale komplexe Parametersysteme (U}, y,, 
W,, pi, B™, M,) =%,,.80 daB die U} eine Uberdeckung von R* bilden und 
daB jeweils die durch Beschrinkung von @ bestimmte Abbildung ®, von 


-1 
®(U?) =V, auf U; holomorph ist. Die %, hingen holomorph zusammen. 
Haben niimlich Uf und Uf den nichtleeren Durchschnitt U?;, = UF 10 Ui, 


tit 


-1 
so stimmen ®, .und ®, in V, ,,=@®(U?;,) tiberein; in V, ,, gilt dann auch 
yi,0 B= y,,0 yi, 0 (y,0 ®,). Da y,o ®, und y,,o ®,, holomorphe Ab- 
bildungen darstellen, mu8 nach Satz 2 die durch y,,o yj,' gegebene Ab- 
bildung von y,,(U};,) auf y,,(U%;,) holomorph sein, und gleiches gilt fir 
die Umkehrung dieser Abbildung. Demnach bestimmen die J}, eine komplexe 
Struktur R auf R*, die R* zu einem komplexen Raum. X* macht, derart, 
daB @ eine holomorphe Abbildung wird. Die Zerlegung Z’ ist also analytisch ; 
daB sie normal ist, folgt wiederum aus Satz 8. 

Ob X* stets ein komplexer C-Raum ist, muB hier offen bleiben. Wir 
kénnen aber eine hinreichende Bedingung dafiir angeben, daB X* in einem 
gegebenen Punkte die C-Bedingung erfiillt. 


Zusatz 1 zu Satz 10. Ist p ein Punkt von X, in welchem die Dimension 
der durch p hindurchgehenden Niveaumenge N von F minimal ist, so geniigt 
der Z' zugeordnete komplexe Zerlegungsraum X* = X/Z im Punkte O(p) = p* 
der C- Bedingung. 

Die Voraussetzung iiber N besagt, daB keine Niveaumenge von F, die 
in der p enthaltenden zusammenhiingenden Komponente von X enthalten 
ist, in irgendeinem ihrer Punkte eine kleinere Dimension haben soll als N 
in p. 

Beweis. Wir diirfen annehmen, daB X (und deshalb auch X*) zusammen- 
hangend ist. X habe die Dimension n und X* die Dimension r (es ist n = 1); 
dann hat die natiirliche Abbildung ® von X auf X* in X den globalen Rang r. 
Aus unserer Voraussetzung folgt, daB N in p (n — r)-dimensional ist. Daher 
existiert in einer geeigneten offenen Umgebung U(p) eine dort irreduzible 
und singularititenfreie analytische Menge L’ der Dimension r, die mit N 
genau den Punkt p gemeinsam hat und die als Bild eines r-dimensionalen 
Polyzylinders £{, vermége einer holomorphen umkehrbar-eindeutigen Ab- 
bildung g von Ej, in U(p) gegeben werden kann. ZH) sei der Polyzylinder 
{\|<1,..., |t,|< 1} im Raum Cj der komplexen Verinderlichen 4, . . ., t,, 
und es gelte g(0) = p (0 bezeichne den Nullpunkt des C/). Die Abbildung 


-1 -1 
Y= Pog von E; in X* ist holomorph, und die Menge ¥('¥ (0)) = Y(p*) 
besteht nur aus dem Punkt 0. Nach Hilfssatz 3 gibt es Umgebungen U,(0) c £5 
und U*(p*)C X*, so daB Y(U,;(0))c U*(p*) gilt und die durch Beschrin- 
kung von ¥ bestimmte Abbildung ‘Y von U,(0) in U*(p*) eine eigentliche 
holomorphe Abbildung ist. Insbesondere bestehen dann alle Fasermengen 
von ’ ¥ aus jeweils endlich vielen isolierten Punkten. 
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Wir fiihren nun in X* ein lokales komplexes Parametersystem (U**, y, 
W, ¢, E*, M) mit p*¢ U** und U** Cc U*(p*) ein. (Der Fall, daB W= E’, 
also p* ein uniformisierbarer Punkt ist, kann hier auBer Betracht a, 


da dann X* in p* trivialerweise der C-Bedingung geniigt). Sei Vj = pus) 
und V, die 0 enthaltende zusammenhingende Komponente von V5. Die 
durch Danhetehune von ‘¥ bestimmte Abbildung ’Y von V, in U** ist 
ebenfalls eigentlich, und gleiches gilt fiir die Abbildungen o = yo” ¥ von V, 
in W und t= goa von V, in E’. Mittels Satz 4 folgt, daB o und rt offene 
Abbildungen von V, auf W bzw. von V, auf E” sind. Die Menge derjenigen 
Punkte von V5, in welchen der lokale Rang r, von t kleiner als r ist, bilden 
dort eine von V, verschiedene analytische Menge S,. Nach dem Korollar zu 
Satz 3 ist 1(S,) = M’ eine von E* verschiedene analytische Menge in £’; 
ebenso sind dann y (M UM’)= M” und 7 (MU M') = o (M”’) = Mj analyti- 
sche Mengen in W bzw. V5, und es ist M” + W, Mj’ + V,. Nunmehr folgt, daB 
(Vo, 0, W, M") =, eine etwa s-fache Uberlagerung von W und (V4, rt, EZ’, 
M _ M’) =%y eine etwa s’-fache analytisch-verzweigte Uberlagerung von E* 
darstellt (wobei s ein Teiler von s’ ist): Fiir U4 ergibt sich dies wie im Beweise 
von Satz 9; fiir G, folgt es daraus, daB o eigentlich und in V,— Mj lokal 
topologisch ist (es gilt t= goo, und ft, @ sind in V,— Mg bzw. in W— mM” 
lokal topologisch). 

Sei ¢ ein variabler Punkt in V,— Mj’. Die Menge o (a(t) pees jeweils 


aus s verschiedenen Punkten ¢@) = A 2), ...,, und die Menge + ‘(r(t)) aus 3s’ 
verschiedenen Punkten ¢ = ¢, t,...#,...,t. Wir wiihlen eine in V, 
holomorphe Funktion f(t), die fiir wenigstens ein festes t,¢ V,— Mj’ in den s’ 
verschiedenen Punkten {(” = t,, t),...,#,...,# lauter verschiedene 
Werte annimmt — Funktionen dieser Art existiéren, da V, Teilmenge eines 
Polyzylinders ist — und bilden die .s elementar-symmetrischen Funktionen 
a, (t) = f(t) +--+ fH), ..., a(t) = FEM) «2. fH) der fC) (vy =1,...,8). 


Die a, geben Veranlassung zu holomorphen Funktionen a, in W— M”, fiir 
welche a,= a,0 ¢ gilt; aus Hilfssatz 2 folgt, daB sie sich zu in ganz W holo- 
morphen Funktionen fortsetzen lassen (die wieder mit a, bezeichnet seien). 
Offenbar nehmen die a, in verschiedenen Punkten q,, 7,, die beide iiber dem 
Grundpunkt 1 (t,) = ~(g.) = 9(q.) liegen, nicht alle zugleich die hcgpreng Werte 
an. Es lat sich dann eine Linearkombination @ =-a,-a,+ -- ++ a,*a, mit 
geeigneten komplexen Koeffizienten «, finden, die eine in W holomorphe 
Funktion darstellt, welche in den iiber dem Grundpunkt r(t,) gelegenen 
Punkten von W simtlich verschiedene Werte annimmt. Das aber bedeutet, 
daB die Uberlagerung (W, ~, E", M) = W der C-Bedingung geniigt; folglich 
ist auch im Punkte p* von X* die C-Bedingung erfiillt. 

Ist X keine komplexe Mannigfaltigkeit, sondern nur ein komplexer C- 
Raum, so laBt sich wiederum die Aussage von Satz 10 unter entsprechenden 
Einschrainkungen wie bei Hilfssatz 4 und Satz 9 aufrechterhalten. Auch der 


Beweis des Zusatzes 1 zu Satz 10 léBt sich in geeigneter Weise iibertragen. 
Es gilt also: 
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Zusatz 2 zu Satz 10. Die Aussagen von Satz 10 und Zusatz 1 zu Satz 10 
bleiben richtig, wenn X als zusammenhingender n-dimensionaler komplexer 
C-Raum und F als holomorphe Abbildung, deren globaler Rang gréfer als n — 2 
ist, vorausgesetzt wird. 

Bemerkung. Die Voraussetzung iiber den Rang von F im obigen Zusatz ist 
genau dann erfiillt, wenn es in X eine Niveaumenge der Dimension 0 oder der 
Dimension 1 gibt. 


6. Komplexe Basisriume zu holomorphen Abbildungen 


Wir erweitern zunichst den Begriff der analytischen .Abhingigkeit von 
Funktionen auf holomorphe Abbildungen. Es seien X, X,, X, komplexe 
Raume, F, und F, holomorphe Abbildungen von X in X, bzw. von X in X,. 
F, heiBe von F, abhédingig, wenn die durch F, bestimmte Zerlegung Z, von X 
abhangig ist von der durch F,, bestimmten Zerlegung Z, von X (vgl. Abschnitt4) ; 
dies ist genau dann der Fall, wenn F, auf jeder Niveaumenge von F, konstant 
bleibt®°). Ist F, von F, abhangig und F, von F,, so nennen wir F, und 
F, verwandt. In diesem Falle stimmen die durch F, und F, bestimmten 
einfachen Zerlegungen Z; und Z; von X iiberein,d.h. Z, und Z, sind ver- 
wandt. 

Sind zwei Systeme © = {f,, . . ., /,},G* = {ff, ..., ff} holomorpher Ab- 
bildungen /,, /{ des komplexen Raumes X in komplexe Riume X,, bzw. 
Xj (x=1,...,k; A=1,...,1) gegeben, so werden die beiden Abbildungen 


F:p—(fi(p), .-..fe(p)) von X in X,x--- x X, 
und 
F*: p— (ff (p),.... ff (p) von X in Xf x --- x XP 


betrachtet (p bezeichne einen variablen Punkt von X). Das System G* heiBt 
abhiingig vom System ©, wenn F* von F abhingig ist. Entsprechend wird 
die Verwandtschaft von © und G* erklart. 

Die Abhiangigkeit von holomorphen Abbildungen des komplexen Raumes X 
bleibt bei Beschrinkung der Abbildungen auf einen komplexen Teilraum ‘X 
erhalten. Das Umgekehrte gilt indessen nicht immer; beim Ubergang von ‘X 
zu X kann z. B. die Abhangigkeit in analytischen Teilmengen von X —’X 
gestért werden. 

Sei nun F, eine feste holomorphe Abbildung von X in den komplexen 
Raum X,. Wir fragen, ob es hierzu eine holomorphe Abbildung ® mit fol- 
genden Eigenschaften gibt: a) ® ist eine mit F, verwandte Abbildung von X 
auf einen komplexen Raum X*; b) Ist F irgendeine von F, abhangige Abbildung 
von X in einen komplexen Raum X’, so gibt es eine holomorphe Abbildung / 
von X* in X’, so daB F = fo® gilt. (Insbesondere soll es also auch eine 
holomorphe Abbildung /, von X* in X, mit F,=/,o@ geben.) — Existiert 


8°) Es ist leicht ersichtlich, daB dieser Begriff der Abhaingigkeit holomorpher Ab- 
bildungen bei Spezialisiérung auf holomorphe Funktionen in Gebieten des C* in den 
iiblichen Begriff der Abhangigkeit von Funktionen [vgl.*)] tibergeht. 
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eine Abbildung @ dieser Art, so nennen wir das Paar (®,.X*) eine zu F, gehdrige 
komplexe Basis und X* selbst einen komplexen Basisraum zur Abbildung F,. 

Im Falle der Existenz einer komplexen Basis (®, X*) entsprechen die 
holomorphen Abbildungen / von X* und die von F, abhangigen holomorphen 
Abbildungen F von X vermége der Beziehung F = { o ® einander umkehrbar- 
eindeutig. Ist (®, X*) vorgegeben und soll etwa eine Klasse von holomorphen 
Abbildungen von X, welche von F, abhangig sind, studiert werden, so kénnen 
stattdessen die entsprechenden Abbildungen von X* betrachtet werden. 

Eine zu F, gehérige komplexe Basis ist nicht eindeutig bestimmt, aber 
je zwei stehen in einem einfachen Zusammenhang. Sind (®, X*), (®,, Xf) 
zwei zu F, gehérige komplexe Basen, so gibt es wegen der obigen Forderungen a) 
und b) eine holomorphe Abbildung g von X* auf Xf und eine holomorphe 
Abbildung g, von Xf auf X*, derart, daB O,= yo ® und D= go ®, gilt. 
Hieraus folgt ® =(g,0 y)o D und O,= (~o ¢y,)o®,, mithin muB g,0 ¢ 
die identische Abbildung von X* auf sich und @ © q, die identische Abbildung 
von Xf auf sich sein. Daher ist g eine umkehrbar-eindeutige Abbildung 
von X* auf Xf und g,= g~!. Wir bezeichnen die Basen (®, X*) und (®,, Xf) 
als analytisch dquivalent. Es gilt also 

Satz 11. Je zwei zu einer holomorphen Abbildung F, gehérige komplexe 
Basen sind analytisch dquivalent. Ein komplexer Basisraum zu F, ist bis auf 
analytisc’.2 Homéomorphie eindeutig bestimmt. 

Fiir die Existenz einer zu F, gehérigen komplexen Basis (®, X*) laBt sich 
leicht eine notwendige Bedingung angeben. Jedenfalls mu8 die durch @ be- 
stimmte Zerlegung Z(®) von X analytisch sein, und sie muB feiner sein als 
jede Zerlegung von X, die durch eine von F, abhaingig holomorphe Abbildung F 
bestimmt wird. Andererseits sollen die durch F, und ® bestimmten einfachen 
Zerlegungen Z’(F,) und Z’(®) zusammenfallen. Z(®) muB also die feinste 
analytische Zerlegung von X zwischen Z’(F,) und Z(F,) sein. Notwendig fiir 
die Existenz einer zu F, gehérigen komplexen Basis ist demnach, daB es zwischen 
den Zerlegungen Z'(F,) und Z(F,) von X eine feinste analytische Zerlegung gibt. 

Ein besonderer Fall liegt vor, wenn Z’(F,) selbst eine analytische Zer- 
legung ist. Hierzu haben wir im Abschnitt 5 Aussagen gewonnen. 

Zunichst gilt 

Satz 12. Hs seien X, X, komplexe Réiume und F, eine holomorphe Ab- 
bildung von X in X,.* Die durch F, bestimmte einfache Zerlegung Z'(F,) von X 
set eine normale analytische Zerlegung. Ist dann X/Z'(¥,) = X* der Z'(F,) 
zugeordnete komplexe Zerlegungsraum und @ die natiirliche Abbildung von X 
auf X*, so ist (D, X*) eine zu F, gehdrige komplexe Basis sicher dann, wenn 
eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist : 

1. X ist Vereinigung von héchstens abzihlbar vielen kompakten Teilmengen. 

2. @ ist eine eigentliche Abbildung. 

In der Tat: Ist F irgendeine von F, abhangige holomorphe Abbildung von X 
in den komplexen Raum X’, so gibt es eine Darstellung F = { o ®, wo / eine 
stetige Abbildung von X* in X’ bezeichnet. Dann aber ist / nach Satz 2 
bzw. nach dem Zusatz zu Satz 2 eine holomorphe Abbildung. 
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In Verbindung mit Satz 10 und seinem Zusatz 2 folgt jetzt 

Satz 13. Sei F, eine holomorphe Abbildung einer komplexen Mannigfaltig- 
keit X in einen komplexén Raum X,. Alle Niveawmengen von F, seien kompakt. 
Dann existiert eine zu F, gehdrige komplexe Basis. Entsprechendes gilt, wenn X 
als zusammenhingender n-dimensionaler komplexer C-Raum und F, als holo- 
morphe Abbildwng, deren globaler Rang gréBer als n — 2 ist, vorausgesetzt wird. 

In der Tat! In beiden Fillen ist die durch F, bestimmte einfache Zer- 
legung Z’ von X analytisch und normal, und die natiirliche Abbildung ® 
von X auf den Z’ zugeordneten komplexen Zerlegungsraum X/Z'= X* ist 
eigentlich. Also ist nach Satz 12 (®, X*) eine komplexe Basis. 


(Bingegangen am 29. April 1956) 
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Bemerkungen zu der Arbeit 
tiber Differential-Differenzengleichungen 
Bd. 131, S. 151 (1956) 
Von 
Wotreane Haun in Braunschweig 


Die Bemerkungen beziehen sich auf den Fall (1.9). 

1. Die auf S. 152 formulierte Einschrinkung der Konvergenzbehauptung 
wird entbehrlich, d.h. es ist jede Lésung der homogenen Gleichung durch eine 
absolut konvergente Reihe darstellbar (natiirlich mit Ausschlu8 der Ausnahme- 
fille), wenn man von der durch (5.4) erkliarten Funktion G (zx) stiickweise Glatt- 
heit fordert. Man erkennt dies aus (5.8). In dem Ausdruck L( ¥ (z)) zeigt der 
mit Yo) behaftete Term die schlechteste Konvergenz, da er durch eine Reihe 
mit Sevmalnamn Glied 
. 12" (a, + b,e-*"%) 
(1) Yoo a'(r,) 
durgestellt wird: Nun verhialt sich r, hier wie + in. Ferner ist wegen (2.2 
«+ b,e-*™ = O(r~"), so daB mit Riicksicht auf (2.10) der Ausdruck (1) von 
der Ordnung r>*= O(n-*) ist. Der fragliche Term konvergiert mithin absolut. 
(Analog schiieBt man im Fall k>2.) Die gleiche Aussage gilt fiir den Be- 


r,=z 


standteil G * ¥ (x) von (5.8): da sich e-™* wie e°"** verhilt, verhalten sich 
die einzelnen Faltungsintegrale, deren Integranden die Form G(x)e-"* haben, 
wie die’ Fourierkoeffizienten von G(x), nehmen also unter den oben formu- 
lierten Voraussetzungen mindestens wie n~-1 ab, so daB das allgemeine Glied 
des ersten Bestandteils mindestens die Ordnung n- ”-" besitzt und daher auch 
im Fall p = 1 absolut konvergiert. 

2. Die Bedingung A(s)=1 [vgl. (5.6)] ist mit verniinftigen Anfangswerten 
nicht zu erreichen 1S. 160, Zeile 18 gilt nur fiir (1.8)], so daB die Funktion Y (x) 
genau genommen keine ,,Lésung“ im Sinne der Definition von S. 159 ist. Die mit 
Riicksicht auf diese Funktion formulierten Einschriankungen der Behauptungen 
sind daher, wie schon bemerkt, entbehrlich. [S. 160, Zeile 22 gilt aber auch im Fall 
(1.9).] Im Fall p = l zeigt Y (x) das Konvergenzverhalten von J n-! sinnz. 

3. Der auf S. 164 bei. (7.2) noch zu beriicksichtigende Ausnahmefall 
y = 0, m = 3 1aBt sich ebenfalls durch Variation der «, auf eine zweigliedrige 
Vergleichsfunktion zuriickfiihren: man muB die «, kommensurabel machen, 
und zwar so, daB das im AnschluB an (7.2) erklirte Polynom in z in einfache 
Linearfaktoren zerfallt. 

4. 8. 153, In (2.5) lies C.=> 

8. 157, Z. 4 v. u.: lies Rer} (s—r}). 
S. 160, Z. 19: lies Y,_ £5 
ap 
S. 161, Zeile 10 von oben: Streiche (bzw. Bt (z)). 











Benrens, E.-A. 
Math. Annalen, Bd. 132, 8S. 95—105 (1956) 


Zweiseitige Ideale in Algebren endlichen Ranges 
Von 


Ernst-Aveust BEnreENs in Frankfurt am Main 


Eine assoziative, halbeinfache Algebra 0 endlichen Ranges iiber ihrem 
Grundkérper K ist direkte Summe einfacher Algebren’ m,, i = 1, 2,..., s. 
Ihre Ideale sind das Nullideal und die direkten Summen beliebig gewihlter 
unter den Idealen m, (vgl. VAN DER WAERDEN [2]). Meine Untersuchung soll 
zur Beantwortung folgender Frage beitragen: Was bleibt von diesem einfachen 
Rezept fiir die Ideale ino noch iibrig, falls man die Voraussetzungen, daB das 
Radikal von o gleich null und die Multiplikation in 0 assoziativ ist, fallen 
laBt ? 

Unter einer nicht assoziativen (n. a.) Algebra iiber dem Grundkérper K 
wollen wir einen K-Modul 0 endlichen Ranges verstehen, fiir den noch eine 
weitere, mit der Addition in o beiderseitig distributive Komposition, die 
Multiplikation, erklart ist. Diese darf zwar durchweg assoziativ und kommu- 
tativ sein, braucht es aber nicht. — Faliz die assoziative Algebra o halb- 
einfach ist, bilden das Nullideal und die Partialsummen der obigen Folge m,, 
Mg. . . ., M, eine maximale Kette von Idealen in 0. Auch in einer n.a. Algebra o 
laBt sich durch jedes Ideal eine maximale Kette O < a,< a,< --:-<a,=0 
legen, wobei a < 6 bekanntlich bedeutet, daB a unterer Nachbar von 6 ist. 
Erginzt man nun eine K-Modulbasis von a,= m, zu einer K-Modulbasis 
von 43, so erzeugen die neu hinzugenommenen Basiselemente einen K-Modul 
Mg. und a, ist im modultheoretischen Sinne die direkte Summe von m, und m,. 
So fahren wir fort: a,= m,+---+ m, ist die direkte Modulsumme der Mo- 
duln m, bis m,. 

In $ 1. Satz 2, wird gezeigt, daB unter einer bestimmten Voraussetzung 
jedes Ideal in 0 moduldirekte Summe gewisser unter diesen m, ist. Die Vor- 
aussetzung iiber o lautet: Die n.a. Algebra 0 muB mindestens eine maximale 
Idealkette O < a,< a,< +--+ < a,= 0 besitzen, fiir die die von ALBERT in [1] 
eingefiihrte Transformationsalgebra & (0) s Idempotente E, enthalt, die durch 
a,;=o E, die Ideale der Kette definieren. Am Ende dieses Paragraphen 
wird ein Verbandsisomorphismus zwischen dem distributiven Verband der 
Ideale in o und dem Verband gewisser ,,zugehériger® Ideale in { (0) erklart. — 
§ 2 zeigt ein Verfahren, das es unter der obigen Voraussetzung tiber 0 gestattet, 
unter den Summen m,,;,)+ *-* + ™,;,) diejenigen anzugeben, die wirklich 
Ideale und nicht nur Untermoduln von o sind. — Als hinreichendes Kriterium 
dafiir, daB die Voraussetzung iiber o von § 1 erfiillt ist, erkennen wir in § 3, 
daB keiner der Restklassenringe a,,,— a, der Nullring ist. Doch hat dieses 
Kriterium fiir assoziative Algebren nur geringe Bedeutung, da. wie ebenfalls 

Math. Ann. 132 7 








96 Ernst-AuGcust BEHRENS: 


in §3 bewiesen wird, jedes minimale Ideal einer solchen Algebra entweder 
direkter Summand ist oder in ihrem Radikal liegt. Beispiel 1 zeigt jedoch, 
daB man eine sehr iibersichtliche assoziative Algebra mit Einselement vom 
Range drei iiber K angeben kann, die zwar die Voraussetzung iiber 0 von § 1. 
aber nicht die des Kriteriums von § 3 erfillt. Dem Beispiel 2 entnimmt man, 
daB man die Voraussetzung iiber 0 in Satz 2 auch nicht einfach fortlassen 
kann. 

Die Beweise beruhen groBenteils darauf, daB ein minimales Ideal von o 
irreduzibler Darstellungsmodul der assoziativen Algebra {(o) ist, sowie auf 
der Bemerkung, daB, falls a ein Ideal aus © ist und das Idempotent E aus £ (0) 
in o den Modul m = 0 E definiert, a E im Durchschnitt von a mit m liegt 
(vgl. das Lemma in § 1). 

§1 

Der Transformationsring &(o) einer n.a. Algebra 0 vom Range N iiber 
ihrem Grundkérper K ist nach ALBERT [1] folgende Unteralgebra des Ringes 
{K}x.y aller linearen Transformationen von ©: Die Zuordnungsvorschrift 
x—x-a ist eine lineare Transformation R, von o, analog x L,=a--zx. Der, 
natiirlich assoziative, Transformationsring &(o) ist dann die von allen Rechts- 
multiplikationen R,, allen Linksmultiplikationen LZ, und der identischen 
Transformation I erzeugte Unteralgebra von {K}y, y. 

Jeder Untermodul a von o ist direkter Summand als Modul, d. h. es gibt 
einen zweiten Untermodul 6 derart, daB sich jedes Element x aus o eindeutig 
in der Form z = a + 6 mit a € a, 6b € 6 darstellen laBt. Die Zuordnung xa 
ist eine idempotente lineare Transformation EZ aus {K}y, y, und x liegt dann 
und nur dann in a, wenn z E£ = =z ist. Ein Ideal in 0 ist ein gegeniiber (0) 
zulassiger K-Untermodul von 0. Daraus folgt als 

Hilfssatz 1 (ALBERT). E sei ein Idempotent aus {K}y, y. Der durcha=oE 
definierte Untermodul von o ist dann und nur dann ein Ideal in 0, wenn ETE 

= ET fiir alle T € & (0) gilt. 

Beweis: 0 E Ideal ist gleichbedeutend mit z#7'¢ o E fiir alle x € 0 und 
alle T’¢ (0). Dies wiederum ist aquivalent mit zE TE = cET. 

Vollig klar ist der Beweis des 

Hilfssatzes 2. E und E’ seien Idempotente aus {K}y, y. Dann isto ECo E’ 
dquivalent E E' = E. 

Da die Ideale in 0 einen modularen Verband bilden, der der aufsteigenden 
Ketten-Bedingung geniigt (vgl. Hermes [1]), la8t sich durch jedes Ideal von o 
eine maximale Idealkette a,= O < a,< a,< +--+ ~< a,= 0 legen, und alle maxi- 
malen Ketten haben die gleiche Linge. Eine aus N, Elementen bestehende 
K-Modulbasis von a, ergiinzen wir nun durch weitere N, Elemente zu einer 
K-Modulbasis von a,, wobei die neuhinzugenommenen Basiselemente den 
K-Untermodul m, aufspannen mégen; mit m,= a, ist dann a, die im modul- 
theoretischen Sinne direkte Summe von m, und m,. So fahren wir fort: m, ist 
ein Untermodul von 0, der von N, Elementen erzeugt wird, die die Basis 
von a,;_, zu einer Basis von a; ergiinzen. Beziiglich dieser Basis },, .. ., by 
von © lassen sich die Transformationen 7’ aus £(o) durch Matrizen & dar- 
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stellen, die die folgende Gestalt haben 
Zi, Tig... Tae 
ins 0 Mies 
oO “ef ’ 
fy, 


(1) (by, .. ., by) T = (by... by) 


hierbei ist &,,; eine N,-reihige quadratische Matrix und &,, eine Matrix mit 
N, Zeilen und N, Spalten. Da a, als minimales Ideal in 0 irreduzibler Dar- 
stellungsmodul von {(o0) ist, durchlaufen die Matrizen £,, die zu der obigen 
Basis von a, gehérende irreduzible Matrixdarstellung. Analog durchlaufen 
die £,, die Matrizen einer Darstellung von &(o), die zu dem Darstellungs- 
modul a,— a,_, gehért. Dieser ist irreduzibel, da a, oberer Nachbar von a,_, 
ist. Im allgemeinen sind die {,, fiir i < k nicht alle null, denn, wie man sich 
leicht iiberlegt, bedeutet letzteres, daB o die direkte Summe der dann ein- 
fachen Ringe m, ist, was durchaus nicht immer zutrifft. Die Teilmatrizen 


C2) 


der Matrizen & durchlaufen die Matrizen einer Darstellung von {&(o), die 
© — m, als Darstellungsmodul besitzt. Man sieht sofort, daB sie die Matrizen 
des Transformationsringes T(o — m,) des Restklassenringes 9 — m, sind. 

Jedes Ideal a; laBt sich als Untermodul von o durch ein Idempotent £, 
aus {K}¥y. y definieren: a;= 0 £,, i= 1,...,8. Uns sollen nun vor allem die- 
jenigen n.a. Algebren interessieren, fiir die die folgende, bereits in der Ein- 
leitung genannte Voraussetzung erfiillt ist: 

»,Voraussetzung tiber 0%. Die n.a. Algebra 0 endlichen pad iiber K be- 
sitze mindestens eine maximale Idealkette ay=O < a,< a,<---< a, 
deren Ideale a, sich durch my in &(o) enthaltene Idempotente E; dofinseren 
lassen: a;= 0 E,, $= I, 

Diese V oraussetzung ist Z. 'B. erfiillt, wenn 0 eine assoziative, halbeinfache 
Algebra ist. Deren Einselement 1 laBt sich nimlich in der Form | = e,+ 
+-++-+e, schreiben, wobei e; das Einselement des direkten und einfachen 
Summanden m, ist. Man kann dann £,= R, ...., ,, nehmen. 

Satz 1. Unter der ,,Voraussetzung iiber 0° kann man zu der Idealkette 
a,< --:<a, eine Folge E;,..., BE, von in T(o0) erithaltenen, die a, ebenfalls 
definierenden Idempotenten und eine zu dieser Idealkette gehdrende K- Basis von 0 
derart wiihlen, daB in der Hauptdiagonale der zu E; gehérenden Matrix i Ein- 
heitsmatrizen stehen, deren Reihenanzahlen gleich den Réngen der a,—a,_,; 
iiber K sind, und im iibrigen in der Hauptdiagonale und auferhalb von thr alle 
Teilmatrizen null sind. 

Beweis durch vollstandige Induktion nach s: Fiir s = 1 nehme man £; = J. 
wobei J nach Definition von T(o) in £(o) enthalten ist. — Die Restklassen- 
ideale a,— a,< a,— a,< - -- < a,—a, bilden eine maximale Kette der Lange 
s—1 in 0—4a,, die die obige ,, Voraussetzung“ erfillt mit den in £(o — a,) 
enthaltenen Idempotenten E£;, i= 2,...,8, die durch %H,= x FE, definiert 
7* 
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sind. Diese Definition ist sinnvoll, weil Z; in [(o) liegt und a, Ideal in o ist. 
Nach Induktionsannahme kénnen wir voraussetzen, daB bereits diese Idem- 
potente Z,...., Z, und die Basis by ,,,...,5y, von o —a, der Behauptung 
des Satzes geniigt. Dabei repriisentiere b, die Restklasse 6, fir N,+ 1<k< N. 
SchlieBlich sei 5,,...,5,, eine Basis von a,. Beziiglich der Basis },. .. ., by 


von o haben die £; fiir i = 2,..., s die Matrizengestalt 
Mas Wag «> Wig Asgrs «2. Aes 
S429 0. ..ce 
(2) E,~ € 0:42.4 
0 
0 
0 


wobei in der Hauptdiagonalen i — 1 Einheitsmatrizen € der Reihenanzahlen 
N,. N3, ..., N; stehen und die 2,, unbekannt sind. Zu dem das Ideal a, nach 
Voraussetzung definierendem Idempotent £, gehért beziiglich dieser Basis 
eine Matrix der Gestalt 


(3) E, ~ a me - €,. 


Das sieht man so ein: Wegen a,= 0 E,=(b,.....by,....) 2, kénnen nur in 
den ersten N, Zeilen der Matrix von null verschiedene Elemente aus A stehen. 
Wie oben bemerkt, durchlaufen die Teilmatrizen T,, von (1) eine irreduzible 
Darstellung von T(e). Das Idempotent £, aus T(o) wird nicht auf T,, = 0 
abgebildet, weil sonst dem £, = Ej beziiglich der Basis b,.....by von o die 
N-reihige Nullmatrix entsprechen wiirde. Da £, idempotent ist, und als line- 
are Transformation den Rang N, hat, mu8 £, auf die Einheitsmatrix € ab- 


gebildet werden. Die €,,. . . .,€,, sind nicht naher bekannt. 

Andert man diese Basis ,; . . ., by von © modulo a, ab, so aindern sich in den 
Matrizen von E,, ..., Z, und von E£, héchstens die N, ersten Zeilen. Wie man 
leicht nachrechnet. gilt beziiglich der Basis 6,. . . .. by: Fitri = 2, .. ., s sind die 

, © ove O Wats ose 
re 
(4) E’. - E,-- E, E,+ E,~ “py oy.@ 
0 
0 


0’ 
in T(o) enthaltene..die a; = o E£; ebenfalls definierende Idempotente. Um uns 
auch noch von den Matrizen € zu befreien, lassen wir die ersten N, Basis- 
elemente 6,. . . .. by, unverandert, (b), . . ., by.) = (bj. . . .. by,), und setzen, mit 


der Abkiirzung n(i) = N,+ ---+ N, fir t= 2....,8, 


(B16 Aras cs bw) ” aedd (5,. cog by.) ©; + (bn (i-1) 41> sey by (i) - 


Dann haben beziiglich dieser neuen Basis 6}, ..., by die Hy = FE), E35. ..., E: 
die in Satz 1 behauptete Matrizengestalt. 
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Falls fiir den Rest dieses Paragraphen von den die a, definierenden, in & (0) 
liegenden Idempotenten EZ, und von der Basis },,...,by von © gesprochen 
wird, sollen immer Idempotente Z; und eine zugehérige Basis nach Satz 1 
gemeint sein. 

Bezeichnet noch E, die Nulltransformation R,, so sind die M, = E,— E,_, 
fiir k= 1,...,8 orthogonale Idempotente aus {(o). Sie definieren die K- 
Untermoduln m,= 0 M, von a,, und jedes a, ist die direkte Modulsumme 
m+ +++ +m, 

Satz 2. Falls die ,,Voraussetzung iiber 0° erfiillt ist und die Idempotente BE; 
gemapB der Behauptung von Satz | gewiihlt sind, lat sich jedes Ideal a’ der Liinge r 
aus © als moduldirekte Summe a, = m4 (,) + Maia) + «+ * + M,(,) darstellen, wobei 
die m, durch m, = 0 M,, M, = E,—E,_,, Ey = Ry, k=1...., 8, erklirt sind. 

Der Beweis dieses Satzes ist das eigentliche Ziel dieses Paragraphen. 
Der Satz besagt nicht, daB jede Kombination der m, ein Ideal von o liefert. 
Dies ist naimlich dann und nur dann der Fall, wenn o direkte Summe im 
ringtheoretischen Sinne der einfachen Ringe m,....,m, ist, wovon im all- 
gemeinen gar keine Rede sein kann. Die Frage, welche unter diesen Kom- 
binationen Ideale sind, wird in § 2 beantwortet werden. Als Nebenergebnis 
des Beweises von Satz 2 erhalt man den 

Satz 3. Wenn die ,,Voraussetzung™ zutrifjt fiir irgendeine maximale Ideal- 
kette von 0, dann gilt sie fiir jede derartige Kette. 

Zum Beweis des Satzes 2 bemerken wir zunichst, daB sich durch jedes 
Ideal a} der Lange r von o eine maximale Idealkette aj = 0 < aj < ---< 
<a) <-+--< aj =o legen l4Bt. FaBt man o als additive abelsche Gruppe mit 
K und {(o) als Operatorenbereich auf, so ist jede maximale Idealkette von o 
eine Hauptreihe von zulissigen Untergruppen der Gruppe 0 im Sinne der 
Gruppentheorie. Je zwei solcher Hauptreihen sind operatorisomorph (vgl. 
VAN DER WAERDEN [1]). Aus der Operatorisomorphie der Hauptreihe 
O <a’ <---<a,=o0 mit derjenigen Hauptreihe 0 < a, < --- <a, = 0. auf die 
sich die ,.Voraussetzung iiber o*‘ bezieht, folgt, daB insbesondere die additive 
Gruppe a; einer der Restklassengruppen a, —a,_, operatorisomorph sein muB. 
Die Elemente a aus a; und damit auch die Restklassen @ von a,;—a,_, werden 
von £, reproduziert, und wegen a; #,_, Co B,_, = a,;-, werden die @ von F,_, 
in O iibergefiihrt. Dies zieht, da Z; und £,_, im Operatorenring &(o) liegen, 
auf Grund der Operatorisomorphie fiir alle Elemente a’ aus a’ nach sich 
a’=a' E; Co E,; = a,;, also aj Ca; und a’ £,_, = 0, also 


(5) a’ f\a,-,= 0. 
Aus a; oberer Nachbar von a,_, folgt 
(6) a; = aj-, @ Qj 


als im ringtheoretischen Sinne direkte Summendarstellung von a,. Nun gilt 
folgendes fundamentales 

Lemma. Fiir die K-Moduln a und a’ und das Ideal a” in der n.a. Algebra © 
gelte a = a’'+ a", a’ oa" =0,a=0£F.a'=0 8". E, E' miteinander vertausch- 
hare Idempotente aus [ (0). Dann ist a" = 0 EB" mit EB’? = EB” = E— E’. 
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Aus diesem Lemma kann man sofort auf 
(7) a, =o M,, M,;= E,—E,-_, 
schlieBen. 

Beweis des Lemmas: Die Idempotenz von FE” = E— E’ folgt aus E E’ 
= FE’ E = FE’ nach Hilfssatz 2, da 0 E’ co FE. — Sei a’’€ a", also a” E=a". 
Da a” Ideal und £’ in &(o), liegt a” EZ’ in a” a’ =0. Daher ist a” BE” 
- a” (E— E'|=a" E=a", also a" Co EB”. — Fiir jedes z aus p ist anderer- 
seits x BE’ = x[E —£’'] ein Element von a, also x#”" = 2'+ 2", wobei 
z’é€a’, 2” a". Aus 2’ BE” ino E’ FE” =0 folgt z EY’ = x BE’? = x FE" + x” EF” 
= 2" EB” = 2", alsoo EF’ Ca”. Qed. 

Mit der Formel (7) sind die Behauptungen der Satze 2 und 3 fiir die Ideale 
der Linge | in o bereits bewiesen und damit auch die Behauptung fiir s = 2, 
da in diesem Falle die echten Ideale von 0 alle die Lange 1 haben. Um den 
Satz 2 durch vollsténdige Induktion nach der Lange s von 0 zu beweisen, 
bilden wir, ahnlich wie beim Beweis von Satz 1, den Restklassenring 0 — a}. 
Falls dabei a, + a; ist, miissen wir noch die Idealkette aj = 0 < a; < a,@ 
@ aj < a, @ a; < --- < a;_, @ a; = a,< a;,,<++-<a,=0 einschalten. Da® 
dies wirklich eine Kette, sogar eine maximale Kette ist, ist klar, sobald wir 
gezeigt haben, daB die auftretenden Summen direkt und die Inklusionen 
richtig sind. Das trifft zu, weil nach (5) a;_, aj = 0, also fir 7 < i—1 erst 
recht a;/\a;=0 und damit die Summe a; @ a; im ringtheoretischen Sinne 
direkt ist. Den AnschluB bei a; leistet die Formel (6). Die Ideale dieser Kette 
lassen sich ebenfalls durch Idempotente aus {(o) definieren, denn wegen 
i >2 gilt firj—1,....¢—1 
(8) a; ® aj = o(£;+ M,;) = 0[£,+ E,— E,-,] 
nach dem folgenden ‘ 

Hilfssatz 3. H und H’ seien orthogonale Idempotente aus {K}y,y. Fiir die 
durch sie definierten Moduln ist die Modulsumme 

0oH+o0H’'=0(H+H’'). 

Beweis: 0 [H + H’|CoH+o0H’ ist trivial. Fiir jedes x¢€o0 ist cH 

« H*~ «H (H+ H'|¢o [H+ H’), analog zH’. 

Die Idempotente der eingeschalteten Kette sind demnach E£; = M,, 
FJ = E,+ M,,..., EB; = 8,-,+ M,=8, Ej,,=2j4;,....2,=H2,=I1. Be- 
ziiglich der Basis b,,....6, von © haben die Matrizen dieser Idempotente 
wieder die in Satz 1 angegebene Gestalt. 

Durch % Ei, = x E,. k = 2,...,8, induziert jedes dieser Idempotente E; 
cin Idempotent EZ; aus dem Transformationsring £(o—aj;) des Restklassen- 
ringes 0 © —aj. Sie definieren dort die Ideale der maximalen Kette 
la, + ay] — ay < +++ < [ayy + a3] — a) = a;—ay < a;4,;— a; < ++ - < a,— aj 

© — a, und geniigen der Voraussetzung von Satz 2. Nun sei a; das in der 
Behauptung des Satzes 2 genannte Ideal der Lange r aus o. Sein Restklassen- 
ideal a, — a; hat dann in 6 die Lange r—1 und la8t sich nach Induktions- 
annahme als direkte Modulsumme darstellen 


+0 [Bi cr—1) — Bucr-y)-1 2sA() ss. 





‘ 


a, — ay 0 [Exaq)—- Ejw)-1) hs 








—_— 
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Als nachsten Schritt lést man natiirlich die Restklassen auf. Beachtet man 

a, = 0 [E,— E,_,] = 0 M,, so zeigt die Orthogonalitat der M, untereinander, 

daB M, zu allen Ej,)— E£j.,)-, orthogonal ist. Fiir 2< 4 <i ist namlich 

E,— E,_,= E,-.— E,-,= M,-,, wnd fir i+1SA<8 ist Bij—E}_, 

- E,— E,_,= M,, so daB M, gerade fehlt. — Nach Hilfssatz 3 folgen daraus 
die Gleichungen 


, hd , , , 
a,=0 [M; - Ejq)— Ejq)-1 5 A, Exq-1)— Ej(,-1)-1] 


. + ‘ , ) 
(9) =0|\M;+ SY Mwyw-it J M 4%) 
2s4(h) si i+1sj4Wss J 
=m+ SY mMaw-.+ > Me- 
2S4(k) Si i+1sth)ss 


Wir haben bisher nur den Fall a; + a, behandelt. Falls aber a, = a, ist, 
brauchen wir keine Hilfskette einzuschalten; die Schliisse vereinfachen sich 
dann so sehr, daB sie hier nicht vorgefiihrt werden sollen. 

Auch der Beweis des Satzes 3 ist damit erbracht, denn die in (9) auf- 
tretende Summe der ¥, ist ein in T(o) enthaltenes Idempotent. 

ALBERT bewies in [1], Lemma 10, daB, falls 0 nicht die Nullalgebra ist, 
die Einfachheit von o mit der von T(o) aquivalent ist. Der Beweis von ALBERT 
legt es nahe. den Idealen a in 0 gewisse Ideale 2 in £ (0) durch 


(10) a-A={7; T €F(o),oT Ca} 


zuzuordnen, und umgekehrt jedem Ideal 3 in (0) das Ideal b = 0B in o. 
Falls dabei o ein Einselement | besitzt, gilt zwar a > 2% — a, jedoch nicht durch- 
weg 3 — b > 3B, sondern das zu b nach (10) gehérende Ideal ist im allgemeinen 
ein echtes Oberideal von%. Ahnlich wie bei der Beziehung zwischen Polynom- 
idealen und den Mannigfaltigkeiten der algebraischen Geometrie kann man 
die Eineindeutigkeit der Zuordnung erzwingen, indem man unter allen Idealen 
in E(o) diejenigen als ,,zugehérige Ideale*‘ bezeichnet, die sich nach (10) aus 
einem geeigneten Ideal a von 0 ergeben. Dann gilt folgender 

Satz 4. Falls die ,,Voraussetzwng iiber o°* erfiillt ist, sind genau diejenigen 
Ideale A von T(o) zugehdrige Ideale, fiir die es ein Idempotent E in T(o) mit 
der Eigenschaft gibt, dab das von E erzeugte Linksideal (BE) = (EB) = % ist. 

Beweis: 1. Das Ideal 21 gehére zu dem Ideal a aus 0. Nach Satz 2 ist 
a= 08, E geeignetes Idempotent aus T(o0). 7 € A ist nach (10) aquivalent 
T E =T. also ist A = (Z)( = (EB), wobei (Z) das von E erzeugte zweiseitige 
Ideal ist. — 2. Das Idempotent, £ liege in &(o) und erzeuge ein Linksideal, 
das bereits zweiseitig ist, d.h. (£)( = (2). Dann gilt fiir jedes 7 aus T(o) 
die Gleichung E T= X E fir ein geeignetes X aus T(o0). Daher ist ETE 

- ET, also nach Hilfssatz 1 0 E ein Ideal aus 0. Das zugehérige Ideal von 
d £ ist nach (10) wieder (£)(. 

Die Zugehérigkeit eines Ideales aus €(o) laBt sich also schon in T(o) er- 
kennen, falls 0 die ,,Voraussetzung itiber o* erfiillt. Beschrinkt man sich 
in €(o) auf zugehérige Ideale, so ist der Verband der Ideale in 0 verbands- 
isomorph dem Verband der zugehérigen Ideale in (0), falls man in diesem 








102 Ernst-Aucust BEHRENS: 


den Schnitt zweier zugehériger Ideale als ihren mengentheoretischen Durch- 
schnitt und ihre Verbindung als Durchschnitt aller derjenigen zugehérigen 
Ideale erklirt, die beide Ausgangsideale enthalten. Das liegt einfach daran. 
daB die zugehérigen Ideale in £(o) einen zu dem Verband der Ideale in o 
isomorphen vollstandigen Schnitthalbverband bilden (vgl. HERMEs [1]). In 
einer spaiteren Untersuchung wird gezeigt werden, da dieser endliche Verband 
der Ideale in o distributiv ist. 
§2 

Unter der ,,Voraussetzung“ von § 1 fiir die n.a. Algebra o erlaubt der 
Satz 2 die endlich vielen Untermoduln von 0, die iiberhaupt als Ideale der 
Lange r in Frage kommen, hinzuschreiben, nimlich nach (9) die Moduln o £, 
wobei E die Summe von -jeweils r unter den Idempotenten M,, .. ., M, ist, 
l<rss. Nach §1, Hilfssatz 1, ist o Z genau dann Ideal in 0, wenn fiir 
alle 7 aus {(o) gilt ETE = ET. Diese Bedingung wollen wir jetzt niaher 
untersuchen. 

Da M,= E,— E,_, ist, hat beziiglich der Basis },,...,by des Beweises von 
-§ 1, Satz 1, das Idempotent M, eine Matrix M,, in der nur die in der Haupt- 
diagonalen ‘an p-ter Stelle auftretende Teilmatrix von der Nullmatrix verschie- 
den, nimlich die N,-reihige Einheitsmatrix ist. Wegen der Antiisomorphie des 
Ringes der Matrizen zu dem Ring der Transformationen und wegen der Gestalt (1) 
dieser Matrizen ist 

,00...0%,5 0...0 
0...0%5 0...0 


"0 Zp-1.p 0...0 
i er ae 
0 


/ 


Die Matrix von M,7 M, unterscheidet sich von der Matrix von M, dadurch. 
da8 auch in der p-ten Spalte nur noch die Matrix £,, stehen bleibt, alle an- 
deren {,,, sind null. Aus FE = M,.,)+---+M,:,) und 


folgt nach § 1, Hilfssatz 1, der 


Satz 5. Hiner der in Satz 2 eingefiihrten Moduln 0 [(M,y)+---+ Mjy,)] 
ist dann und nur dann Ideal in 0, wenn fiir alle T aus &(o0) die Teilmatrizen 


Sac) aus der A(1)-ten, 2(2)-ten, ..., A(r)-ten Spalte, die nicht in der }(1)-ten, 


A(2)-ten, .. ., A(r)-ten Zeile stehen, gleich null sind. 

Mit anderen Worten: An einer s-reihigen quadratischen Matrix, die die- 
jenigen f,,, bezeichnet, die fiir alle T aus dem Transformationsring T(o) null 
sind, kann man die Ideale von 0 sofort ablesen. 





#872 
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Beispiele: Als Oberteil der p-ten Matrizenspalte der Matrix von 7 wollen 
wir die aus den Teilmatrizen £,,, ...,£,-,,, bestehende Spalte bezeichnen. 
Dann gilt nach Satz 5: ~ 

1. m,= 0 M, ist dann und nur dann Ideal in 0, wenn der Oberteil der 
p-ten Spalte identisch null, d. h. fiir alle 7 aus £(o) null ist. 

2. o ist dann und nur dann direkte Summe einfacher Algebren, wenn die 
Oberteile aller Spalten identisch nulF sind. 

3. © ist dann und nur dann subdirekt irreduzibel, wenn kein Oberteil 
einer Spalte identisch null ist. 

4. o besitzt dann und nur dann eine einzige maximale Idealkette, wenn 
fiir i = 2,..., 8 kein £,_, , identisch null ist. 

In einer spiteren Untersuchung sollen diese Bemerkungen zu einer Klassi- 
fikation der n.a. Algebren, die der ,,Voraussetzung‘‘ von § 1 geniigen, aus- 
gebaut werden. 

§3 

Aus der Darstellungstheorie der assoziativen Algebra iiber ihrem Grund. 
kérper K als Darstellungskérper gewinnt man folgendes hinreichendes Kri- 
terium: 

Satz 6. Wenn 0 eine maximale Idealkette enthilt, unter deren Restklassenring 
der Nullring nicht auftritt, ist die ,, Voraussetzung tiber 0°‘ von § 1 erfiillt. 

Beweis: 0 < a,< ---<a,=0 sei diese maximale Kette. Aus a,-a,+ 0 
folgt, daB a, mindestens ein Element a enthialt, dessen zugehérige Rechts- 
multiplikation R, das Ideal a, nicht in das Nullideal iiberfiihrt: a,R,+ 0. 
Also hat R, beziiglich der in (1) auftretenden Basis },, . . ., by von 0 eine Ma- 
trix, deren erste Teilmatrix %,, nicht die Nullmatrix ist; tiberdies sind ihre 
simtlichen Teilmatrizen %,, fiir 7 =] 2 gleich null, weil wegen a in a, das Ele- 
ment x R, in a, liegt fiir alle z aus 0. Nach § 1 ist a, irreduzibler Darstellungs- 
modul von &(o) und die Matrix %,, das Bild von a bei dieser Darstellung. 
Als irreduzible Darstellung eines einfachen Summanden des Restklassen- 
ringes von &(o) nach seinem Radikal, wobei der Grundkérper K von T(o) 
der Darstellungskérper ist, haben bei geeigneter Wahl der Basiselemente 
b,, .. ., by, von a, die Matrizen T,, dieser Darstellung die Gestalt 


dabei durchlaufen die %,, bei algebraisch abgeschlossenem Grundkérper A 
die Elemente von K und sonst die Matrizen der reguliren Darstellung des- 
jenigen Schiefkérpers A iiber K, iiber dem der einfache Summand des Rest- 
klassenringes von (0) nach seinem Radikal voller Matrizenring ist (vgl. 
VAN DER WAERDEN [2], § 129). Wegen %,,+ 0 gibt es daher in £(o0) Trans- 
formationen 7 und S™, w= 1,...,m,. deren Bilder [/? und SG) bei der 
obigen Darstellung die Gleichung 3” S{) R,, TY = € erfiillen; in ihr ist € die 


“ 
N,-reihige Einheitsmatrix. Die durch 2 7\“ R, S' = E, definierte Trans- 
formation liegt in £(o). Sie ist idempotent und definiert a,= 0 £,. Letzteres 
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ist klar, weil zu ihr, wegen %,, = 0 fiir j => 2, eine Matrix der Gestalt (3) ge- 
hért. — Nun laBt sich der Satz 6 durch vollstandige Induktion nach s be- 
weisen. Fiir s = 1 kann man £,= J nehmen: Falls s = 2 ist, kann man nach 
Induktionsannahme und auf Grund des Satzes 1 voraussetzen. daf fiir 
i=2,...,8 die Restklassenideale a;—a, in 0 —a, durch Idempotente £, 
definiert werden, die in T(o — a,) liegen und die beziiglich der Basis b,. . . .. by 
von o durch Matrizen der Gestalt (2) repriisentiert sind; dabei brauchen jedoch 
die durch die Beziehung (2) definierten Transformationen E, von © noch nicht 
idempotent zu sein. Geht man aber, ahnlich wie beim Beweis von Satz 1. 
zu den E; ~ E,— E,F,+ E, iiber. so haben diese wieder die Matrizengestalt (4) 
und sind daher idempotent. Die in T(o) enthaltenen idempotenten Trans- 
formationen E,. Ej.....£, definieren der Reihe nach in o die Ideale 
Q,, Gg, . . ., @,, g.e.d. 

Die in Satz 6 angegebene hinreichende Bedingung fiir die .,.Voraussetzung 
iiber o“ von § 1 ist nur fiir nicht assoziative Algebren von Bedeutung. denn 
es gilt der 

Satz 7. a sei ein minimales Ideal der assoziativen Algebra 0. Dann ist a 
entweder direkter Summand von 0 im ringtheoretischen Sinne oder es ist a®-— 0. 
also a im Wedderburnschen Radikal W(o) von © enthalten. 

Beweis durch Zuriickfiihrung auf das Theorem 2.2 von M. Hau |1]: Jede 
assoziative Algebra © ist eindeutig darstellbar als im ringtheoretischen Sinne 
direkte Summe einer halbeinfachen Algebra o’ und einer gebundenen Algebra 
0”, 0 == 0’'@o”. Dabei nennt Haut eine Algebra 0” gebunden beziiglich 
ihres Radikales W (o’’), wenn fiir ein Element 2 aus 0” aus x: W= W-ex- 0 
folgt x in W. Das Ideal a aus Satz 7 laBt sich darstellen in der Form a = {a 

\0'],® [ar\o0"]. Da a minimal ist, muB entweder ao’ oder ar\o” gleich 
null sein. Wenn a/\ 0” = 0 ist, dann ist a in o’ enthalten, also als zweiseitiges 
Ideal des halbeinfachen Ringes 0’ direkter Summand von 0’ und damit auch 
von 0”. Wenn aber a/)\ 0’ = 0 ist, muB a in der gebundenen Algebra o0”’ liegen. 
Lage a dann nicht in W(o”), dann wire a‘\ W(o0”)= 0. also a- W(o”) 
= W(o0")-a=0. Da 0” gebunden ist, lige doch a in W/o”). Aus a in W(o0”) 
und a minimal folgt, daB bereits a?— 0 ist. 

Das folgende unkomplizierte Beispiel } zeigt, das auch ohne die Voraus- 
setzung des Satzes 6 eine assoziative Algebra der ,.Voraussetzung iiber 0° 
aus § 1 geniigen kann. 

1. habe als (linear unabhangige) Basis iiber A die Elemente ,, by. by. 
Dabei sei b,= 1 das Einselement von 0. und im iibrigen sei die Multiplikation 
in o durch b? = 0, b, b= b,, b,b,— 0. b3 = by erklart. a,— {fb,; p< K} ist 
das Minimalideal von 0 und aj = 0. a, {f,6,+ Bebe; B;.f2¢ K} ist oberer 
Nachbar von a,. Beziiglich der Basis ,. b,. 6, gilt 


100 000 
R,~(o11), Ly,~{ 011). 
y 000 000, 


E, = R,,— L,, und E, = R,, liegen beide in T(o). sind idempotent und defi- 
nieren die Ideale a, bzw. a,. Die Assoziativitat von o priift man leicht nach. 
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DaB man andererseits die ,,Voraussetzung iiber 0° aus § 1 im Satz 2 nicht 
einfach weglassen kann, zeigt das Beispiel 

2. b,, bg sei Basis von 0, b? = b3 = b, b= 6, 6,~ 0. Der Transformations- 
ring ist T(o) = {B1; B « K}. In o ist 0O< {6 b,; B « K} < ag 0 eine maxi- 
male Kette. Aber auch jede der unendlich vielen Ketten 0 < al? = { |b, 
+ tb); B € K} < a,= © ist maximal. Jedes af” ist sogar direkter Summand, 
woran wir wieder die Bedeutung des Lemmas aus § | erkennen. 
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SchlieBungssiatze fiir orthogonale Abbildungen 
euklidischer Ebenen 
Von 
Kurt Scntrre in Marburg a. d. Lahn 


Einleitung 


Die hier betrachteten ,,euklidischen Ebenen“ sind affine Ebenen, in denen 
eine Orthogonalitatsrelation erklirt ist. Wie in einer friiheren Note’) gezeigt 
wurde, gehért zu einer solchen Ebene genau dann eine semibilineare metrische 
Grundform, wenn ein bestimmter SchlieBungssatz (,,Satz von den anti- 
orthologen Vierecken‘‘) erfiillt ist. ‘Ziel der vorliegenden Untersuchung ist es. 
die algebraische Bedeutung einiger Spezialfille dieses SchlieBungssatzes auf- 
zuzeigen. Als methodisches Hilfsmittel werden orthogonale Abbildungen 
herangezogen. 

Da der erwihnte SchlieBungssatz zu einer metrischen Semibilinearform 
tiihrt und da andererseits durch Semibilinearformen Korrelationen Desargues- 
scher projektiver Ebenen bestimmt sind?), liegt es nahe, den SchlieBungssatz 
mit Korrelationen in Zusammenhang zu bringen. Wir tun dies, ohne uns 
dabei auf Desarguessche Ebenen zu beschriinken (§1). Die Forderung ge- 
wisser Polarkorrelationen fiihrt zu einem Fiinfeck-SchlieBungssatz und zu 
konditionalen Spezialfallen des Satzes von den anti-orthologen Vierecken (§ 2). 
Ein anderer Spezialfall dieses*Satzes (,,Trapezsatz‘‘), der orthogonale Iso- 
morphismen von Dreigeweben verlangt, liefert einen Alternativkérper als 
Koordinatenbereich und einen Automorphismus der additiven Gruppe*) mit 
schwachen multiplikativen Bedingungen (§ 3). Zusammen ergeben die hier 
hetrachteten Spezialfille des Satzes von den anti-orthologen Vierecken einen 
involutorischen ‘Antiautomorphismus, dessen Fixelemente im Kern des 
Koordinaten-Alternativkérpers liegen (§ 4). 


§ 1. Orthogonale Korrelationen 

Als Grundrelationen der euklidischen Ebene nehmen wir die Inzidenz 
..Pig* und die Orthogonalitat ,.g | h‘‘. Fiir die Inzidenz sollen die Axiome der 
affinen Ebene gelten. Hiermit ist die Parallelitét ,g | h“ gegeben (mit der 
Bedeutung: g, h stimmen iiberein oder haben keinen Schnittpunkt). Fir die 
Orthogonalitat fordern wir: 

Ol. Mit g | hist h | g (Symmetrie). 

') Vgl. [12]. 

*) Vgl. [2], 8. 102. 


*) Der additive Automorphismus eines Schiefkérpers wurde in [9] auf den Trapezsatz 
zuriickgefiihrt. 
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02. Zu jedem Punkt P und jeder Geraden g gibt es genau eine Gerade h 
mit P/h und g | h (Existenz und Eindeutigkeit des Lotes). 

Hieraus folgt mit den affinen Axiomen: Mit g | h und h| k ist g | k 
(Transitivitat). 

Erklarungen zur Bezeichnung: 

1. Sind P, Q zwei verschiedene Punkte, so bezeichne P Q ihre Verbindungs- 
gerade. 

2. Sind g, h zwei nicht-parallele Geraden, so bezeichne gh ihren Schnitt- 
punkt. 

3. Das gemaB 02 eindeutig bestimmte Lot von einem Punkt P auf eine 
Gerade g werde mit Pg bezeichnet. 

Aus der affinen Ebene geht in bekannter Weise eine projektive Ebene hervoi 
indem die Parallelenscharen als ,,uneigentliche Punkte“ erkliart werden und 
eine ,,uneigentliche Gerade“‘ hinzugenommen wird. ‘ 

Die uneigentliche Gerade bezeichnen wir mit w. “\\ 

Unter einer ,,orthogonalen Korrelation“‘ verstehen 
wir eine Abbildung mit den Eigenschaften : 

Kl. Jeder Punkt P und jede Gerade g der \ 
projektiven Ebene besitzt eindeutig eine Bildgerade - \% 
P’ bzw. einen Bildpunkt g’ in der projektiven Ebene. %| ae 

K2. Alle Punkte und Geraden der projektiven |“ ———_ 
Ebene haben eindeutige Urbilder. ? 

K3. Mit P/g gilt auch g’/P’. 

K4. Urbild von @ ist ein eigentlicher Punkt O,. Dann ist nach K3 auch w’ 
ein eigentlicher Punkt Oy. 

K5. Bei P + 0, ist P’| O,P. 

K6. Fiir jede eigentliche Gerade g gilt g | O.g'. (K1—K3 sind die 
Korrelationsbedingungen, K 5 und K6 die Orthogonalitdtsbedingungen.) 

Aus K2 und K3 folgt: Mit g’/ P’ gilt auch P/g. 

Wir suchen einen SchlieBungssatz fiir die Existenz orthogonaler Korre- 
lationen auf. 

Es mége eine orthogonale Korrelation mit 0; = w und w’ - O, geben, bei 
der ein eigentlicher Punkt P,+ O, auf eine eigentliche Gerade P| = g, ab- 
gebildet wird. Nach K3 inzidiert O, nicht mit g, (da P, eigentlich ist). Nach K5 
ist P{ | O,P,. Mit Hilfe der genannten Punkte und Geraden laBt sich das 
Bild P; eines beliebigen Punktes P,, der nicht mit O, P, inzidiert, folyender- 
maBen konstruieren (Fig. 1): 

Da P, nicht mit O, P, inzidiert, so inzidiert der uneigentliche Punkt von y, 
nicht mit P,. Daher existiert g, P; in der affinen Ebene. Nach K3 ist (P, P,)’ 
= g,P,, also nach K6 P,P, 1 O,(9,P3). Da O, nicht mit g, inzidiert, ist 
9, + O,(P,P,). Hiermit folgt g, P, = 9,(0,(P,P,)). Nach K5 ist P, 1 O, Ps. 
also P; =(g, P,) (0, P;). Die letzten beiden Gleichungen ergeben 


(1) P= (9:(O2(P; P2))) (O, P,). 





Fig. 1 


Hiermit ist P, durch O,, 0,, P,,g, und P, eindeutig bestimmt. 
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P, sei ein weiterer Punkt, so daB O,, P,, P,, P; ein echtes Viereck bilden. 
Ps laBt sich sowohl mit dem Hilfspunkt P, und seiner Bildgeraden g,= P} als 
auch mit dem Hilfspunkt P, und seiner Bildgeraden P3; konstruieren. Die 
Unabhangigkeit der Geraden P; vom Hilfspunkt der Konstruktion wird aus- 
gedriickt durch die Gleichung 


(2) (9:(O2(P, Ps))) (O, Ps) = (P3(O,(P_P3))) (O, Ps), 


wo P, gemaB (1) bestimmt ist. Der hiermit 
gegebene SchlieBungssatz laBt sich folgender- 
mafen formulieren, wenn P, = 0,, Q, = Ox. 
Q, = Pz Ps. Q2= 9 Ps, Qs = 91 Po gesetat wird 
(vgl. Fig. 2): 

Satz von den anti-orthologen Vierecken: Gelten 
fiir zwei echte Vierecke P,,..., P; und Qo, .... Qs 
fiinf der Relationen 


P00) Paty) + Qaie) Qais) ; 


wo 2 die Permutationen der vier Zahlen 0, . . .,3 
durchlauft. so gilt auch die zugehérige sechste 
Relation. 





Bei der Konfiguration dieses Satzes kénnen 

Fig. 2 die fiinf Punkte P,, P,, P,, Ps, Q, und die Gerade 

9, = Q2 Q, vorgegeben werden. Die iibrigen Punkte 

und Geraden der Konfiguration sind dann durch die verlangten Orthogonali- 

titen bestimmt. Als ..( Pp». P; Qo, g,)-Satz bezeichnen wir den Satz von den 

anti-orthologen Vierecken fiir feste Py, P,, Qo, g,, wobei P,, P, alle Punkte- 
paare durchliuft. so daB Py. ..., P, ein echtes Viereck bilden. 

Unser bisheriges Ergebnis lautet: Wenn es eine orthogonale Korrelation 
mit O; ~ , w' =O, und P; = g, gibt, wo P, ein eigentlicher Punkt + 0, ist. 
so gilt der (O,. Py; Og. g,)-Satz von den antiorthologen Vierecken. 

Es sei nun umgekehrt dieser SchlieBungssatz vorausgesetzt. Wir suchen 
zu gegebenen eigentlichen Punkten 0,.0,. P,+ O, und einer eigentlichen Ge- 
raden g, | O, P,. die nicht mit 0, inzidiert. eine orthogonale Korrelation mit 
0; om, om - O, und P; = g,. Hierzu ist fiir jeden Punkt P,. der nicht mit 
G, P, inzidiert. die Bildgerade P3 gemaB (1) zu bestimmen. Mit einem solchen 
Paar P,. P) statt P,.g, erhalt man ebenso das Bild eines jeden Punktes der 
Geraden O; P,. KonstruktionsgemaB gilt dann K5 fiir alle Punkte und ihre 
Bildyeraden. Auf Grund des Satzes von den anti-orthologen Vierecken ist 
lic Konstruktion der Bildgeraden unabhangig vom Hilfspunkt. Hiermii ergibt 
sich allgemein: Sind die eigentlichen Punkte P. Q nicht mit O, kollinear. so 
haben die Geraden P’. Q’ und 0,(PQ) einen Schnittpunkt (gemaB Fig. 1 mit 
P. ( statt P,- Py). Erklaren wir diesen Schnittpunkt. der nur von der Ge- 
raden’ P( abhiingt. als Bild dieser Geraden, so erhalten wir fiir jede eigentliche 
Gerade gy. die nicht mit 0, inzidiert, und ihren Bildpunkt g’ die Eigenschaften 
K3 und K6. Indem auBerdem jeder mit O, inzidenten Geraden g als Bild 





on 
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der uneigentliche Punkt aller Senkrechten zu g zugeordnet wird, ergibt sich 
die gewiinschte orthogonale Korrelation mit allen Eigenschaften K1—K6. 

Hiermit ist bewiesen: 

Satz 1. Zu den eigentlichen Punkten O,,O0,, P, +O, und einer eigentlichen 
Geraden g, | O, P,, die nicht mit O, inzidiert, gibt es genau dann eine orthogonale 
Korrelation mit 0; = w, w' =O, und P; = g,, wenn der (O,, Py; Oz, g,)-Satz von 
den anti-orthologen Vierecken gilt. 

Wir sprechen von einer ,,zentralen“ orthogonalen Korrelation, wenn 0, = 0, 
ist (mit den Bezeichnungen von K4). Der Punkt O mit O’= w, w'= 0 ist 
das ,,Zentrum“ einer solchen Korrelation‘). 

In einer Translationsebene (in der es zu je zwei Punkten eine Translation 
gibt, die den einen Punkt auf den anderen abbildet) ist jede nicht-zentrale 
orthogonale Korrelation gleich einem Produkt aus einer zentralen orthogonalen 
Korrelation und einer Translation. 

Zwischen den zentralen orthogonalen Korrelationen mit festem Zentrum O 
und den Zentralkollineationen mit demselben Zentrum O und der Achse w ist 
unmittelbar folgender Zusammenhang zu erkennen: 

1. Das Produkt von zwei orthogonalen Korrelationen ist eine Zentral- 
kollineation. 

2. Das Produkt aus einer orthogonalen Korrelation und einer Zentral- 
kollineation ist eine orthogonale Korrelation. 

3. Gilt der Satz von den anti-orthogonalen Vierecken, so ist jede Zentral- 
kollineation gleich einem Produkt von zwei orthogonalen Korrelationen. 

Die Gruppe, die von den orthogonalen Korrelationen mit Zentrum ( 
erzeugt wird, besteht also aus den orthogonalen Korrelationen und Zentral- 
kollineationen. 


§ 2. Polarkorrelationen 

Als ,,Polarkorrelation“ bezeichnen wir eine orthogonale Korrelation. dic 
involutorisch ist, also auBer K1—K5 die Eigenschaft besitzt : 

K7. P= P fiir alle Punkte P. 
Eine solche Korrelation ist zentral. K6 folgt aus K5 und K7. 

Um orthogonale Korrelationen als involutorisch nachzuweisen, gebrauchen 
wir: 

Satz 2. Bei einer orthogonalen Korrelation mit Zentrum O gilt fiir eigentlich: 
Punkte P + O: 

a) Ist P ~ P’’, so hat jedes Dreieck OP Q mit Q/P’ einen Hohenschnittpunkt. 

b) Hat ein Dreieck OPQ mit Q/P’ einen Hohenschnittpunkt, so ist P = P’’. 

Beweis: OPQ sei ein eigentliches Dreieck mit Q/P’. Dann ist Q’+ OP 
und nach K3 auch P”/Q’. Nach K5 und K6 ist P’| OP, Q’1 OQ und 
P’| OP". Daraus folgt P”/O P, P’ = Q(O P) und Q’ = P” (OQ). Da gemaB (1) 
Q'= (P’(O(PQ))) (OQ) ist, haben die Geraden P’, Q’,O(PQ) einen Schnitt- 
punkt S. Die Geraden P’= Q(OP) und O( PQ) sind Héhen des Dreiecks 0 PY. 

*) Die orthogonalen Korrelationen mit Zentrum O in der euklidischen Ebene tiber 


dem Kérper der reellen Zahlen sind die Pol-Polarenbeziehungen an Kreisen mit dem 
Zentrum O. 
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Die dritte Héhe P(OQ) geht genau dann durch den Schnittpunkt S der beiden 
anderen Héhen, wenn P(OQ) = P” (OQ) = Q’, also P/Q’ ist. Diese Bedingung 
ist wegen P’/Q’, P”/OP und Q’+ OP mit P” = P aquivalent. 

Anmerkung zu Satz 2: Inzidiert P mit P’, so ist jedes Dreieck OPQ mit 
Q/P’ rechtwinklig (wegen P’| OP). Hierfiir gilt trivialerweise der Héhen- 
schnittpunktsatz und auch P’’= P. 

Fir die im Satz 2 genannten Eigenschaften fihren wir folgende Be- 
zeichnungen ein: 

Ein Tripel (O,P,g) eigentlicher Punkte O+ P und einer eigentlichen 
Geraden g | OP, die nicht mit O inzidiert, heiBe ,,schwach ausgezeichnet™ bzw. 
. stark ausgezeichnet’*, wenn mindestens ein eigentliches Dreieck O PQ mit Q/¢ 
bzw. jedes derartige Dreieck einen Héhenschnittpunkt besitzt. 

Aus Satz 2 folgt fiir orthogonale Korrelationen P-> P’ mit Zentrum 0: 
Jedes schwach ausgezeichnete Tripel (O, P, P’) ist zugleich stark ausgezeichnet. 

Satz 3. a) Bei einer Polarkorrelation mit Zentrum O ist jedes Tripel (O, P, P’) 
mit eigentlichem P + O stark ausgezeichnet. 

b) Eine orthogonale Korrelation mit Zentrum O, zu der ein schwach aus- 
gezeichnetes Tripel (O, P, P’) gehért, ist eine Polarkorrelation. 

Satz 3a) folgt unmittelbar aus Satz 2a). 

Beweis von Satz 3b): Gegeben sei eine orthogonale Korrelation mit Zen- 
trum O, zu der ein schwach ausgezeichnetes Tripel (0, P,P’) gehért. Nach 
Satz 2b) folgt P= P”. Q sei ein eigentlicher Punkt, der nicht mit O P inzi- 
diert. Dann ist R = P’Q’ ein eigentlicher Punkt, der weder mit OP noch 
mit OQ inzidiert. Wegen P = P” und R/P’ hat nach Satz 2a) das Dreieck 
O PR einen Hoéhenschnittpunkt. Aus P =- P” und R/P’ folgt P/R’. Satz 2b) 
liefert R= R”. Dann gilt mit R/Q’ auch Q/R’. Wegen R= R” hat nach 
Satz 2a) das Dreieck OQR einen Héhenschnittpunkt. Mit R/Q’ folgt nach 
Satz 2b) Q@ = Q”. Wendet man dieselbe Uberlegung auf Q statt P an, so 
erhalt man A = A” fiir alle eigentlichen. Punkte A+ O. Da diese Gleichung 
auch fiir A =O und fir jeden uneigentlichen Punkt A gilt, ist die Polar- 
eigenschaft nachgewiesen. 

Die Existenz einer Polarkorrelation erfordert nach den Sitzen 1 und 3 
den Satz von den anti-orthologen Vierecken und den Héhenschnittpunktsatz 
fiir entsprechende Punkte. Man kann sich aber auch auf folgenden SchlieBungs- 
satz allein beziehen: 

Fiinfecksatz: Schneiden sich vier Héhen eines Fiinfecks (Lote von den 
Ecken auf ihre Gegenseiten) in einem Punkt, so geht auch die fiinfte Héhe 
durch diesen Schnittpunkt. 

Satz 4. Eine Polarkorrelation mit dem Zentrum O, durch die ein eigentlicher 
Punkt P+ O auf eine eigentliche Gerade'g | OP, die nicht mit O inzidiert, 
abgebildet wird, existiert genau dann, wenn der Fiinfecksatz fiir alle Fiinfecke 
mit einem Eckpunkt P, der Gegenseite g und dem Héhenschnittpunkt O gilt. 

Beim Beweise gebrauchen wir folgende Bezeichnungen : 

Punkte 1. Art: Eigentliche Punkte, die nicht mit O P inzidieren. 

Punkte 2. Art: O und alle uneigentlichen Punkte. 
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Punkte 3. Art: Eigentliche Punkte + O auf OP. 

Geraden 1. Art: Eigentliche Geraden, die nicht mit O inzidieren und nicht 
zu g parallel sind. 

Geraden 2. Art: Die uneigentliche Gerade w und alle mit O inzidenten 
Geraden. 

Geraden 3. Art: Eigentliche Geraden | g, die nicht mit O inzidieren. 

Beweis von Satz 4: Fir jeden Punkt @ 1. Art laBt sich die Bildgerade Q’ 
gemaB (1) durch Q’= (g(0(PQ))) (OQ) definieren. Fiir jede Gerade h 1. Art 
erhalt man einen Punkt Q, 1. Art mit Qj = A. 2 
Die Polareigenschaft der Korrelation erfordert 0 q 
h’= Q, und Q,/Q; fiir alle Punkte Q, 1. Art mit $/é2/) 
Q,/Q;. Diese Inzidenzforderung wird durch den 
Fiinfecksatz fiir das Fiinfeck P, Q,, 9(O(PQ,)), e 
g(O(PQ,)). Q, ausgedriickt (Fig. 3). Die Giiltig- 9g 
keit des angegebenen Fiinfecksatzes ist also 
notwendig fiir die Existenz der geforderten g (0(PQ,) 
Polarkorrelation. Wir setzen nun diesen Fiinfeck- 
satz voraus. Dann kann fiir alle Punkte 1. Art 
Q” = Q gesetzt werden, und es ergibt sich fiir alle 
Punkte und Geraden 1. Art mit Q/h auch h’/Q’. Jeder eigentlichen Geraden h 2. Art 
ist als Bild h’ der uneigentliche Punkt U aller Senkrechten zu h zuzuordnen, 
und umgekehrt ist U’=h zu setzen. Mit diesen Festsetzungen und mit 
O'= 0, w'=0 wird Q”= Q und Q/h iiquivalent h’/Q’ fiir alle Punkte und 
Geraden 1. und 2. Art. Q,, Q, seien zwei verschiedene 
Punkte 1. oder 2. Art, die mit einer Geraden A 3. Art c 
inzidieren. Ihre Bildgeraden Q;, Q5 schneiden sich in 
einem Punkt h’. Wire h’ von 1. oder 2. Art, so kénnte 
h” = h keine Gerade 3. Art sein. Daher ist h’ ein Punkt 
3. Art und eindeutig durch h bestimmt. Man findet zu 
jedem Punkt Q 3. Art genau eine Gerade h 3. Art mit 
h'= Q. Setzt man hierfiir Q’= h, so hat man die ge- 
suchte Polarkorrelation mit P’ = g gewonnen. 

Gilt der Fiinfecksatz allgemein, so gilt nach den { ” 
Satzen 3 und 4 auch der Héhenschnittpunktsatz allge- Fig. 4 
mein. Umgekehrt liefert der Héhenschnittpunktsatz den 
Satz von den anti-orthologen Vierecken und hiermit nach den Siatzen 1, 3 
und 4 den Fiinfecksatz. Eine entsprechende Aquivalenz zwischen Fiinfecksatz 
und Héhenschnittpunktsatz braucht aber bei Beschriinkung auf spezielle Fille 
dieser Siatze nicht zu bestehen. 

Die Aquivalenz zwischen schwacher und starker Auszeichnung, die nach 
Satz 2 fiir Tripel (O, P, P’) bei zentralen orthogonalen Korrelationen besteht, 
14Bt sich durch folgenden SchlieBungssatz kennzeichnen : 

Konditionaler Héhenschnittpunktsatz: Hat ein Dreieck 4 BC einen Héhen- 
schnittpunkt S, so hat auch jedes Dreieck A BD mit D/C(A B) einen Héhen- 
schnittpunkt 7’ (Fig. 4). 

Math. Ann. 132 
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Fig. 3 





8 

















112 Kurt Scuiirre: 

Der Satz ist ein konditionaler SchlieBungssatz, da der vorausgesetzte 
Héhenschnittpunkt S nur fiir spezielle Lagen von A, B,C zu existieren braucht. 
Er ist ein Spezialfall des Satzes von den anti-orthologen Vierecken, namlich 
fir die Vierecke A BCT und ABDS, wo C,D,S,T auf einer Senkrechten 
zu A B liegen. Wir bezeichnen A, B als die ., Basispunkte* und C(A B) als die 
Hohe der Konfiguration. 

Man erkennt unmittelbar: 

Satz 5. Ein schwach ausgezeichnetes Tripel (O, P, g) ist genau dann zugleich 
stark ausgezeichnet, wenn der konditionale Hohenschnittpunktsatz fiir die Basis- 
punkte O, P und die Hohe g gilt. 

Der im Satz 5 genannte konditionale Héhenschnittpunktsatz ist ein 
Spezialfall des (O,P;0.g)-Satzes von den anti-orthologen Vierecken. Fiir 
orthogonale Korrelationen mit Zentrum O und eigentliche Punkte P + 0 gilt 
nach Satz 1 der (O,P; 0, P’)-Satz, also auch der konditionale Héhenschnitt- 
punktsatz mit Basispunkten 0, P und der Héhe P’. Dies steht mit Satz 5 im 
Einklang zu der Folgerung aus Satz 2, nach 
der die schwache mit der starken Auszeichnung 
fiir Tripel (0, P, P’) einer zentralen orthogo- 
nalen Korrelation iibereinstimmt. Eine sol- 
che Ubereinstimmung braucht aber nicht fiir 
beliebige Tripel (O, P,g) zu bestehen. 

Eine Existenzaussage fiir Polarkorreiati- 
onen erhalt man mit einem weiteren Spezial- 
fall des Satzes von den anti-orthologen Vier- 
ecken. 

Konditionaler Fiinfecksatz: Schneiden sich 

Fig. 5 . vier Héhen eines Fiinfecks A,... A, in 

einem Punkt O und hat das Dreieck 0A, A, 

einen Hoéhenschnittpunkt S, so geht auch die fiinfte Héhe des Fiinfecks 
durch 0. 

Dieser konditionale SchlieBungssatz ist ein Spezialfall des Satzes von den 
anti-orthologen Vierecken, nimlich fiir die Vierecke 0 A,A,A, und OA,S Ag. 
wo S Schnittpunkt von 4, 4, und A, A, ist (Fig. 5). 

Satz 6. Gilt der konditionale Fiinfecksatz, so gibt es zu jedem stark aus- 
gezeichneten Tripel (O,P,g) eine Polarkorrelation mit Zentrum O und P’ = g. 

Beweis: Ist das Tripel (O, P,g) stark ausgezeichnet, so hat jedes Dreieck 
OPQ mit Q/g einen Héhenschnittpunkt. Hieraus folgt mit dem konditionalen 
Fiinfecksatz der Fiinfecksatz fiir alle Fiinfecke mit einem Eckpunkt P, der 
Gegenseite g und dem Héhenschnittpunkt 0. Dann existiert die geforderte 
Polarkorrelation nach Satz 4. 

Satz 7. Der konditionale Hihenschnittpunktsatz gilt zugleich mit dem kon- 
ditionalen Fiinfecksatz genau dann, wenn es zu jedem schwach ausgezeichneten 
Tripel (O, P,g) eine Polarkorrelation mit Zentrum O und P’ = g gibt. 

Beweis: Falls die geforderten Polarkorrelationen existieren, gilt nach den 
Satzen 2 und 5 der konditionale Héhenschnittpunktsatz und nach Satz 4 
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auch der konditionale Fiinfecksatz. Die Umkehrung folgt aus den Satzen 5 
und 6. 

Folgerung aus Satz 7: Mit dem konditionalen Héhenschnittpunktsatz und 
dem konditionalen Fiinfecksatz ist die Existenz von Polarkorrelationen gegeben. 

Beweis: Jedes rechtwinklige Dreieck OPQ mit OQ 1 PQ liefert ein 
schwach ausgezeichnetes Tripel (O,P,Q(OP)). Hierzu gibt es auf Grund der 
angegebenen SchlieBungssiitze eine Polarkorrelation mit Zentrum 0. 

Existiert eine Polarkorrelation, so laBt sich in der projektiven Ebene eine 
pseudo-elliptische®) Metrik einfiihren, indem zwei Geraden g,h genau dann 
als pseudo-orthogonal erklart werden, wenn g’ mit h (also auch h’ mit g) inzi- 
diert. Diese Pseudoorthogonalitat stimmt bei Geraden, von denen mindestens 
eine mit dem Zentrum der Polarkorrelation inzidiert, mit der axiomatisch 
gegebenen euklidischen Orthogonalitat iiberein. 

Aus dem allgemeinen Satz von den anti-orthologen Vierecken erhalt man 
durch zweimalige Anwending den allgemeinen affinen Satz von DEsARGUEs; 
und mit den im Satz 7 genannten Spezialfillen des Satzes von den anti- 
orthologen Vierecken ergeben sich gewisse Polarkorrelationen. Mit dem 
affinen Satz von DeEsarGvEs lassen sich Koordinaten einfiihren, die einen 
Schiefkérper bilden. Bekanntlich wird dann jede Polarkorrelation durch eine 
semibilineare Form gegeben®).. Indem man die*Grundform einer pseudo- 
elliptischen Metrik auf diejenigen Geraden beschriinkt, die mit dem Zentrum 
der Polarkorrelation inzidieren, erhilt man eine semibilineare metrische Form 
fiir die euklidische Orthogonalitat. Hiermit ist ein neuer Beweis dafiir ge- 
geben, daB der Satz von den anti-orthogonalen Vierecken eine semibilineare 
Orthogonalitatsrelation liefert 7’). 


§ 3. Orthogonale Isomorphismen von Dreigeweben 


Ein Spezialfall des Satzes von den anti-orthologen Vierecken ist der 
Trapezsatz, bei dem die anti-ortholog aufeinander bezogenen Vierecke A,...A, 
und B,...B, parallele Seiten A,A, || A,A, und B,B,! B,B, haben. Ver- 
tauscht man die Bezeichnungen fiir die Punkte B,, B,, so kann man den 
Satz auch als Spezialfall des Satzes von den orthologen Vierecken folgender- 
maBen formulieren. 


Trapezsatz: Gelten fiir zwei Vierecke A,...A, und B,... By, mit 
A, A, | A,A, und B, B, | B, B, finf der Relationen 
A,A, | B,B, (lsi<ks4), 


so gilt auch die sechste Relation. 


*) Die Bezeichnung ,.elliptisch’* bezieht sich nur auf die inzidentielle Eigenschaft, 
daB je zwei Geraden einen Schnittpunkt besitzen. Entsprechend sind die hier betrachteten 
Ebenen nur insofern ,.euklidisch**, als die inzidentielle Forderung des Parallelenaxioms 
zugrunde liegt. Isotrope Geraden (die auf sich selbst senkrecht stehen) sind in jedem Falle 
zugelassen. 3 

*) Vgl. [2], S. 102. 

*) Ein anderer Beweis wurde in [12] auf dem Wege tiber ein Nkalarprodukt gefiihrt. 
s* 
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Dieser Satz laBt sich nicht wie der allgemeine Satz von den anti-orthologen 
Vierecken oder der allgemeine Satz von den orthologen Vierecken*) durch 
orthogonale Korrelationen bzw. Kollineationen der affinen oder projektiven 
Ebene charakterisieren, wohl aber durch entsprechende Abbildungen von Ge- 
weben. Der Trapezsatz kann als ein Satz von anti-orthologen Vierecken 
durch duale Isomorphismen von Dreigeweben auf duale Dreigewebe charakteri- 
siert werden, zugleich aber auch als ein Satz von orthologen Vierecken durch 
orthogonale Isomorphismen von Dreigeweben. Wir wihlen die letzte Még- 
lichkeit. Hierbei werden nur Punkte und Geraden der affinen Ebene ver- 
wendet. 

Durch zwei verschiedene Punkte A, B wird ein Dreigewebe (A, B) bestimmt, 
das folgende Punkte und Geraden enthalt: Alle Punkte der affinen Ebene, 
die nicht mit A B inzidieren; alle Geraden, die mit A oder. B inzidieren oder 
zu A B parallel sind, wobei die Gerade A B selbst ausgeschlossen wird. 

Ein orthogonaler Isomorphismus von einem Dreigewebe (A, B) auf ein Drei- 
gewebe (A’, B’) ist eine umkehrbar eindeutige Abbildung eines jeden Punktes P 
und einer jeden Geraden g aus (A, B) auf einen Punkt P’ bzw. auf eine Ge- 
rade g’ aus (A’, B’), so daB mit P/g stets P’/g’ und allgemein g | g’ gilt. Zwei 
Dreigewebe heiBen orthogonal-isomorph, wenn es einen orthogonalen Iso- 
morphismus des einen Dreigewebes auf das andere gibt. 

Satz 8. Der allgemeine Trapezsatz gilt genau dann, wenn je zwei Dreigewebe 
(A, B) und (A’, B’) mit A B | A’ B’ orthogonal-isomorph sind. 

Beweis: Bei einem orthogonalen Isomorphismus von (A, B) auf (A’, B’) ist 
jede Gerade a, die mit A inzidiert, auf die Gerade a’= A’a abzubilden. Ent- 
sprechend ist b’= B’b bei B/b zu setzen. Jeder Punkt P des Gewebes (A, B) 
ist eindeutiger Schnittpunkt der Geraden A P, BP. Als Bildpunkt P’ ist der 
Schnittpunkt ihrer Bildgeraden zu nehmen. Die Inzidenztreue (,,mit P/g gilt 
auch P’/g’‘) besteht dann fiir alle Geraden, die mit A oder B inzidieren. Die 
Forderung, daB sie auch fiir die Parallelen zu A B gilt, ist unmittelbar mit dem 
Trapezsatz aquivalent. 

Wir suchen das algebraische Aquivalent des Trapezsatzes auf. Durch 
zweimalige Anwendung dieses Satzes erhilt man einen Spezialfall des Satzes 
von DrsarcvuEs. Hiermit lassen sich Koordinaten einfiihren, die bei Cha- 
rakteristik + 2 einen Alternativkérper bilden. Zum Beweise gehen wir davon 
aus, daB der affine kleine Satz von DesarGues zu den Folgerungen aus dem 
Trapezsatz gehért. (Mit Hilfe des Trapezsatzes erhilt man zunichst den 
kleinen Satz von DesarcuEs fiir jede eigentliche Gerade g als Achse und fiir 
den mit g inzidenten uneigentlichen Punkt als Zentrum. Hieraus folgt, wie 
z. B. aus [7] zu entnehmen ist, auch der affine kleine Satz von DESARGUES.) 
Die Ebene ist daher eine Translationsebene und besitzt einen Koordi- 
naten-Quasikérper, mit dem die Geraden durch Gleichungen y = az + 6 
und «=c dargestellt werden®). Das Koordinatensystem kann so gewahit 

‘*) Der Satz von den orthogonalen Vierecken ist nach [10] mit der Existenz gewisser 


orthogonaler Kollineationen aquivalent. 
*) Vgl. [4] oder [11]. 
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werden, daB x=a{y=b ist. Dann gibt es eine umkehrbar eindeutige 
Abbildung a — a’ der Koordinatenelemente + 0 auf sich, so daB y=azJ{y 
=a'x ist. Wir definieren @ durch die Gleichungen 0 =0 und a’ (ka) = 1 
fiir a + 0, wo k eine Konstante mit 1'k = 1 ist. a—a@ ist eine umkehrbar 
eindeutige Abbildung aller Koordinatenelemente auf sich mit 


0=0,1=1 und y=azr1 y= (ka)-'z fir a+ 0, 


wo u~' durch u-!u = 1 definiert ist. Die Eigenschaften dieser Abbildung 
suchen wir zugleich mit den Alternativkérper-Eigenschaften der Koordinaten 
auf. 

I. Bei dem orthogonalen Isomorphismus (A, B)-(A’, B’) mit A = A’ 
= (0,0) B= (0,bc), B’ = (kb,0), b+ 0, c+ 0 findet man fiir die Geraden 
und Punkte 


y = be, y = bz, (c, be), c= c¢, y= ax + be, (c, ac + be) 
der Reihe nach die Bilder 
x= kb, y = (kb) x, (kb,1), y= 1, y = (ka) x — (ka) (kb), (ka + kb, 1). 


Auf Grund der Isomorphie steht die Gerade y = (ka + kb)-'x senkrecht auf 
der Verbindungsgeraden von (0, 0) und (c, ac + bc). Diese Verbindungsgerade 
ist also von c unabhangig und hat die Gleichung y =(a + 6) x. Daraus folgt 
das zweite Distributivgesetz 


(a+ b)c=ac+ be 


(neben dem anderen Distributivgesetz, das in jedem Quasikérper gilt) und 





(3) a+b6=a+b5. 


Aus (3) folgt insbesondere 0 = 0. 
II. Bei dem orthogonalen Isomorphismus (4, B)-+(A’, B’) mit A = A’ 
(0,0), B = (b.b), B’= (k,1), 6+ 0 haben die Geraden und Punkte 


x= b, y= (2—a)z, (b,2b—ab), y= 2+ b -- ab, y = 5, (ab,b) 
der Reihe nach die Bilder 
y=1, y=(2k—ka) "2g, (2k—kG, 1), y= kk a@—1 +k" (ka), a= k, (kk (ka)). 


Auf Grund der Isomorphie stehen die Verbindungsgeraden g = (0,0) (ab,6) 
und g’= (0,0) (k,k-"(ka@)) aufeinander senkrecht. Die Gerade g ist also un- 
abhingig von 6 und hat die Gleichung y = a~'z. Hiermit erhilt man das 
Linkskiirzungsgesetz 


a-*'(ab) =b. 


Wir setzen nun Charakteristik + 2 voraus. Das heiBt geometrisch, daB wir 
das Fano-Axiom hinzunehmen: ,,Die Diagonalen eines Parallelogramms haben 
einen Schnittpunkt.“ Dann folgt auch das Rechtskirzungsgesetz 


(ab) b= a, 














116 Kurt Scui'rre: 
und die Koordinaten bilden einen Alternativkérper!). Die Gerade g’ erhialt 
nun die Gleichung y = (ak-!)x. Aus g | g’ folgt 


(4) ot= 4! 

Auf Grund des Linkskiirzungsgesetzes ist auch « = ay + b eine Geraden- 
gleichung. Wir kénnen daher allgemein 
(5) y=axr+bix=(kajy+e 


setzen. Diese Relation gilt mit 0 = 0 auch fiir a = 0. 

IIl.. Wir zeigen. daB auch umgekehrt mit den Alternativkérperregeln und 
den Abbildungsregeln (3), (4) der Trapezsatz erfiillt ist. Hierzu brauchen wir 
neben den elementaren Alternativkérperregeln a(ab) = a*b, (ab)b = ab’. 
a(ba) = (ab)a, (ab)-!= b-'a-! und den Kiirzungsregeln nur die Folgerungen"™) 


(6) a(b(ac)) = (aba)c 

(7) (ka) (bk-') (ka) = k(aba) 
und die Abbildungsregel 

(8) aba = aba. 


Die letzte Regel ergibt sich folgendermaBen: 


(a-!— (a + b*)-") (a + B-*) = a-"-?, 
also 
(a-!— (a + % “1)-1)-1 — (a + 6-1) (bu) = aba+a 
und 
aba * (a— (a + b-")-") 1 —a. 
Hieraus folgt (8) mit (3) und (4). 

Um den Trapezsatz zu bestitigen, haben wir einen orthogonalen Isomor- 
phismus (A, B)—(A’, B’) fir A = A’=(0,0), B= (v,uv), B= ((ki) w,w). 
v+ 0, w+ 0 mit beliebigen u,v,w nachzuweisen. (Da eine Translationsebene 
vorliegt, geniigt die spezielle Wahl von A,A’.) Die Geraden durch A bzw. B 
sind folgendermaBen abzubilden: 


(9a) y= ax +x = (ka)y. 

(9b) y = bx + (u—b) vax = (kb) y + (ki— kb) ww. 

Als Abbildung der Parallelen zu A B nehmen wir 

(9c) y=ur+ev +x = (ku) y+ (ke) w. 

Zwei Originalgeraden (9a), (9b) haben einen Schnittpunkt (29.az,) mit 
X= (a— b)-*((u — b)v). Dieser liegt auf der Originalgeraden (9c) mit 

(10) c = (u — b) ((u— b)-'— (a — b)-) (u — B), 


1°) Vgl. [5], [13] oder [11], 8. 182. Konfigurative Ableitung der Alternativkérper- 
regeln in [6]. S. 128. 

™) Vgl. [8] oder [11]. S. 160. Regel (7) ist mit den dort angegebenen Regeln leicht zu 
gewinnen. 
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wie sich mit (6) errechnet. Die zugehérigen Bildgeraden (9a), (9b) haben 
den Schnittpunkt ((k@) yo, yo) mit yy= (ka — kb)-* ((ku — kb) w). Wir haben 
zu zeigen, daB er auf der Bildgeraden (9c) liegt. Indem man (8) auf (10) 
anwendet, erhalt man mit (7) die entsprechende Gleichung (ka) y,= (ki) yo + 
+(k¢)w. Es liegt also ein orthogonaler Isomorphismus vor. 

Aus (5) folgt mit der Symmetrie der Orthogonalitat : 


(11) ka = ak, insbesondere k = k. 


Wir fassen zusammen: 

Satz 9. Das algebraische Aquivalent einer euklidischen Ebene, in der das 
Fanoaxiom und der Trapezsatz g-lten, ist eine ebene Geometrie iiber einem Alter- 
nativkérper von einer Charakteristik + 2 mit y= ax | x= (ka)y, wo k+ 0 
und a-> a eine umkehrbar eindeutige Abbildung ist mit den Eigenschaften : 


Tl=1la+6=4+6,a'=@"', ka=ak. 


§ 4. Orthogonale Korrelationen in Ebenen iiber Alternativkérpern 

Wir untersuchen orthogonale Korrelationen einer Ebene, die mit Fano- 
axiom und Trapezsatz gemaiB Satz 9 algebraisiert ist. Hierbei kénnen wir 
uns auf orthogonale Korrelationen mit dem Zentrum (0,0) beschrinken, da 
eine Translationsebene vorliegt, in der alle orthogonalen Korrelationen aus 
den speziellen Korrelationen mit festem Zentrum durch Translationen hervor- 
gehen. 

Eine orthogonale Korrelation mit Zentrum (0,0) ist eindeutig bestimmt 
durch die Bildgerade des Punktes (1,0). Als Gleichung dieser Bildgeraden 
kann z = ke mit e+ 0 angesetzt werden. 

Wir fragen, unter welchen Bedingungen eine orthogonale Korrelation 
mit Zentrum (0,0) existiert, bei der (1,0) auf z = ke abgebildet wird. Eine 
solche Korrelation ist in folgender Weise festgelegt : 

1. Die Bildgerade eines Punktes (u,v) mit v+ 0 ist gemaB (1) zu konstru- 
ieren. Die entsprechende Rechnung liefert die Geradengleichung 


y = ((uv") k-*) a — (6 ke) (ke). 

2. Auf Grund der Korrelationsbedingungen ist nun einer Geraden y = a 

mit a+ 0 der Bildpunkt 
(0,— (@-* k-) (ke)) 

zuzuordnen. 

3. Entsprechend erhalt gemaB 1. jede Gerade x = ay + b mit b+ 0 den 
Bildpunkt 

((kB-1) e, (@k-*) ((kb-)e)) . 


4. GemaB 3. hat man fiir (u,0) mit u+ 0 die Bildgerade 
‘a= (ki-)e. 


5. Als Bilder von (0,0), y = az, dem uneigentlichen Punkt aller Geraden 
y = ax-+ const und der uneigentlichen Geraden sind der Reihe nach zu 
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wihlen: Die uneigentliche Gerade, der uneigentliche Punkt aller Geraden 
x = (ka) y + const, x = (ka) y, (0,0). 

Nach diesen Festsetzungen erkennt man leicht, daB zum Nachweis einer 
orthogonalen Korrelation nur die Forderung gebraucht wird: 

Bei b+ 0, v+ 0 inzidiert der Bildpunkt von x= ay-+ 6 mit der Bild- 
geraden von (av + b,v). 

Alle iibrigen Bedingungen der orthogonalen Korrelation lassen sich un- 
mittelbar bestatigen. Die nachzuweisende Forderung wird ausgedriickt durch 
die Gleichung 


(@k-) ((kb-")e) = (@k-* + (Bv=) k-) ((kb-)e) — (0-1 k-*) (ke) . 
Eine einfache Umrechnung mit Hilfe der Alternativkérperregeln fiihrt zu 
5-1(ek-2) — (60-1) (6-1 (ek-)). 


Indem wir b,v durch a-!, b-!a-! ersetzen, erhalten wir das Ergebnis : 
Satz 10. Eine orthogonale Korrelation mit Zentrum (0, 0), bet der (1, 0) auf 
x = ke abgebildet wird, existiert genau dann, wenn fiir alle a,b die Produktregel 
gilt: 
(ab) (ek-!) = b(a@(ek-)). 


Existiert die betreffende orthogonale Korrelation, so ist sie nach Satz 3 
genau dann eine Polarkorrelation, wenn ein Dreieck mit den Ecken (0,0), 
(1,0), (ke,c), wo c+ 0 ist, einen Héhenschnittpunkt besitzt. Wir kénnen 
uns hierbei auf c = e — k~ beschrinken. Ist nimlich e — k~'= 0, so inzidiert 
(1,0) mit seiner Bildgeraden x = ke, und die Korrelation ist gemaB Satz 3 
und der Anmerkung zu Satz 2 eine Polarkorrelation. Die Héhen des ange- 
gebenen Dreiecks haben die Gleichungen x = ke, y = k, x = (l—@-* k-") y+ 1. 
Als Héhenschnittpunktsbedingung erhalt man é = e. 

Hiermit ist bewiesen: 

Satz 11. Eine orthogonale Korrelation mit Zentrum (0, 0), bei der (1, 0) auf 
x = ke abgebildet wird, ist genau dann eine Polarkorrelation, wenn é@ = e ist. 

Die Forderung, die nach Satz 7 durch den konditionalen Héhenschnitt- 
punktsatz und den konditionalen Fiinfecksatz gegeben ist, besagt nun fiir 
Ebenen iiber Alternativkérpern : 

Ist € = e, so gibt es eine Polarkorrelation mit Zentrum (0,0). die (1,0) auf 
x = ke abbildet. 

Das heiBt nach Satz 10: 


(12) Bei é = e ist (ab) (ek-!) = 6 (@ (ek). 
Da k = k ist, folgt aus (12) insbesondere 

(13) ab = ba. 

Regel (11) geht hiermit iiber in 

(14) a@=a. 








uf 
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Die Regeln (3), (13) und (14) besagen: a—@ ist ein involutorischer Antiauto- 
morphismus. Mit (13) ist (12) aquivalent zu: 


(6 @) (ek-*) = b(@ (ek-")) fiir alle a,b. 


Das heibt: ek-* liegt im Kern’) des Alternativkérpers. Dies ist genau dann 
der Fall, wenn jedes Fixelement (d. h. jedes Element ¢ mit @ = e) im Kern des 
Alternativkérpers liegt. 

Mit den Satzen 7 und 9 erhalten wir so das Ergebnis: 

Satz 12. Das algebraische Aquivalent einer euklidischen Ebene, in der das 
Fanoaxiom, der Trapezsatz, der konditionale Hohenschnittpunktsatz und der 
konditionale Fiinfecksatz gelten, ist <ine ebene Geometric iiber einem Alternativ- 
kérper von einer Charakteristik + 2 mit y=ax | x =(ka)y, wo a—@ ein 
involutorischer Antiautomorphismus ist, dessen Fixelemente im Kern des Alter- 
nativkérpers liegen, und k ein Fixelement + 0 ist. 

Fir Ebenen, in denen die im Satz 12 genannten SchlieBunyssitze gelten. 
lassen sich die orthogonalen Korrelationen mit Zentrum (0,0) durch die 
Geraden x = ke, die als Bilder des Punktes (1,0) auftreten kénnen, leicht 
beschreiben. Nach Satz 10 und der Produktregel (13) gibt es orthogonale 
Korrelationen zu genau den Elementen e+ 0, die im Kern des Alternativ- 
kérpers liegen. Eine solche Korrelation ist nach Satz 11 genau dann invo- 
lutorisch, wenn e ein Fixelement ist. Demgema8 sind folgende Fille zu unter 
scheiden : 

1. Fall: Zu jedem Element ¢ + 0 gibt es eine Polarkorrelation. -- Das ist 
genau dann der Fall, wenn der Héhenschnittpunktsatz allgemein gilt, also 
stets a =a ist. Die Koordinaten bilden dann einen kommutativen Kérper. 

2. Fall: Zu jedem Element e+ 0 gibt es eine orthogonale Korrelation, 
darunter auch nicht-involutorische. — Das ist genau dann der Fall, wenn der 
Satz von den anti-orthologen Vierecken, aber nicht der Héhenschnittpunkt- 
satz allgemein gilt. Das bedeutet algebraisch: Die Koordinaten bilden einen 
Schiefkérper (der auch kommutativ sein kann), und der involutorische Anti- 
automorphismus a — a ist von der Identitat verschieden. 

3. Fall: Nicht zu jedem Element e+ 0 gibt es eine orthogonale Korre- 
lation. — Das ist genau dann der Fall, wenn der Koordinaten-Alternativ- 
kérper nicht mit seinem Kern iibereinstimmt, also kein Schiefkérper ist. Ein 
solcher Alternativkérper ist bekanntlich eine Cayley-Algebra vom Rang 8 
iiber ihrem Zentrum, das zugleich ihr Kern ist”). Jedes Element a geniigt 
einer quadratischen Gleichung a?— (a + @)a+@a=0, deren Koeffizienten 
— (a+ @), Ga Fixelemente sind, also nach Satz 12 im Kern liegen. Hieraus 
ist zu ersehen, daB @ das zu a konjugierte Element sein mu8. Der involutorische 
Antiautomorphismus a—@ ist also im 3. Falle durch den Alternativkérper 
eindeutig bestimmt (was im 2. Falle nicht zu gelten braucht). Hierbei sind 
alle Kernelemente Fixelemente, also alle zentralen orthogonalen Korrelationen 
Polarkorrelationen. 


1) Vgl. [1] oder [11], 8. 202. 
13) Vgl. [3], [13] oder [11], S. 164—178. 
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Analytische Fortsetzung der Eisensteinreihen zu den 
parabolischen Spitzen von Grenzkreisgruppen erster Art 
Von 


W. RoEtcKke in Princeton, N. J. 


Es sei [ eine Grenzkreisgruppe erster Art mit parabolischen Spitzen 
(s. H. Perersson [1]'), S. 32, 57). Die Matrizen von [ sind also insbesondere 
normiert, d. h. reell und von der Determinante 1, und [ enthalt die Matrix 


—1 0 . oe ox. te pe 
( war 1) . T, T+. Ty sei ein vollstaéndiges System inaquivalenter para- 
bolischer Spitzen von [ und Aj, Ag, ..., Ay ein System normierter Matrizen, 
so daB A,t,= co (v=1,2,..., N). Die A, seien dabei so bestimmt, daB in 
der Gruppe A,f A;>', die ja co als Fixpunkt hat, die Untergruppe der para- 
bolischen Matrizen zum Fixpunkt co durch die Matrizen + (5 i) erzeugt 
wird. G(A,,f) (v= 1,2,...,.N) bezeichne ein maximales System von Ma- 
trizen M aus dem Matrizenkomplex A,f mit verschiedenen zweiten Zeilen. 
Der Gegenstand unserer Betrachtung sind dann die (hinsichtlich t nicht- 
analytischen) Eisensteinreihen 
y” 
’ ; A,, - ) lon oe ho 
(1) E(t,8 r) mcéts,.P) \m,T + my!" 
in Abhingigkeit von s. Dabei ist t= x + iy, y > 0, s eine komplexe Variable 
* * 
y=1,2,...,.N und M= (, i ). Die rechte Seite von (1) ist das y*'*-fache 
1 2 
der in H. Petersson [2] betrachteten Reihen Q,(1,A,,[). Gema®B [2] ist 
Re s > 2 der Bereich der absoluten Konvergenz von (1), und E(t.s; A,. F) ist 
eine automorphe Funktion von t beziiglich [. 

Falls [ die Modulgruppe oder eine ihrer Hauptkongruenzuntergruppen ist. 
ist die analytische Fortsetzbarkeit der Reihen in die volle s-Ebene auf Grund 
ihres einfachen Zusammenhanges mit den Epsteinschen Zetafunktionen 

+ |mr+m,|-* 

My = ay(Q) 

(» = 1,2) 
bekannt. Fiir alle s giiltige Fourierentwicklungen beziiglich x sind aus 
H. Maass [3], § 3 zu entnehmen. In der vorliegenden Arbeit behandele ich 
den Fall allgemeiner Grenzkreisgruppen erster Art mit Spitzen. Die analyti- 
sche Fortsetzung ist mir nur bis zur kritischen Geraden Re s = 1 ausschlieBlich 
gelungen. Dagegen hat ATLE SELBERG, wie ich inzwischen erfahren habe, dic 
Reihen in die ganze s-Ebene fortsetzen kénnen. Ich méchte die vorliegende 


* Nummern in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am 
Ende der Arbeit. 








122 W. RoeEtcke: 
Arbeit mit SELBERGs Einverstaindnis dennoch veréffentlichen, da seine weiter- 
reichenden Ergebnisse unveréffentlicht und unsere Methoden verschieden sind. 
Ich fuBe auf den Resultaten meiner Dissertation [4] und komme von da aus 
verhaltnismaBig schnell zu meinem beschrankteren Ziele. Der entscheidende 
Punkt in meinem Beweise ist, durch Subtraktion einer einfachen Hilfsfunktion 
@(r,s) von der nicht quadratisch integrierbaren Eisensteinreihe zu einer 
quadratisch integrierbaren Funktion u(rt,s) (Res > 2) tiberzugehen, deren 
analytische Fortsetzung dann leicht méglich ist auf Grund der Gleichung 


A u(t,s) + Au(t,s) = — A D(r,8s) — A D(r,8) 


und der aus der Operatorentheorie im Hilbertraum bekannten Tatsache, daB 
die Resolvente R, eines selbstadjungierten Operators (in unserem Falle 4, 
und R,=(A + 4)-") von A analytisch abhingt. Die letzte Tatsache scheint 
bisher nicht als Prinzip zur analytischen Fortsetzung Verwendung gefunden 
zu haben; seine Anwendbarkeit setzt allerdings recht spezielle Verhiltnisse 
voraus. 

Bevor wir mit dem Fortsetzungsgeschaft beginnen, seien einige bekannte 
Bemerkungen vorausgeschickt. Setzen wir 





‘ ay s(2 — s) 
(2) 4=-— > 
so erfiillen die Reihen (1) in Res > 2 (gliedweise) die Differentialgleichung 
(3) A E(t,s; A,, 1) + AE(t,8; A,, 1) = 90, 
wobei A= y” (fa + *) den gegeniiber hyperbolischen Bewegungen in- 
varianten Beltramischen Operator bedeutet. Nach [2], 8S. 40, (20) ist, wenn 
a, 5 

A, _ * a 

gesetzt wird, 
1 : diol : -1 
E(A, T, 8; A,, r) |\— cyt + ay 8 Q.(A; tT, A,, r) 


= y"? Q,(t, A, Az', A, F Az’). 
Das Verhalten fiir y— co folgt aus [2], S. 42, Satz 3, naimlich 
lim y~*? E(A;z' 1, 8; A,, fT) = 2 6,, 
y= 
gleichmaBig in x (u,v = 1,2,...,N;6,, ist das Kroneckersymbol). Zu- 
sammen mit (3) bedeutet das nach [3], S. 152—153 das Bestehen von Fourier- 
entwicklungen der Art 


E(A, , T, 8; A,, r) — Bo, n» (8) sy +2 d,. g* + 


™ +E Bauo(6) y*® Ket (2 2 || y) nine 
n+0 2 
mit gewissen in Re s > 2 analytischen Funktionen 6,, ,,,(8). 
Der Bereich Res >1 wird durch (2) konform auf die lings A= } ge- 
schlitzte A-Ebene abgebildet. Dem Bereich Res >2 entspricht dabei das 
AuBere der Parabel 4 = t?+ it (— co < t < ce). Wir werden oft die Variable 4 











- 3S - ®@ @ 
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anstelle von s benutzen. Zur Bezeichnung dieses Uberganges in einer ge- 
gebenen Funktion /(t,s) vereinbaren wir die Schreibweise 


(5) f(t,8) = f(z; a). 
Bei der analytischen Fortsetzung werden wir im Hilbertschen Raum 
der folgenden Funktionen f(r) operieren (vgl. [4]). 
%: 1) f(r) ist definiert und Lebesguesch meBbar in der oberen Halbebene; 
2) f(r) = f(St) far Sel; 
3) Il = (J Ier)Ro\t < o. 
& 


Hierbei ist §F ein (meBbarer) Fundamentalbereich von [ und w = ae Y das 


invariante hyperbolische Flachenelement. |/| heiBt die Norm von /; das 
Skalarprodukt zweier Funktionen /, g € § ist durch 


(1.9) = f He) 9) w 


erklart. Norm- und Skalarproduktbildung sind ausnahmslos auf das Argu- 
ment t der vorkommenden Funktionen zu beziehen. 

Der formale Differentialoperator — 4 wird zu einem im Sinne der Opera- 
torentheorie wesentlich selbstadjungierten Operator in 9 (s. [5], Def. 2.11. 
[4], § 8), wenn wir — A speziell auf dem Definitionsbereich D betrachten, der 
aus folgenden Funktionen u(r) besteht. 

9: 1) u(r) € 9; 

2) u(r) ist zweimal stetig differenzierbar ; 

3) —A u(r) € 9. 
Das Spektrum von — 4 auf D besteht aus folgenden reellen Zahlen A (s. [4], 
§10): A=0, A=} und evtl. noch weiteren Zahlen 0 < A< }, die sich 
héchstens bei 4 haiufen kénnen. “Die zu den letzteren 4 gehérigen Eigen- 
funktionen haben gemaB [4], § 2 Fourierentwicklungen der Art 
(6) boy"? + SY b, yt Ke-1 (2 2 |n| y) e287 *"*, 

n+0 2 

wobei 6, insbesondere verschwinden kann und s aus dem Eigenwert / ver- 
mége (2) mit Re s > 1 zu bestimmen ist. 

Satz 1: E(r,s; A,,1) léBt sich als analytische Funktion von 8 eindeutig in 
Res > 1 fortsetzen. Die in dieses Gebiet fallenden Singularititen von E(r,8: 
A,,) sind ein Pol erster Ordnung bei s = 2 und evtl. noch weitere Pole erster 
Ordnung im Intervall 1<s<2. Das Residuwm von E in 8s =2 ist 4F-'. 
wobei F = { w den hyperbolischen Flicheninhalt eines Fundamentalbereichs § 


von T apecliliied und eine Stelle in 1 < 8 < 2 ist dann und nur dann Polstelle. 
wenn der aus (2) hinzubestimmte Wert 4 ein Eigenwert von — A ist, zu dem 
eine in der Spitze co nicht beschrinkte Eigenfunktion existiert. 

Beweis: (4) zeigt, daB E(r,6; A,,f) nicht in § liegt. Daran ist das fiir 
=v auftretende Glied 2y? der Entwicklung schuld. Um unsere Betrach- 
tungen trotzdem in § durchfiihren zu kénnen, bringen wir eine automorphe 
Hilfsfunktion in Abzug. Zuvor vereinfachen wir unsere Bezeichnungen, indem 
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wir folgende, die Allgemeinheit nicht einschrankende Voraussetzung machen: 
In dem zu Beginn eingefiihrten maximalen System 1,,7., . . ., Ty von iniaqui- 
valenten Spitzen sei t,= oo, und die zugehérige Matrix A, sei die Einheits- 
matrix. Das ist ja durch einfache Transformation von [ zu erreichen. Wir 
schreiben dann (r,s) fiir H#(r,s; A,,[) und betreiben nur noch die Fort- 
setzung von E£(r.s). Die Fourierentwicklung zur Spitze oo lautet 


E(t,8) = bo(s) y'*? + 2 yy? + 
i ss DN b, (8) y3 Ks-1 (2 A jn| y) etxing 
n+0 2 


Zur Definition der angekiindigten automorphen Hilfsfunktion ®(rt,s) werde 
ein festes Y > 1 so groB gewahit, daB im Halbstreifen 0< 251, y2> Y—1 
nur die beiden vertikalen Randgeraden nach [ fquivalent sind. Ist F ein 
diesen Halbstreifen enthaltender Fundamentalbereich von [, so definieren 
wir — zunichst fiir rT «GF — 

2y'” fir y>Y, 
(8) P(r,s)={y'*q(y) fir Y—lsy< Y, 

0 sonst in §. 
Hierbei sei g(y) eine von s unabhangige, dreimal stetig differenzierbare 
Funktion von y mit g(Y —1)=0 und q(Y) = 2, deren Ableitungen bis zur 
dritten Ordnung in diesen Punkten verschwinden. In den auBerhalb § ge- 
legenen Teilen der oberen t-Halbebene sei ®(r,s) durch die Forderung der 
Invarianz bei [f definiert. ®(z,s) ist dann eine 1,s-stetige Funktion, die fir 
festes r eine ganze analytische Funktion in s und fiir festes s dreimal stetig 
differenzierbar nach 2, y ist. Insbesondere merken wir an 
(9) W (r,8s) = A D(r,s) + AD(r,8) € H. 
Denn nach der letzten Bemerkung ist diese Funktion stetig differenzierbar 
nach 2, y, ferner automorph beziiglich [, und nach der ersten und der letzten 
Zeile von (8) zusammen mit (2) verschwindet sie identisch in der Nahe saimt- 


licher Spitzen. Ferner ist (r,s) fiir festes t eine ganze analytische Funktion 
in s. Die Differenz 


(10) u(t,8) = E(t,s) — D(r,8) 
liegt nun offenbar in §. Wegen (3), (8) und (9) ist ferner 
(11) A u(t,8) + Au(t,s) = — VP (r,s). 


Im Gegensatz zu (10) ist die rechte Seite von (11) nicht nur fiir Res > 2 
sinnvoll, sondern fiir alle s. Daher werden wir von jetzt an alle diejenigen s 
betrachten, fiir die eine einfache Auflésungstheorie der Gleichung (11) vor- 
handen ist. Das ist der Fall, wenn A nicht zum Spektrum von — A auf 9 
gehért. Da insbesondere die Halbgerade 24 =>} zum Spektrum gehért und 
diese Halbgerade durch (2) auf Res = 1 abgebildet wird, erkennen wir hier 
einen Grund, weshalb das von uns eingeschlagene Fortsetzungsverfahren an 
der Geraden Re s = 1 seine Grenze findet. Ein anderer Grund liegt darin, 
daB der Bestandteil y'~* des ersten Gliedes auf der rechten Seite von (4) 
in Res <1 nicht mehr quadratisch integrierbar ist, so daB die Subtraktion 








n 
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von ® nicht mehr geniigt, um von Z nach $ zu gelangen. Wir werden die 
gewiinschte Fortsetzung dadurch erreichen, daB wir u(t,s) fortsetzen und 
sodann E(t,s) durch (10) definieren. 

Da sich das Spektrum von —A auf 9 beim Ubergang zur selbstadjun- 
gierten Fortsetzung nicht andert (s. [4], 8. 64, Def. 10; 8S. 56, Satz 22; S. 60. 
Satz 26), besteht die Resolventenmenge X von —A auf © (im Sinne von [5]. 
Kap. IV, Def. 1) aus allen Zahlen A, die nicht zum Spektrum gehéren. & ist 
eine offene, zusammenhangende Punktmenge der komplexen A-Ebene. Be- 
zeichnet G den mit der Greenschen Funktion G(r,t’) von —A auf 9 als Kern 
gebildeten selbstadjungierten Integraloperator und J den identischen Operator, 
so existiert (I — A @)-* fiir alle A €R wegen des in [4], 8. 36, Satz 11 ausge- 
sprochenen Zusammenhanges zwischen — A und G und stellt fiir diese 4 einer 
beschrankten symmetrischen Operator mit Definitionsbereich 9 dar. Das 
Spektrum von G geht aus dem Spektrum von —/ durch die Abbildung 4 — 2-! 
und durch Hinzunahme des Punktes A = 0 (s. [4], Satz 10) hervor. 

Wir benutzen jetzt die in (5) eingefiihrte Schreibweise und zeigen, daf (11) 
fiir A €R genau eine Lésung u(r,s) aus D (s. 8. 123) besitzt. Die Eindeutigkeit 
einer Lésung folgt bereits aus der Tatsache, daB A kein Eigenwert von — A ist. 
Um die Existenz einer Lésung nachzuweisen, bestimmen wir zunichst Be- 
dingungen, denen eine Lésung u(t,s) geniigen muB. Aus (11) folgt nach [4]. 
8. 36, Satz 11: 

(12) u(t; A) — (u(t; A), F-*) = GA u(r; A) + P(r; A). 

In (12) stellt die rechte Seite zuniichst nur ein Element aus 9 dar, welches als 

Funktion von r nur bis auf Mengen vom MaBe 0 eindeutig definiert ist. Man 

erhalt jedoch Eindeutigkeit punktweise in t, wenn man beachtet, daB all- 

gemein jedes Element G/ mit / € $ gemaB [4], S. 25, Satz 7 durch die stetige 

Funktion { G(r,t’) /(t’) wm’ dargestellt werden kann. Bei dieser Darstellung 
s 


der rechten Seite von (12) kann (12) punktweise in t gelesen werden. In dem 
eben genannten Sinne sollen auch alle iibrigen Gleichungen verstanden werden. 
in denen Ausdriicke G/ mit { € § auftreten. Aus (12) folgt weiter 


u—AGua=(u,F)+ 64 ¥, 
u=(I—AG)((u, FP) + GV). 

Nun ist aber gem&B [4], Satz 10 Gc = 0 fiir c = const, d. h. 
(I—AaG@)c=c, I—AG)c=c. 

Da ferner G und (J — 4 G)-! vertauschbar sind, erhalten wir aus (13) 

(14) u=(u, PF") + GUI — AG) . 

Aus (11) folgt (s. [4], 8S. 35, Satz 8) 

(15) A(u, F-?) = —(¥, F-»). 

Damit geht (14) iiber in 

(16) u(r; A) = — A (P(r; A), Fo) + GJ — AG) P(r; A). 

Hier ist nach wie vor A € XR. 


(13) 
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Wir kehren jetzt die SchluBfolge um. (16) definiert fir alle 4 ¢R eine 
Funktion u(r; 4). Da nach [4], Satz 10 


(Gf, 1) = (f, @1) = 0 far alle f € 9 


gilt, folgt aus (16) die Giiltigkeit von (15), und riickwiartsschlieBend gelangt 
man wieder zu (12). Aus (12) schlieBt man wie in [4], 8. 32 ff unter Benutzung 
der stetigen Differenzierbarkeit von Y(t; A), daB u(r; A) zweimal stetig 
differenzierbar nach z,y ist. Nach dem zweiten Teil von [4], Satz 11 folgt 
dann (11). Definiert man sodann H(t,s) durch (10), so erhalt man aus (11) 
und (9) die Gleichung (3). Im Falle Re s > 2 muB diese Funktion Z (r,s) mit 
der in (1) definierten Funktion iibereinstimmen, da ja sonst (11) zwei ver- 
schiedene Lésungen u € 9 besitzen miiBte im Widerspruch zu der Tatsache, 
daB A fiir Res > 2 zu Q gehért. Als nichstes zeigen wir, daB die durch (16) 
definierte Lésung u(t; A) von (11) in N regular ist. Da ®(r; A) in der lings 
Az=t4 geschlitzten A-Ebene regular ist, wird damit die Regularitét von 
E(t; A) in R bewiesen sein. Das Glied 4-!(¥(r; A), F-") auf der rechten 
Seite von (16) ist in der lings 4 =>} geschlitzten Ebene regular, abgesehen 
von einem Pol erster Ordnung in A= 0. Daher brauchen wir nur noch die 
Regularitaét des zweiten Gliedes von (16), d. h. von 


v(t; A) = GCI — AG)" V(r; A) 
in RN zu zeigen. Fiir A, Ag€ R ist 


v(t;A)—v(t349) — , (I —AG)* P(r; A) — (I — 4, G)* P(t; Ag) 





an or * ° co 
~1G)-1 — (1 — 4,0) A) — W(t; dy 
= GERI KE OF” Ke; a) + OU — 4,072 TAFE 


was wieder im Sinne der Bemerkung im Anschiu8 an (12) zu verstehen ist. 
Strebt hier 2 + Jp, so strebt 
W(t; A) - ¥ (tr; Ao) 


tr 
A : ' , ‘ a (7; Ay) . 

im quadratischen Mittel gegen die Funktion —_55—~ aus 9, da ja Wir; A) 
in der Nahe der Spitzen von § identisch verschwindet und nach Definition 
von @(r; A) geniigende Stetigkeitseigenschaften hat. Bei festem 1 strebt also 
das zweite Glied von (17) fiir A > A, gegen 

_, OW (rT; Ag) 
G(I— 4G)" —5— - 

Das erste Glied von (17) ist gleich G(J —AG@)-1(I —A,G)-! P(r; A). Wie 
leicht zu sehen, strebt dies fiir A+ A, gegen G(I — A,@)-? P(r; Ap). Mit der 
Existenz dieser Grenzwerte ist die Regularitét von v(t; 4) und damit auch von 
E(x; A) in R bewiesen. Wir weisen das jetzt in Satz 1 behauptete Verhalten 
von E(r,s) nach. Wegen (10) und des iiber ®(r,s) Bekannten haben wir zu 
zeigen, daB u(r,s) bei s = 2 einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum 4 F-? 
besitzt. Da das zweite Glied der rechten Seite von (16) bei s = 2, d.h. bei 














Analytische Fortsetzung der Eisensteinreihen 127 


A = 0 offenbar regular ist, ist 
4 
(18) Fen iO ee — may Oe eth F) 
2 
= Res rr } (¥ (r,8), F-}) . 


Hier ist nach (9) und (8) und der Definition von ¢(y) 


“Ee Y 
(¥(r,8), 1) | A PD(t,8) w + O(s — 2) = _. (y*? g(y)) dy + O(s — 2) 
+ Liv 


= (8/2 y°?~* a(y) + ¥°?q'(y)) |F_, + Os — 2) 
= 8 Y*?-! + O(s—2) fir s+2. 
Damit folgt aus (18) 
Res u(t,8) = Res ( 
#=2 s=2 
Am vollstindigen Beweis von Satz 1 fehlt jetzt nur noch der Nachweis 
des Verhaltens von E(t; A) in denjenigen Stellen 0 < 4 < }, welche Eigen- 
werte von —A sind. Es sei A, ein solcher Eigenwert. Wegen (10) zeigt dort 
u(t; A) dasselbe Verhalten wie E(r; 1). Da das erste Glied auf der rechten 
Seite von (16) in 0 < A < } regular ist, geniigt es, G(J — A G)-! P(r; A) fir 
A— A, za untersuchen. Es bezeichne I, den von den Eigenfunktionen zum 
Eigenwert A, aufgespannten Unterraum von $ und I, den zu M, senkrechten 
Unterraum von §. Wir zerlegen dann 


(19) Pir; A) = Y(t; 4) + P(r; A), 


wobei Y,, Y, die Projektionen von Y auf M, bzw. IM, bezeichnen. Die Ein- 
schrinkung von (J — A G)-! auf M, existiert noch fiir A = A, als beschrinkter 
Operator in M,, da 4, zur Resolventenmenge der Einschrinkung von — A auf 
M, \D gehért. Definieren wir H(A) als denjenigen beschrinkten symmetri- 
schen Operator mit Definitionsbereich 9, der in M, mit (J — A G@)-* iiberein- 
stimmt und in IM, identisch verschwindet, so gilt 


H (A) — H (dg) = (A — dg) H(A) H (Ao) 


H (Aq) P(t; A) = H (dq) P(r; A). 
Damit ist wie auf 8. 126 zu schlieBen, daB G(I — 1@)-* V(r; A) im Punkte 
A= A, regular ist. Nun zu G(J — 1 G)-! ¥,,(r; 4). Nach [4], 8. 40, Satz 13 ist 
AgG Po= Po, also fir AER 
AG Po= Pot (A—A) Ay Po, 
(20) (I —AG)-* Py= (Ag— Ady Po, 
G(I— AG) Yy= (A,— A)? Y,. 





- “2 > -g y#2-1 P+) = 4F-1, 


und ferner 


Falls nun alle zu A, gehdrigen Eigenfunktionen in der Spitze co beschrinkt 

sind, d. h. b, in (6) verschwindet, so ist Y= 0, da Y von x unabhingig ist 

und innerhalb F nur in dem Rechteck OS x51, Y—1l Sys Y von 0 
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verschieden ist. In diesem Fall ist dann G(J — 4 G)-! ¥,= 0. Falls aber eine 
in der Spitze co nicht beschriinkte Eigenfunktion z(t) zum Eigenwert A, 
existiert, so ist Y,(r; A) nicht identisch gleich 0. Denn das Skalarprodukt 
von z(t) mit (zr; A,) ist 

1 


1 ¥ Y 
(z, P) we 3 f z(t) P(r; Ay) =f [24 D+1D) w 
ad . w=" ai 
y= 
= fem zoacl +f [ia + Agz) Ba. 
0 6¥-1 
Das letzte Glied ist 0 wegen Az + A,z = 0, wihrend das vorletzte Integral 
nach (6), (8) und der Definition von q¢(y) gleich 


by yi—#/2 . 45, - ye/2-1.9 — 8yb5 +0 


ist, da ja Re s,> 1 und wegen der Unbeschranktheit von z(r) der Koeffizient 
b, + Oist. Zusammen mit dem Vorangehenden ergibt dies die letzte Behauptung 
von Satz 1. 

Satz 2: Ist Res,>1-und 8, eine Regularitétsstelle von E(r,s), 80 erfiillt 
E(z,8,) die Differentialgleichung (3), und E(r,8) ist bei s = 8 eine t,8-stetige 
Funktion. 

Beweis: Der zu s, gehérige Wert A, = 


She gehért nach Satz 1 ent- 


weder zur Pesolventenmenge R von —A oder er ist ein Eigenwert von —A 
im Intervall 0 < A,< 4}, und die zugehérigen Eigenfunktionen sind in der 
Spitze co simtlich beschrankt. Im ersten Fall ist (3) nach Konstruktion 
von E (r,s) erfillt. Im zweiten Fall kann u(r; A) zwar nicht mehr durch (16) 
definiert werden, da (J — 4,@)-! nicht mehr sinnvoll ist, aber wie wir am 
Ende des Beweises von Satz 1 gesehen, ist in (19) Y%,= 0 und also ¥ € M,, so 
deB (16) dasselbe besagt wie 


(21) u(t; A) = — A (P(r; A), F-) + G@ AA) P(r; A) 
mit H(A) von 8. 127. (21) liefert fir 2 = A, die analytische Fortsetzung von 
u(t; A) in A, hinein. Aus (21) folgt aber (13) in der abgeiinderten Form 

u(t; Ag) = H (Ag) ((u, F-*) + G P(r; A). 


Nach Definition von H(A,) folgen hieraus (12) und (11) mit 9, A, anstelle 
von 8,4. Wegen (10) bedeutet das aber, daB die Fortsetzung H(r,s,) die 
Differentialgleichung (3) mit 8, A, anstelle von s, A erfiillt. 

Beim Beweis der 1,s-Stetigkeitsaussage des Satzes beschrinken wir uns 
auf den Fall, daB 4, = ae-9) kein Eigenwert von —A ist. Denn die 
folgenden Betrachtungen lassen sich leicht auf den iibrigbleibenden Fall iber- 
tragen, wobei wieder H(A) die Rolle von (J — A G)-! tibernimmt. Nach (10) 
und (16) geniigt es, die Behauptung fir 


v(t,8) = G(I~— AG)" FP (r.8) 
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anstelle von E (r,s) zu beweisen. Es ist 
0 (1,8) — 0(To, 8) = G(T — A, @)-? [P (1,,8,) — P(t,,89)] + 
+ @ (I — 4,@)-*— (I — 4g@)-*) P (x4,85) + 
+ G(I — AgG)-* [P(t1,89) — P(t, 89))- 
Hierbei sind die Argumente tp, t, anstelle von t in den Funktionen erst nach_— 
Ausiibung der davorstehenden Operatoren eingetragen zu denken. Wegen 


Gy (T,) = (G(x,,7), f(t) 
ist dann 
|v (T,,) — V(T,8)| S \(@(t4,7), (I — A, G)-* [PF (z,8,) — ¥ (t,89)])| + 
(22) + |(@(x,,7), (UZ — a, @)-*— (1 — A, @)-*] P(r, 8,))] + 
+ |(@(t,,t) — GF (t,t), (I — Ag@)-* P(r, 8))]. 
Dies schitze man mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung ab. Beachtet man, 
daB nach [4], (41) und (42) ||@(r,,7)] beschrankt ist, wenn t, in der Nachbar- 
schaft von t, variiert, und daB 
lim |G(t,,t) — @(t 9,7) = 0 
ist,so erhalt man leicht, daB die rechte Seite von (22) fiir t,-> To, 8, > 8 nach 0 
strebt. 
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Berichtigung und Erginzung zur Arbeit 


»Die Cohomologietheorie der Polyeder“, 
Math. Ann. Bd. 130, 8. 87 (1955) 


Von 


B. L. VAN DER WAERDEN in Ziirich 


Der nachfolgende § 9 enthalt eine Berichtigung, § 10 eine Erginzung und 
§ 11 eine Prazisierung der oben genannten Arbeit. 


§ 9. Bessere Definition der Verbindungskette 

Wie in § 3 der genannten Arbeit gezeigt wurde, geniigt es fiir den Beweis 
der Homologie (12) § 3, zu jedem Term 6, eine (¢+1)-Kette 6b, zu konstru- 
ieren, die der Verbindungsregel (10) geniigt. Ist b,= 8(9) 8) . . . 8(,) und sind 
die Ecken s;,) von 6, zufallig gerade in dieser Reihenfolge Schwerpunkte 
von Simplices von K von nicht abnehmender Dimension, so ist die durch 
(6) §3 definierte ,,Verbindungskette vb, eine Summe von _ ,,gemischten 
Termen“ im Sinne von § 2 und infolgedessen ist die ,,unterteilte Verbindungs- 
kette“ 0b,— vb, tatsichlich eine Kette von o K. Ist aber 6, ein Term, 
dessen Ecken in einer anderen Reihenfolge hingeschrieben sind, so braucht 
das nicht der Fall zu sein. (Auf diese Tatsache hat mich T. van AARDENNE- 
Eurenrest hingewiesen.) Ist z. B. b,= 8.8, und wird e, als simpliziale 
Approximation von 8, gewahlt, so ist nach (6) § 3 


Ub, = €98912%1— &9 0141 » 


und hier ist ¢,¢,8, z. B. kein ,,gemischter Term‘‘ im Sinne von § 2, da die 
Menge {0,1} nicht in der Menge {1} enthalten ist. Ferner wird 

9b, = 6 Vby= 8989128;— 8980181 + 8181941 ; 
folglich ist 0b, nicht eine Kette von o K, da s, und 8, nicht beide einem und 
demselben Simplex Y? angehéren kénnen. 

Die Verbindungskette 96, soll jetzt anders definiert werden, wobei die 
.gemischten Terme ganz entbehrlich werden. Fiir die neue Verbindungs- 
kette wird der Beweis der Verbindungsregel (10) § 3 sehr einfach. 

In § 3 ist der Text zwischen Formel (5) und Formel (12) zu ersetzen durch 
das Folgende. 

Im Pflasterlemma wird die Kette c zuerst unterteilt und dann approxi- 
miert. Wird aber ein Zykel z, von o K zuerst auf A simplizial approximiert 
und dann baryzentrisch unterteilt, so erhalt man einen Zykel o t z,, von dem 
wir zeigen werden, daB er zu z, homolog ist. Wir werden namlich zu jedem 
Zykel z,= 2 b,y (wobei die y ganze Zahlen oder Elemente von J’ sein kénnen) 
eine Verbindungskette 6 z, konstruieren, mit folgenden Eigenschaften 


lie 


Xi- 
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1. 6z, ist eine (p+ 1)-Kette auf o K. 

2. 62, ist eine lineare Funktion der Koeffizienten des Zykels z,. 

3. Wenn z, auf einem Simplex X von K liegt, so liegt 0 z, auch auf X. 
4. Der Rand von 6 z, ist z,—oTz,: 


(6) 0602,=2,—oTz,. 


Wir beweisen die Existenz von 6 z, durch vollstiandige Induktion nach p, 
indem wir zunichst fiir jeden einzelnen Term 6, die Verbindungskette 6 b, 
als ganzzahlige (p+ 1)-Kette auf o K definieren und die Formel 


(7) 066,=b,—orb,—60b, 
beweisen. Ist dann c = 2 b,y irgendeine p-Kette auf o K, so setzen wir 
(8) 6c=2(0b,) y. 
Aus (7) folgt dann durch Multiplikation mit y und Addition 
(9) 00c=c—atc—Odc. 


Ist insbesondere c ein Zykel z,, so hebt sich das letzte Glied rechts weg, 
und man erhilt (6). 

Es handelt sich also nur noch darum, 6b, als ganzzahlige (p +- 1)-Kette 
auf o K so zu definieren, daB 3. (mit 5, statt z,) und (7) erfillt sind, wobei 
fiir ganzzahlige Zykel z,_, die Giltigkeit von (6) als Induktionsvoraussetzung 
angenommen werden darf. 

Der Fall p = 0 ist leicht. In diesem Fall ist b, eine Ecke s von o K, und 
otT8=T8 =e ist die approximierende Ecke zu s. Man braucht. dann hur fir 
66, den Term es zu nehmen, um (7) zu erfiillen. Das Glied — 0 2b, rechts 
in (7) fallt natiirlich weg, da ein Punkt keinen Rand hat. 

Fiir p > 0 verwenden wir eine Projektionsmethode, die ALEXANDER und 
andere zum gleichen Zwecke schon angewandt haben. Unter den Ecken vor }, 
wahlen wir eine, s, die Schwerpunkt eines X" von der héchsten vorkommenden 
Dimension r ist. Dann liegen alle Ecken von 6, auf X’. Der Rand 04, ist 
ein ganzzahliger Zykel z,_,. Zu ihm gibt es also nach der Induktionsvoraus- 
setzung eine Verbindungskette 


6z,-,= 606,, 
die auf X* liegt und die Eigenschaft (6) hat: 


06 z,_,= Z)-)— OT Zy-, = 06,—aT Ob, 
= 0(b,—ortb,). 
Also hat die Kette 


d,= b,—otb,— 62z,_,= b,—a1b,—60b, 


den Rand Null. Unsere Aufgabe besteht darin, eine Verbindungskette 9 6, 
auf o X* zu konstruieren, deren Rand genau gleich d, ist. 

Um das zu erreichen, projizieren wir d, aus dem Punkt s, dem Schwer-_ 
punkt von X*. Unter der Projektion eines Termes ¢, aus s versteht man ein- 
fach den Term st,. Wenn t, ein Term von o X’ ist, ist st, es auch. Der Rand 
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von 8 t, ist 
(10)  (st,) = t,— 8(0t,). 
Die Projektion der ganzzahligen Kette d,= Xt, 8 aus s wird durch 
ed,—Z(et,) B 
definiert. Die Formel (10) tibertragt sich auf s d,: 
(11) d (s d,) = d,— s(0d,). 
Ist d, insbesondere ein Zykel, so fallt das letzte Glied weg, und man erhilt 
a (sd,) = d,= b,—otb,— 0 06,. 


Setzt man also 9 b,= 8d,, so ergibt sich die Formel (7). Aus ihr folgen, 
wie angegeben, (9) und (6). Damit ist die Induktion vollstandig. 

Aus (6) folgt die Homologie 
(12) Zy~ OTZ,. 


Hier schlieBt sich der urspriingliche Text (S. 93, Mitte) wieder an. 


§ 10. Die Isomorphie der geordneten zur alternierenden Homologiegruppe 
Als Erganzung mége hier ein einfacher Beweis der Isomorphie 


H,(K) = Hy,(K) 
angegeben werden. 

Wenn die Ecken von K irgendwie geordnet werden, so kann man bei 
jedem Simplex von der ersten Ecke reden, die den anderen in der Ordnung 
vorangeht. Sodann kann man den Komplex pro forma baryzentrisch unter- 
teilen, indem man jedem Simplex X? als ,,Schwerpunkt“ s seine erste Ecke 
zuordnet : 

Su...» = &o- 

Jeder Term a, von K ergibt bei der pro-forma Unterteilung eine ganz- 
zahlige Kette & q,, die analog zu (1) § 2 definiert wird: 

(1) G a,= J 8y 8yy . . . 8g"... Sign (0'l’. . . p’) 


Die Formeln (2)—(4) § 2 tibertragen sich ohne weiteres auf diese pro-forma 
Unterteilung : 


(2) oa,= 0, wenn a, ausgeartet 
(3) ¢2a,=G4,°signz, wenn a, nicht ausgeartet 
(4) d¢a,=a0a,. 


Die durch (1) definierte Operation G (sie ist natirlich mit der friiheren to 
identisch) bildet also die alternierende Kettengruppe C,, von K in die volle 
Kettengruppe C, von K ab. Dabei gehen Zykel wegen (4) in Zykel tiber; 
@ bildet also Z,, in Z, ab. Ferner gehen nullhomologe Zykel nach (4) in null- 
homologe tiber;  bildet also H,, in H, ab. 





le 
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Definiert man nun 6b, wie in § 9 rekursiv durch Projektion von b,— ¢ b,— 
— 6b, aus dem Schwerpunkt von b,, so gilt die zu (7) § 9 analoge Verbindungs- 


Tegel 


(5) 6b,= b,—@ b,— 6 06,. 

Durch Summation erhélt man fir Zykel z, die Formet 
(6) 0602,=2z,—Gz, 
und daraus die Homologie 
(7) Zy~ F2,y. 

Aus (7) folgt direkt, dab H,, durch ¢ auf H, abgebildet wird. Weiter sieht 
man, daB die Abbildung isomorph ist. Ist nimlich 3 @2z,~ 0, so folgt daraus 
nach (7) z,~A, also z,,~ 0. 

Damit : ist die Isomorphie H, ~ H,, bewiesen. 


§ 11. Voraussetzungen tiber die Topologie von T 

Die Topologie des Polyeders 7’ wurde in meiner Arbeit nicht genau de- 
finiert, sondern es wurde nur verlangt, daB die offenen Simplexsterne des 
Komplexes K offene Mengen| von T sind (S. 89). Auf 8. 101 im Beweis des 
Satzes 8 muB aber etwas mehr vorausgesetzt werden, damit der Beweis richtig 
wird. Es hei®Bt dort: ,,Es sei ... S.der Stern von.s in der baryzentrischen 
Unterteilung von o’K. Dann ist der Durchschnitt von U mit S eine Um- 
gebung V der verlangten Art‘‘. Dieser SchluB beruht offenbar auf der An- 
nahme (A), daB der zur Ecke 8s gehérige offene Simplexstern S der Unterteilung 
oo’ K immer eine Umgebung von s ist. 

Ob.diese Annahme erfiillt ist, das hingt von der Topologie von 7’ und der 
Konstruktion von o’ K ab. Unter allen Topologien von 7’, die mit der Topo- 
logie der einzelnen Simplices X vertriglich sind, gibt es eine schwéichste Topo- 
logie1), die so definiert wird: Offene Mengen auf T sind diejenigen, deren Durch- 
schnitt mit jedem abgeschlossenen Simplex X stets eine offene Menge auf X ist. 

Fiir diese schwichste Topologie ist die Voraussetzung (A) offenbar immer 
erfillt. In diesem Fall ist also alles in Ordnung. Auch im Fall eines lokal 
endlichen. Komplexes ist die Voraussetzung (A) immer erfiillt. 

In anderen Fallen mu8 man vorsichtiger sein. Bei der ,,metrischen To- 
pologie‘ von ErLenBerG-STEENROD") hingt es von der Konstruktion der 
Unterteilung o’ K ab, ob (A) erfiillt ist oder nicht. Man kann, wenn die lokale 
Dimension von 7’ in jedem Punkte endlich ist, die Unterteilung o’ K immer so 
einrichten, daB (A) erfillt ist. Ob dasselbe allgemein fiir jede Topologie gilt, 
weiB ich nicht. Wichtig scheint mir diese Frage nicht. 


( Bingegangen am 29. Mai 1956) 


: 1) Weak topology nach S. Erexserc and N. Steenrop, Foundations of Algebraic 
Topology, p. 75. Mein Satz 6 (§ 7) ist dort, wie ich erst jetzt bemerke, als Exercise 5 
formuliert. 
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Uber die analytischen Abbildungen 
verallgemeinerter Einheitskreise auf sich 


Von 


Heimut KLINGEN in Gottingen 


Es werden Bereiche €,, in pg komplexen Dimensionen behandelt. Be- 
zeichnet man mit EH‘) die g-reihige Einheitsmatrix, mit Z die p-zeilige und 
q-spaltige Koordinatenmatrix und mit Z = Z’ die zu Z konjugiert komplexe 
transponierte Matrix, so besteht €,, aus allen Punkten Z, fiir welche die 
hermitische Matrix E\“)— ZZ positiv definit ist. In der Bezeichnungsweise 
von E. Cartan [1]") ist €,, beschrankt und symmetrisch. Fir p=q= 1 
erhailt man den gewdhnlichen Einheitskreis. In einer friiheren Arbeit [2] 
wurden die umkehrbar eindeutigen analytischen Abbildungen von €,, auf 
sich fiir den. Fall p= q behandelt. Die volle Gruppe dieser Abbildungen 
lautet : 


(1) W = (AZ + B) (CZ + D)-', 

(2) W = (AZ'+ B)(CZ'+ Dy 

mit konstanten p-reihigen Matrizen A, B,C, D, welche Lésungen der Glei- 
chung 


_— 


AB AB —E® 0 
(Cp) K(¢ 5)-*. K=("9 gw) 


sind. In der vorliegenden: Note wird die volle Gruppe der eineindeutigen 
analytischen Abbildungen von €,, auf sich fiir p + q aufgestellt. Im ersten 
Teil schlie8t. man mit funktionentheoretischen Methoden ahnlich wie im Falle 
p= 4q oder in der symplektischen Geometrie [3], daB die Abbildungen mit 
dem Fixpunkt Null linear sind. Der zweite Teil der Untersuchung ist alge- 
braischer Natur und erfordert andersartige und langwierigere Betrachtungen 
als im Fall p= gq. Insbesondere wird dabei das friihere Resultat fiir p = ¢ 
benutzt. Es stellt sich heraus, daB fiir p+q die (1) entsprechenden Ab- 
bildungen bereits die volle Gruppe der umkehrbar eindeutigen analytischen 
Abbildungen von €,, auf sich ausmachen; es gibt also kein Analogon zu den 
Abbildungen (2). Mit Hilfe dieses Ergebnisses lassen sich die Bereiche €,,,, 
durch eine gewisse Symmetrieeigenschaft unter allen Bereichen €, , charakte- 
risieren. 

Zur Erlauterung der Bezeichnungen seien einige Bemerkungen voraus- 
geschickt. Fiir Matrizen werden groBe lateinische und fiir Spaltenvektoren 
kleine deutsche Buchstaben verwendet. E sei die Einheits- und 0 die Null- 
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matrix. Falls die Zeilenanzahl r und die Spaltenanzahl s einer Matrix A nicht 
aus dem Zusammenhang ersichtlich ist, werde A‘*:*) geschrieben. Der Einfach- 
heit halber sei weiter vérabredet, gleichlautende Doppelindizes durch einen 
einfachen Index zu ersetzen, z= 2, A("%= A(, €,,=— €, usw. Ferner 
werden noch die Abkiirzungen A{B} fir BAB, D= {d,,...,d,] fir eine 
Diagonalmatrix D mit den Diagonalelementen d,, .. .,d,, |A| fiir die Deter- 
minante von A und H > 0 fir eine positiv definite hermitische Matrix H 
verwendet. 


Man betrachte fiir natiirliche Zahlen p,q die (p+ q)-reihige Matrix 
— EE” 0 
Ky,= ( 0 po) 


und die Gruppe Q,, aller komplexen Lésungen M der Matrizengleichung 


(3) K,,{M} = K,,. 
Setzt man 
M= naan a ") , 
so ist (3) gleichbedeutend mit den Bedingungen 
(4) AA—CC=E, DD—BB=B8O, AB=CD 
oder wegen K,, {M} = K,, mit 
(5) AA—BB=E, DD—CC=8o, AC=BD. 
Mit den Matrixvariablen X‘-*), Y(®) betrachte man die Abbildung 
® [nooxs py: ¥~(6 2) Mn: 


Dabei ist der Ausdruck ¥ Y — XX invariant; denn nach (4) gilt: 
Y, ¥,— X,X,=(X6+ YD) (CX+DY)—(X4+ YB) (AX+BY) 
= ¥(DD—BB)Y+X(Gc—AA)X+ 
+ ¥(DC—BA)X+X(CD—AB)Y 
= Yy—Xx. 


Insbesondere wird also der durch Y Y—XX-> 0 charakterisierte Bereich 
durch (6) auf sich abgebildet. Dort ist |Y| +0, und es lassen sich die ,,in- 
homogenen Koordinaten“ Z = X Y-!, W = X, Y;'einfihren. Schreibt man (6) 
auf diese Koordinaten um, so erhalt man in 

(7) W=(AZ+ B)(CZ+D), MEQ,, 

eine Gruppe 25, umkehrbar eindeutiger analytischer Abbildungen des Be- 
reiches E\)—ZZ> 0 auf sich. Dieser Bereich €,, léBt sich auch durch 
E\)—ZZ>0 beschreiben. Die Gleichwertigkeit der beiden Bedingungen 
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BO— ZZ > 0 und EO) — ZZ > 0 folgt aus der Identitat 

EB” 0 dahenogt 0 (F —-Z \\ 

("e Eo—Zz} 0 ») (4 es 
da die transformierende Matrix wegen 

(z —-Z \(k-Z2Z Z ) E 
’ Z E*-Zz -—Z ge) 
nicht ausgeartet ist. - : 
Die Gruppe 2}, ist transitiv auf €,,. Sei nimlich Z,< €,, vorgegeben. 

Man bestimme die Matrizen A(”), Bl»), C(@ »), DX) derart, daB 


(EX) — Z,Z,) {A} = BO, (EO —ZZ,) {D} = Bo, 
0 akon Bae A 
gilt. Dann sind die Gleichungen (5) erfiillt, also ist 


u-(4 D)é 7. 


und wegen B — — A Z, fiihrt die Abbildung W —(A Z + B) (CZ + D)-* den 
Punkt Z = Z, in W = 0 iiber. 

Wir wollen zeigen, daf fir p+ q die Gruppe 2), die volle Gruppe der 
eineindeutigen analytischen Abbildungen von €,, auf sich ist. Wegen der 
nachgewiesenen Transitivitét von Q}, geniigt es, die Abbildungen mit dem 
Fixpunkt 0 zu betrachten. Bei einer derartigen Abbildung ist in (7) B= 0 
und wegen (5) C = 0, A = U,, D = U;' unitiir. Folglich lauten die Abbildungen 
aus Q%, mit dem Fixpunkt 0: 

W=U,Z0, 


mit beliebigen konstanten unitéren Matrizen U\”’. U§?. Ferner kann man sich 
auf den Fall p < ¢ beschrinken. Denn durch 


VAG TED) +Z,= Z’ 


wird eine umkehrbar eindeutige analytische Abbildung mit dem Fixpunkt 0 
von €,, im Z-Raum auf €,, im Z,-Raum vermittelt. Jeder Abbildung von &, , 
auf sich mit dem Fixpunkt 0 im Z-Raum entspricht vermége dieser Zuordnung 
eine derartige Abbildung von €,, auf sich im Z,-Raum. Setzt man das an- 
gekiindigte Ergebnis fiir p < q als richtig voraus, so gilt fir p > g und jede 
solche Abbildung 

W,= UWZ,U® 


mit unitdren U,, U,. Der Ubergang zum Transponierten ergibt als einzige 
eineindeutige analytische Abbildungen von €,, auf sich mit dem Fixpunkt 0: 
W=U,ZU; 


mit konstanten unitaéren Matrizen U,, U4. 
Bevor wir mit dem funktionentheoretischen Teil der Untersuchung be- 
ginnen, werde der folgende Hilfssatz hergeleitet. 
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Hilfssatz 1: Hs sei Z(*-” eine vorgegebene komplexe Matrix, ps q, und 
Ty, . «+, Tp Seten die Eigenwerte von ZZ in irgendeiner vorgegebenen Reihenfolge. 
Dann gibt es wnittire Matrizen U, US? mit 


U,Z U,= ([r}*, . . .. 7] OH e-”), 


Beweis: Z habe den Rang s. Nach den Sitzen iiber lineare Gleichungs- 
systeme gibt es zunidchst ein unitéres V‘®), so daB 


ZV =: (Ze) OL? 2-4) , 


und ferner ein unitéres U‘”), so daB 


Ze 
va~(0) 
wird. Also ist 
Zp 0 
uzv=(% 9): |Z] +0. 
Die Eigenwerte von ZZ. seien r,....,7,, und es sei R = [r/*,.... r)/*). Man 


bestimme U, so daB Z,Z,— R*{U;} ist, und setze U,= Z>'U,R. Dann ist U, 
unitar, und mit - 


, uy 0 . uy Oo 
U 2> ( 0 Pa l ’ U,= v( 0 pe 


folgt die Behauptung. Durch reelle orthogonale Transformation laBt sich dic 
Reihenfolge der Elemente r,, . . ., 7, beliebig abandern. 

Mit funktionentheoretischen Methoden erhilt man zunichst folgendes 
Teilergebnis. 

Hilfssatz 2: Jede eineindeutige analytische Abbildung von €,,,(p <q) auf 
sich mit dem Fixpunkt 0 ist linear. 

Beweis: Es sei W= W(Z) eine solche Abbildung. Fiir ein beliebiges vor- 
gegebenes Z ¢ ,, seien r,,..+,7,(0S1,S-*-Sr,<1) die Eigenwerte von 
ZZ. Dann gehért mit Z auch ¢Z zu &,, fiir jede komplexe Zahl t¢ mit tér, ~ 1. 
Folglich existiert eine in |t| < r,‘* konvergente Potenzreihenentwicklung 


(8) W(t Z) = re V,(Z). 
k=1 


Dabei sind die Elemente der Matrizen V,(Z) homogene Polynome der Ord- 
nung k in den Elementen von Z. Nun ist 
E—W(tZ)W > 0 (1), 


also mit (8) nach dem Residuensatz 


(9) 7; f aan W(t Z) iV) ss — EK» —2 V,.(Z) V, 0 
ti=1 : - 


fiir alle Z ¢ €,,. Man untersuche zunachst die linearisierte Abbildung 


(10) V,=V,(Z). 
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Nach (9) ist () —V, V,> 0 fiir Z ¢ €,,. Daher wird durch (10) eine Abbildung 
von ©,, auf einen Teilbereich €* c €,, vermittelt. Die pq Elemente von V, 
sind lineare Funktionen der Elemente von Z. Es sei D die Determinante 
dieser linearen Abbildung. Die Funktionaldeterminante von W nach Z an 
der Stelle 0 ist offenbar ebenfalls D. Indem man evtl. die Umkehrfunktion 
von W(Z) betrachtet, kann man DD = 1 annehmen. v(€*) und v(G, ,) seien 
die euklidischen Volumina von €* und €,,. Dann ist einerseits v(€*) < v(€,,) 
und andererseits v(€*) = DD v(€,,.) > v(E,,). Also ist €*= €,,, und der 
Rand von €,, wird durch V,(Z) auf sich abgebildet. 
Man setze in V,= V,(Z) speziell 


Z = U*(» R U**@ 


mit festen unitéren Matrizen U*, U** und R = ([r,, . . ., r,] 0 ¢~”) fiir reelle 
Variable r,,...,7,. Die Eigenwerte von ZZ \auten 1, .. ., r3. Folglich ist Z 
innerer Punkt von G€,,, falls —1 <r,<1(k=1,..., p), und Randpunkt, 
wenn —l1S7,51(k=1,..., p) und mindestens ein r,=il1 ist. 


|E\») — V,(Z) y,| ist ein Polynom in den r, vom Totalgrad 2p. Daher gilt 
- P - 
BV, (2) ¥,| = I] (1 — rf) = |B — 23 
k=1 
fiir alle Z ¢ €,,. Wegen der Linearitaét von V,(Z) haben V, V, und ZZ die 


gleichen Eigenwerte. Also gibt es zufolge Hilfssatz 1 unitére Matrizen U‘??, 
UW mit 
2 


(11) V,(Z) = U,Z U,. 
Dabei hangen U,, U, zunichst noch von Z ab. 
Es sei 
X70) = UY (fe, . . ., ef] 1 2-”)) UW 
mit reellen Variablen q,,..., y, und festen unitaéren U;, U,. XX hat die 


Eigenwerte 1.....1. Daher liegt Z= uX fiir 0< u <1 in &,,. Also gilt 
nach (9) 


EB) — V,(Z) V,—V,(Z) ¥,= (1 — uw?) B—V,(Z)V,>0 (k=2,8,...). 


Der Grenziibergang u— 1 zeigt: V,(X) = 0 (k = 2,3, .. .). Nun ist V,(X) eine 
regulire Funktion von q,,..., @,, die fiir reelle Werte dieser Variablen 
identisch verschwindet. Beriicksichtigt man nun noch Hilfssatz 1, so folgt 
V.(Z) = 0 identisch in Z. Damit ist der Beweis von Hilfssatz 2 erbracht. 

Die Aufgabe, alle umkehrbar eindeutigen analytischen Abbildungen von &, , 
auf sich zu bestimmen, ist nun ein Problem der linearen Algebra. Man setze 
mit Z0%) = (2,,), Yr) = (y,)): 


W (Z) = > Zi Api . Ww* ( Y) = ph YipApy . 
1sksp lsksp 
isis@ isis¢ 


Fir ZZ = E gilt wegen (11) W(Z)W = E und daher W(Z)W*(Z) = E. Hat 
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speziell Z die Gestalt Z = (Z\) (»:«-»)), Z,Z, = E, so folgt 
Zr" 
a | wemennapen((A5))- am 
Insbesondere gilt also diese Gleichung fiir 


Z,= U, fet, 2 e'%) U;, 


mit unitéren UY), UY) identisch in den reellen Variablen 9,,..., @». Nach 
dem Identitatssatz fiir analytische Funktionen folgt die Richtigkeit von (12) 
fiir alle nicht-ausgearteten Z‘”. Setzt man Z, speziell als Diagonalmatrix 
Z,= [%,. ..., Zp] an, so ergibt (12) 
YO 421A, A,= Em, 
iskisp 
also 


~ : P ~ 
k=1 


Da nach (11) W (Z) W und ZZ die gleichen Eigenwerte haben, sind 1,0,. . ., Odie 
Eigenwerte von A,A, .(k=1,..., p). Indem man Hilfssatz 1 anwendet und W 
von links und rechts mit geeigneten konstanten unitéren Matrizen multi- 
pliziert, kann man daher 


A, = ([1, 0, . . ., 0] O(% ¢-»)) 


annehmen. Wegen (13) verschwinden dann die erste Zeile und die erste 
Spalte von A,(l = 2,..., p), und man kann daher den gleichen Schlu8 wieder- 
holen. Nach p Schritten hat man als Resultat, daB man nach Multiplikation 
von W mit geeigneten unitaéren Matrizen voraussetzen kann: 


A,= ({1, 0, .. ., 0] 0 2-”), A,= ([0,1,0,..., 0] 0%), . .., 


A, = ([0,...,0, 1] He»). 
Es gilt dann also 


(14) W ((Z 0)) = (Z,0) 
fiir beliebige Diagonalmatrizen Z,. 


Hilfssatz 3: Es sei W= (WY) WY*-”), Z = (ZY ZY*-”) und W= W(Z) 
eine umkehrbar eindeutige analytische Abbildung von €,, (p <q) auf sich mit 
dem Fixpunkt 0. Ferner gelte W,= Z,, W,= 0 fiir beliebige Diagonalmatrizen Z, 
und Z,= 0. Dann ist W,= 0 fiir beliebige komplexe Matrizen Z, und Z,= 0. 
und W,=W,(Z,) ist eine umkehrbar eindeutige analytische Abbildung von ©, 
auf sich. 

Beweis: Man fixiere ein Element w,,(l1 Sr < p, p<*s<q) von W, und 
setze Z,= 0, Z,= (Z,)), Z,= 0 (k= 1,..., p). Dann wird wegen der Linearitat 
von W(Z) 

fw! ee we ee z,)+ A, 
und die Elemente von A und W, hingen nicht mehr von z,,..,z, ab. Fir 
geniigend groBe z,,...,z,—, Z,.1,---,%, und hinreichend kleine positive z, ,(& + /) 
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hat Z = (Z,0) den Rang p— 1. Wiirde nun w,, von z,;(k + 1, 1 + r) wirklich 
abhangen, so lieBen sich die Variablen so wahlen, daB die aus der l-ten, . . ., 
(r — 1)-ten, s-ten, (r + 1)-ten,..., p-ten Spalte gebildete p-reihige Unter- 
determinante von W von Null verschieden wire. Nach (11) hat aber mit Z 
auch W den Rang p—1. Indem man die Forderung z,,= 0 (k =.1, .. ., p) 
durch z,,= 0 (k = 1, . . ., p) ersetzt, folgt ebenso, daB w,, von z,,(k = 1,..., p) 
unabhingig ist. Also gilt W,—0 fir beliebige komplexe Matrizen Z, und 
Z,= 9. Sicherlich ist damit W,=— W,(Z,) eine eineindeutige analytische Ab- 
bildung von &, in sich. Nun erfillt mit W(Z) auch die Umkehrfunktion die 
Voraussetzungen des Satzes. Daher folgt, daB durch W,=W,(Z,) eine Ab- 
bildung von €, auf sich beschrieben wird. 

Nach dem Ergebnis von [2] gibt es somit zwei konstante unitire Matrizen 
UY, UY mit 

U,W,U,=Z, oder U,W,U,= 2; 
identisch in Z,. Indem man also W von links mit U, und von rechts mit 
uy 0 ) 

0 Ee» 


multipliziert, kann man annehmen 


W ((Z, 0(?.2-))) = (Z, %.°-”)) oder 
(15) has 0(?, @-?))) = (Z; O(?, @-?)) 
identisch in Z(). 

Nunmehr ist noch der Beitrag von Z, zu W zu untersuchen, d.h. die 
Matrizen A,, fiir! > p. Setzt man fiir festes k und / > p alle Elemente von Z 


Null mit Ausnahme von z, und z,,, so hat Z den Rang 1. W hat die Gestalt 


Mae (Pp) 
Wa ((... ten.) s1Cr1), 


e / 
wobei A,,= (BY) CY;4—”) gesetzt ist und die nicht hingeschriebenen Elemente 
nur von z,,; abhangen. Wiirde nun ein Element w,,(r,s + k) von Null ver- 
schieden sein, so wire die zweireihige Unterdeterminante 


|Z + OZ; W,,| 
W,e w,,| 


+0 


fiir geniigend groBes z, und hinreichend kleines z,,>0. Das ist ein Wider- 
spruch zu der Tatsache, da8 wegen (11) mit Z auch W den Rang | hat. Also 
verschwinden alle Elemente von A,, auBerhalb der k-ten Zeile und k-ten 
Spalte. 

Fiir den ersten Fall (15), W((Z,0)) = (2,0), zeigt der gleiche Schlu8 fir 
ein z,,(7 S p, r+ k) an Stelle von z,, daB sogar die Elemente auBerhalb der 
k-ten Zeile von A,, verschwinden. Der zweite Fall (15) kann fiir p > 1 in 
Wahrheit gar nicht eintreten. Denn sei W ((Z,0)) = (Z; 0). Man setze alle 
Elemente von Z gleich Null mit Ausnahme von z,, und z,, fiir ein festes k + 1, 
|-> p. Z hat wieder den Rang 1. Es wird w,, = z,,+ @2,, und alle Elemente 
auBerhalb der k-ten Zeile und k-ten Spalte von W sind Null. Da auch W 
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den Rang 1 hat, verschwinden alle zweireihigen Unterdeterminanten von W 
und damit C,,. Ein ahnlicher SchluB zeigt, daB auch C,,= 0 fir | > p gilt. 
Daher folgt W(Z) = (W,0) identisch in Z. Das ist aber ein Widerspruch zu 
der Annahme, daB W (Z) eine Abbildung von €, , auf sich ist. 

Nun. werde fiir 1 > p gezeigt, daB B,,—0 gilt. Die Elemente der k-ten 
Zeile von A,,(l > p) seien a,,...,@,. Alle anderen Elemente von A,, wurden 
bereits zu Null nachgewiesen. Setzt man in Z alle Elemente 0 bis auf ein 
Z,(7 Sp) und z,,, so sind alle Elemente von W Null mit Ausnahme der 
k-ten Zeile. Ihre Elemente lauten 


Dy 2p 15 + - +» Bey Zyt, eZ er + Sey, pes aZers - - +» BgZer- 
Wegen (11) haben WW und ZZ die gleichen Eigenwerte. Also folgt 
lex el® + leeal® = lay 2eal* +--+ + |@p—y Zerl* + |, 2e2 + Ze el? + 
+ |@p4a Zerl* + °° * + lag 2," 
identisch in z,,, 2,,. Somit ist a, = 0, d.h. B,,;=0. Weiter folgt 
layyi[*+ --- + |a.?=1. 
Nunmehr hat W = W (Z) ausfiihrlich geschrieben die folgende Gestalt : 
Wei = Ze1 (lsklsp). 
(16) Wy, p41 = Ger Ze, 41 + Onite, pia t + Certo (ISkSp, 1SlsSq—p) 
mit konstanten Koeffizienten a, ;, b,;, . . ., ¢,; und 


q@-? q-? q-?P 
(17) ~ \ay ,|* = 12 |b, x|? = i,.. 1m ley 2|* = 1. 


Man ergiinze die Zeile a’= (a, ,,, . . . @y,) zu einer unitéren Matrix 


, 


U(@-?) — (*) 
und multipliziere W von rechts mit 


B® 0 
(‘0 ov): 
Dann wird a,,= 1, a,,= 0 (l= 2,...,qg—p). Es wird behauptet, da dariiber 
hinaus 
(18) a,=1 (lsk<p) 
gilt. 

Zum Beweise hat man abermals (11) heranzuziehen. Nach dieser Glei- 
chung haben W W und ZZ die gleichen Eigenwerte, insbesondere stimmen also 
die Summen der zweireihigen Hauptminoren dieser Matrizen identisch in Z 
iiberein. In dieser Gleichung hat man nun den Koeffizientenvergleich durch- 
zufiihren. Man setze 

Zi 2, 2541 1, 29, = 1, 2,,54,= 1 


fiir ein vorgegebenes r aus 2 < r < p und sonst z,,= 0. Dann wird nach (16) 


yy = Z, Wy 54, = 1, Wy = 1, w, p1= 0, (LSlSq—p) 
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und sonst w, , = 0. Der beschriebene Koeffizientenvergleich ist an der Gleichung 
(lz|?-+ 1) (1 + lea)? + >> + |e, o-vl*) — le + @ a)? = 2 (le? + 1)— [2 + 1) 


vorzunehmen. Es folgt in der Tat a,, = 1 und wegen (17) 


(19) a,=0 (lsksp, 2SlsSq—p). 
Ferner ergibt sich 
(20) B= °° = &,=0 (lsksp). 


Setzt man namlich etwa fiir ein vorgegebenes r (1 =r < p—p) alle Elemente 
von Z Null mit Ausnahme von z, ,,;. Z,, p+, 80 ist nach (16), (19) 


Wr, p+1 = 27, p+1 7" by Zr,p+2 Wr,p+2 = bye Zrepta- ++» Org = b,.e-9 27,9+8> 


und die iibrigen Elemente w,, von W verschwinden. Aus (11) folgt 
l2y, + il? + l2r, + 2|? = 2p, +1 + b,, Zp,p+al" + |b,2 Zr, p+al* eee \b,,a—» 2r, 9+ l* 
identisch in z,,,,, und z, ,,, und damit b,, = 0. 

Die Aussagen (18), (19), (20) besagen, daB W und Z in den ersten p + 1 
Spalten iibereinstimmen und die iibrigen Elemente w,, (lS k sp, p+2s 
<1<q) von W Linearkombinationen von z, ,, 9. . . ., Z,_ sind. Infolgedessen 
1aBt sich der gleiche SchluB auf die (p + 2)-te Spalte von W anwenden. Multi- 
pliziert man W von rechts mit einer geeigneten unitéren Matrix der Form 


Ei» ) 0 
0 yous) ’ 


so erhalt man die Ubereinstimmung von W und Z in den ersten p + 2 Spalten. 
Nach qg—p derartigen Schritten folgt schlieBlich W= Z identisch in Z. — 
Damit ist das angekiindigte Resultat hergeleitet, das noch einmal explizit 
formuliert werden soll. 
Satz: Die volle Gruppe der umkehrbar eindeutigen analytischen Abbildungen 
von €,..(p + q) auf sich besteht aus den Abbildungen 
w= (AMZ + BO,%) (Cte, PZ + D)-1 


mit einer beliebigen Matrix 
M=($ 5) «2 
=\c p) < “ee: 
Fiir p = q > 1 kommen bekanntlich [2] noch die Abbildungen 
W=(AZ'+ B)(CZ'+ D)"} 


hinzu. Wir wollen das Auftreten dieser weiteren Abbildungen im Falle p = q¢ 
als eine die Bereiche €, kennzeichnende Symmetrieeigenschaft deuten. Die 
Abbildungen mit dem Fixpunkt 0, deren Gesamtheit wir als Fixpunktgruppe 
beziiglich 0 bezeichnen, lauten 


(21) W= U,ZU,, 
(22) W= U,zZ' U; 


mit beliebigen konstanten unitaren Matrizen U!”’, UY’. Bekanntlich gibt es 








Analytische Abbildungen verallgemeinerter Einheitskreise 
zu jeder unitéren Matrix U‘” eine weitere unitére Matrix L mit 
U = D{L}, D= [e®,..., e&%] 


und reellen g,,..., @)- Man definiere D' = [etm = Ped und setze 
V= LDL. Dann wird U =V*. Jede unitiire Matrix ist also das Quadrat 
einer unitaéren Matrix. Wendet man diesen Satz auf U, und U, in (21) an, 
so ergibt sich, daB jede dieser Abbildungen Quadrat in der Fixpunktgruppe 
beziiglich Null ist. In Analogie zum Fall p= 1 wollen wir daher die Ab- 
bildungen (21) als ,,Rotationen“ bezeichnen. Dagegen ist die Abbildung 


W=Z' 


fir p > 1 nicht. Quadrat in der Fixpunktgruppe beziiglich 0. Dag folgt ein- 
fach aus der Tatsache, daB die Mengen der Abbildungen (21) und (22) disjunkt 
sind. Ferner ist W=Z' eine Involution. Wegen analoger Eigenschaften 
bei Spiegelungen wollen wir derartige Abbildungen ,,analytische Spiegelungen“ 
nennen. Dafiir gibt es kein Analogon im Falle p = 1. Wegen der Transitivitat 
von {25 gibt es auch in der Fixpunktgruppe beziiglich eines beliebigen Punktes 
Z € &, analytische Spiegelungen. 

Fir p + q machen die Abbildungen 

W= U9PZUY 

bereits die volle Fixpunktgruppe beziiglich 0 aus. Nach dem genannten Satz 
iiber unitére Matrizen ist jedes Element der Fixpunktgruppe Quadrat. Es 
treten also keine analytischen Spiegelungen auf. Die Bereiche €,(p > 1) 
sind unter den Bereichen €,, durch eine héhere Symmetrie gekennzeichnet, 
die dadurch zum Ausdruck kommt, da es in den Fixpunktgruppen analytische 
Spiegelungen gibt. 

Es sei noch erwahnt, da8 sich in €,, eine Riemannsche Metrik einfihren 
1aBt. Durch die Zuordnung 


L,Y +» ZO = (6) (p <q) 


wird eine umkehrbar eindeutige analytische Abbildung von ©, in ©, ver- 
mittelt. Daher laBt sich €,, als Teilbereich von €, auffassen. Man erkennt 
nun leicht, daB €,, eine geodatische Mannigfaltigkeit in €, beziiglich der be- 
kannten hermitisch-symplektischen Geometrie ist. Aus dieser Tatsache ergibt 
sich dann sofort die Ubertragung der bekannten geometrischen Sitze fiir €, 
auf €,,. Insbesondere laéBt sich die auf geometrischer Grundlage beruhende 
Theorie der diskontinuierlichen Gruppen fiir €,, durchfiihren. 

Auch die Fortsetzungsméglichkeit einer analytischen Abbildung von &, , 
auf sich zu einer analytischen Abbildung von €, auf'sich la8t sich vollstandig 
diskutieren. Man bekommt als Resultat, daB alle Fortsetzungen von 

W= (AZ + B)(CZ+ Dy, (6 5) € Qe 
veliefert werden durch 


W, = (A*Z,+ B*) (C*Z,+ D*)— 
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mit 
0 Ue O«-?.0 


Die Art der Fortsetzung hangt dabei noch von einer willkirlichen unitiren 
Parametermatrix U(*-”) ab. 


ar = (4 0 ), Bem (Jer), OF = (CO. O88), D¥= D. 


Literatur 
{1] Cartan, E.: Sur les domaines bornés homogénes de l’espace de n variables com- 
plexes. Abh. Math. Sem. Hans. Univ. 11, 116—162 (1936). — [2] Kurncen, H.: Dis- 
kontinuierliche Gruppen in symmetrischen Raumen I. Math. Ann..129, 345—369 (1955). 
[3] Srecex, C. L.: Symplectic Geometry. Amer. J. Math. 65, 1—86 (1943). 
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Bemerkungen zu der Arbeit des Herrn Bieberbach 
tiber Kreisbogendreiecke 
Von 


Ernst JACOBSTHAL in Trondheim 


In seiner Arbeit ,,Zur Euklidischen Geometrie der Kreisbogendreiecke“*') 
braucht Herr BrEBERBACH in einem Beweise*) die Tatsache, daB 


a ro gsr are 





in 0 < x < 2/2 monoton abnimmt. Da der im Zahler von F’ (x) auftretende 
Ausdruck 


(2) a«xsin(22)—4sin?(2xz)— 2* + 2° sin(2z) + $ 2? sin®?(2 7) — 2zsin(22) sin’ z 


ziemlich unhandlich ist, liegt es auf der Hand, da8 es nicht ganz einfach ist 
nachzuweisen, daB der Ausdruck (2) in 0 < x < 2/2 durchweg < 0 ist. Breper- 
BACH erledigt den Beweis mit. Hilfe numerischer Rechnungen durch Auf- 
teilung des Intervalls in mehrere Stiicke. Ich will hier einen Beweis mitteilen, 
der auf einer Umformung des Ausdrucks (2) beruht und die Entscheidung 
iiber das Vorzeichen von (2) auf den Nachweis der Ungleichheit 


t 1 2 ' 
(3) gat —1<2(j—ctet), O<t<zx, 


sin t 
zurickfihrt. 
Man kann zunichst das erste und letzte Glied in (2) zusammenfassen zu 
x sin(2z) cos(2z). Multipliziert man dann noch den ganzen Ausdruck in (2) 
mit 8 und setzt 2x2 = t, dann wird das dritte Glied in (2) 


— 82? = — 2 f? = — 2 f*(sin*t + cos*?). 
Dadurch geht der ganze Ausdruck iiber in 


4t sint cost — 2 sin? t — 2#? sin? ¢ — 2 #? cos? t + @ sin t + @ sin® t 
= — 2(sint — t cost)? — @ sin? t + @ sint. 


Durch Ausklammern von # sin? ¢ bekommen wir also 
‘ . t 1 Q 
(2,) f sin? ¢ sr —1-2(5 — etg |. 


Also ist die Behauptung iiber das negative Vorzeichen von (2) gezeigt, wenn (3) 
bewiesen ist. Fiir (3) will ich zwei Beweise mitteilen. Der erste stiitzt sich 


1) Math. Ann. 130, 46—86 (1955). 
*) Le. 8. 60ff. 
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auf die in 0 < t < a geltenden —_ 





24 
a 
(5) fami (— at By, ois Fa=s, 


worin die B,, die Bernoullischen Zahlen sind. Da nun in 0 < t < x 
2 2 e 
($f > (ae) —§ 


ist, wird (3) sicher richtig sein, wenn sogar 

t 4¢t/1 2e 
(3,) ant —1<F (F—ctet) - 9 
in 0<t<~a gilt. Nach (4) und (5) wird die Potenzreihenentwicklung der 
Differenz aus der rechten und linken Seite in (3,) 


£4 4 (—1)*-? Bs, g24+2 _ 3.024 1 g pat 
is 2, (2a)! 3 








Da nun bekanntlich fir alle natiirlichen Zahlen A stets 
(6) (—1/-?B,,>0 


ist, hat die letzte Reihe durchweg positive Koeffizienten und stellt daher fiir 
0 < t < zeine positive Zahl dar, womit (3,) und die schwichere Ungleichheit (3) 
bewiesen ist. — Fiir den Beweis von (3,) scheint der Gebrauch von (4), (5), 
(6) den bequemsten Weg darzustellen. Dagegen liBt sich die schwichere 
Ungleichheit (3) ohne diese Hilfsmittel elementarer beweisen, was ja fiir die 
Zwecke der Bieberbachschen Arbeit ausreicht. Dazu beweisen wir zunichst 
die in 0 < t < a geltende Pig Relation 


l _——— 
(7) 1— . + tog <q (V4 #—2). 
Sie ist mit 
(7;) 120 — 5 @ + t*< 15 64 + #4 


identisch. Da beide Seiten fiir alle reellen ¢ positiv sind, ist (7,) mit y = @, 
0 < y < x? nach kurzer Rechnung mit 


(74) y®— 10y*+ 40y < 1200 ’ 


identisch, und dies ist sicher fir 0 < y < x? richtig, da die linke Seite mit y 
monoton wachst und fiir y = 10 > x? noch erfiillt ist. Daher gilt (7) sicher 
fir 0<t< 2. Da nun 

sint e “ 


(8) 7+ <!- tt 


fir alle t + 0 ist, was schon ohne Kenntnis der Reihe fiir sint durch sukzessive 
Integration von cost < 1 von 0 bis ¢ folgt, so ergibt (7) und (8), daB 


sin t 


; < { (Vee+e—e), O<t<z, 





(9) 
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gilt. Hieraus folgt durch Isolierung der Wurzel und nachfolgendes Quadrieren 
nach kurzer Rechnung 
teint _ sin*t 
ests @ 
@ sint < 4(—sin*t), 0<t<a, 
4 f—sin*t 
tint =CaPCttt 





<. 


l< 





0O<t<a. 
Multipliziert man dies mit der fiir die angegebenen Werte von ¢ positiven 
Funktion 

( t y __ sint — tcost 





“sint sint't  ”° 
so folgt 
mw, 4 tint — boost t — sin*t 
(sez) < tsint @ sin*? 
1 1 1 
(10) = 4({—ctgt) (— ro + at) 


1 2\’ 
=2( + —etet)'), 0<t<a, 


und hieraus durch Integration zwischen 0 und ¢ sofort die Richtigkeit der 
Relation (3). 


(Bingegangen am 13. April 1956) 
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An Application of Topology to Convex Bodies 
By 
8. Sremn in Davis, California 


This note obtains, by theorems related to Brouwer’s fixed point theorem, 
several results at dimension n suggested by the following theorem of Maxt- 
MILIAN KraFFt [1], p. 433: 

The centers of gravity of the subares of a closed convex curve, C, furnished 
with a continuous strictly positive density, fill the interior of C simply. 

If A is a subset of n-dimensional Euclidean space #*, then the closure 
of the set of points of A lying on one side of an n — | dimensional hyperplane 
shall be called a cap of A. If A is furnished with a continuous strictly positive 
density, ®(A) shall denote its center of gravity. The unit interval is denoted J. 

Theorem 1. Jf K" CE" is an n-dimensional convex body such that each 
support plane has only one point of contact and whose surface B"~-1 is furnished 
with a strictly positive density then the centers of gravity D(C), as C runs through 
all caps of B»-, fill K" in a one-one manner. 

Proof. Define F: B"-! x I-> K* by setting F(b,t) = ®(C)where C is the 
cap of B"-! containing } and cut off by the n —1 dimensional hyperplane 
parallel to the support at 5 and a ¢** of the distance from that support to the 
second support plane parallel to it, 

Observe that F'(b,0) = 6 and F(b,1) = ®@(B"-*) for all b € B-?. 

Assume that F is not onto K*. Then there is a point Q ¢ K"— B"-' which 
is not in the image of F. If r: K"— Q > B"-" denotes radial projection from Q 
then rF.:.B"-1 x I+ B"-" provides a homotopy between the identity mapping 
of B"-1 and a constant mapping. This contradiction shows that F is onto. 

Now we show that F, restricted to B"-1! x [0,1), is one-one. Let C and D 
be distinct caps of B*-!. If C, D, or C 7, Disa point then clearly ®(C) + ®(D). 
We now consider the non-degenerate cases. If C7\D = @ then clearly, by 
convexity, ®(C)+ O(D). If C>D then M(C), since it lies in the interior 
of the line segment joining ®(D) to ®(C — D), is not equal to @(D). Finally, 
if C\D+@ and CDD, DDC, then ®(D) lies in the interior of the line 
segment joining ®(C ~\D) to ®(D—C), and @(C) lies in the interior of the 
line segment joining ®(C-\D) to O(C—D). Since O(C— D), O(Cr D), 
®(D— C) are not collinear, ®(C) + @(D). Thus the restriction of F is one- 
one. Since @(B"-1) ¢ F(B"-1z [0,1)) the theorem is proved. 

An almost identical proof yields 

Theorem 2. Jf K"C E* is an n-dimensional convex body such that each 
support plane has only one point of contact and K" is furnished with a strictly 
positive density then the centers of gravity ®(C), as C runs through all caps 
of K". fill K" in a one-one manner. 
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Theorem 3. If K" and B"-, satisfying the conditions of Theorems | and 2, 
are each furnished with a strictly positive density, then there is at least one cap 
of K", Cy, which is not simply a point of B-1, such that ®(C,) = ®(C, - Br). 

Proof. Define /: K"+ K" by setting f(x) = ®(C -\ B"-") where C is the 
cap of K" such that ®(C) = zx. Since / leaves B"-' point-wise fixed it must 
have, by a variation of Brouwer’s fixed point theorem, a fixed point, 2, 
not in B*-!. Then, if ®(C,) = x, one has O(C,~ B*-') = DO(C,). 

Remark. The function G which assigns to each point of K" the cap of 
B"~ of which it is the center of gravity may be used to prove the following: 
there exists a continuous multi-valued function H : K"— 2%" such that x ¢ H (x) 
for all x ¢ K". For H choose 4G where 4: B"-!— B*-' has no fixed points 
(Cf. [2], p. 989 for a similar construction for dimension 1). 

Question. Theorem 3 raises the following problem: If B"-" is furnished 
with a density function, does there exist a density function for K" such that 
@(C) = O(C - B"-*) for all caps C of K"? 


References 
{1] Krarrr, M.: Geometrische Untersuchungen iiber Kurvenschwerpunkte. Math. 
Ann. 97, 430—453 (1926—1927). —- [2] Srrorner, W. L.: On an open question 
concerning fixed points. Proc. Amer. Math. Soc. 4, 988—993 (1953). 
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Singulire elliptische Differentialoperatoren 
in Hilbertschen Raumen* 
Von 


FRIEDRICH STUMMEL in Gottingen 


Einleitung 
In einer Arbeit entwickelt T. CaRLEMAN in kurzen Ziigen eine Theorie 
des Operators A u + c(xz,y,z)u + Au (siehe [4]). Die dort angegebene Idee 
wird im folgenden wieder aufgenommen, und zwar fiir den Operator 


~ Ou " @a 
Au=—Au+2t Ya +t Y —*u+bu 
+ a ” @z, a, oz, v 


Dabei ist A erklirt im Definitionsbereich 9,, d.h. der Menge aller in Z,, 
zweimal stetig differenzierbaren, komplexwertigen Funktionen, die auBerhalb 
einer individuellen Hyperkugel identisch verschwinden. Unter dieser Vor- 
aussetzung ist A ein in 9, hermitescher Operator. Der von uns zugrunde 
gelegte Hilbertsche Raum § ist die Menge aller iiber Z, im.Sinne von Le- 
BESGUE absolut quadratisch integrierbaren Funktionen mit dem Skalar- 
produkt (f,g) = f(x)g(x)dx. Hinsichtlich der Koeffizienten a,, v= 1. 
2,...,, setzen wir der Einfachheit halber stetige Differenzierbarkeit voraus. 
Fir den Koeffizienten b dagegen sind auch Singularitaéten zugelassen ; es wird 
nur verlangt, da 6(x) lokal quadratisch integrierbar ist und ein Integral- 
mittel iiber 6b, / |b(y)/?]a—y|-"*+4-*dy mit einem passenden «> 0 
iz—wsR 

beschrankt bleibt. 

Es ist das Ziel dieser Arbeit, den Operator A in D, auf drei Probleme hin 
zu untersuchen: Bestimmung der Adjungierten A* des Operators A, nahere 
Untersuchung des Definitionsbereiches D,. von A*, insbesondere der Eigen- 
lésungen von A* zu komplexem Eigenwert, und schlieBlich die wesentliche 
Selbstadjungiertheit von A in D,. 

Die Bestimmung des zu A adjungierten Operators A* gelingt nach dem 
Vorbild von T. CanLeman durch Fortsetzen von A in D, zu einem Operator A 
in 93, welcher durch eine sog. Mittelwertgleichung implizit definiert ist. 
In § 2 wird gezeigt, daB dieser Operator A mit A* identisch ist. Aus dieser 
Tatsache folgt dann sofort, daf die Frage nach der wesentlichen Selbst- 
adjungiertheit von A in 9, aquivalent ist mit der Frage nach der Existenz 
von nichttrivialen, quadratisch integrierbaren Lésungen der Funktional- 
gleichung Au = /u fir komplexe Werte von 2. 


* Diese Arbeit wurde von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultaét der 
Universitat Gottingen als Dissertation angenommen. 
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In §3 wird eingehend diskutiert, unter welchen Voraussetzungen hin- 
sichtlich a,, b, { die Lésungen der Gleichung (A*— A) u = f beschriinkt bzw. 
differenzierbar sind (Satz 3.1 und folgende). Dabei interessiert vor allem das 
Verhalten von u in solchen Punkten oder Unterriiumen des Z,, in denen der 
Koeffizient 6 singulair wird. Es zeigt sich z. B., daB Lésungen der Gleichung 
A*u = Au in jedem beschrinkten Gebiet G gleichmaBig beschrinkt bleiben. 
sobald eine Ungleichung der Form 

f _|b(y)* |z—yl-***-*dy s M 
|z—wlsR 
fiir alle z aus G mit « > 0,0 < R <1 und M < ow erfillt ist. Hat der Koeffi- 
zient b die Gestalt eines in der Physik iiblichen Coulombpotentials, so bleiben 
die Eigenlésungen u von A*u = Au in den singuliren Stellen von 6 nicht nur 
beschrinkt, sondern erfiillen dort auch noch eine Lipschitzbedingung. Ein 
Teil der Resultate von § 3 wird in Form eines Weylschen Lemmas zusammen- 
gefaBt und zum SchluB noch ein Satz von K. Frrepricus [7] neu bewiesen 

Ist ein linearer Operator selbstadjungiert, so folgt bekanntlich aus dem 
Spektralsatz die spektrale Zerlegbarkeit des Operators. Daher verdient die 
Frage nach der Selbstadjungiertheit eines Operators besonderes Interesse 
Da aber der von uns definierte Operator A in 9, nicht abgeschlossen ist, so 
zeigen wir in § 4 nur die wesentliche Selbstadjungiertheit von A in einigen 
Fillen. Die dort bewiesenen Kriterien stellen z.T. eine Verallgemeineruny 
bereits bekannter Siatze dar. Eines dieser Resultate sei‘ herausgegriffen 
(Satz 4.2): Der Operator Au = — Au + bu ist in D, wesentlich selbstadjungiert, 
wenn b(x) die Bedingung 


{ |b(y)* |z—yl-"*4#-*dy s M 
z—yi sR 

fiir alle x aus E, mit a >0,0<R<1, M < ~ erfiillt. Ein analoger Satz ist 
von T. Kato [11] bewiesen worden. Es ist bemerkenswert, da man unter 
sehr allgemeinen Voraussetzungen hinsichtlich der Koeffizienten a,,b zu der 
Funktion 6(x) eine solche Funktion hinzufiigen kann, die im Unendlichen 
beschriankt bleibt und im Endlichen nicht zu stark singulir wird, ohne da!’ 
dadurch die wesentliche Selbstadjungiertheit von A in 9, gestért wird 
(Satz 4.3). din anderes Kriterium besagt, daB der Operator Au = — J u 4 
+ b,u+ b,u in D, wesentlich selbstadjungiert ist, wenn b, den eben beschrie 
benen Charakter hat und der Ausdruck |b,(z)— 6,(y)| fiir alle x, y aus E,, 
mit |jz—y|= R <1 gleichmaBig beschriinkt bleibt (Satz 4.4). Als letzte: 
Kriterium wird das schon bei T. CaRLEMAN [4] und K. Frrepricus [6] an- 
gegebene Resultat bewiesen, wonach dieser Operator in 9, wesentlich selbst- 
adjungiert ist, falls b,(x) stetig ist und b,(x) >¢ > — «(x ¢ E,) bleibt, 6, die 
oben angedeuteten Bedingungen erfiillt (Satz 4.5). 

SchlieBlich wird in §5 kurz die Anwendbarkeit der vorhergehenden Re- 
sultate auf die allgemeine nichtrelativistische Schrédingergleichung dis- 
kutiert. Im Falle eines Teilchens laBt sich die wesentliche Selbstadjungiertheit 
der zugehérigen Operatoren Ain 9, in vielen Beispielen unmittelbar mit 
Hilfe der Kriterien des $4 einsehen. Ein gewéhnliches Coulombpotential 
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ist hier ohne EinfluB auf die wesentliche Selbstadjungiertheit. Fiir mehrere 
Teilchen bietet der Nachweis der wesentlichen Selbstadjungiertheit gréBere 
Schwierigkeiten. Ist jedoch Au = — Au + bu und 6 das tibliche Coulomb- 
potential fiir mehrere Teilchen, so ist der Satz 4.2 anwendbar. Um zu zeigen, 
wie sich die in den vorangegangenen Paragraphen entwickelten Methoden 
auch in komplizierteren Fallen handhaben lassen, wird die wesentliche Selbst- 
adjungiertheit des Starkeffektoperators fiir mehrere Teilchen bewiesen 
(Satz 5.1). 

§ 1. Vorbereitende Sitze 


In diesem Paragraphen sollen einige Sitze zusammengestellt werden, die 
im folgenden wichtig sind und hiaufig herangezogen werden. Wir wollen 
dabei als Bezeichnungen vereinbaren : 

E,, far die Menge aller Punkte x =(2,,..., z,), n 22, mit —co < 2, < 
<oco(y=1,...,m); |2— y| fair den euklidischen Abstand zweier Punkte z, y 
des E,,; ‘d x bzw. do fiir das Volumenelement des H,, bzw. das Oberflichen- 
element einer (n — 1)-dimensionalen Fliche. Sind G und G’ zwei Gebiete 
des E,,, R eine positive Zahl, dann ist 

Gp die Menge aller Punkte z des Z,,, fiir die es ein y aus G gibt mit |r— y| < R; 

G — G’, fir G 2 G’, die Menge aller Punkte z aus G, die nicht in G’ liegen. 
Ein Integral, dessen Integrationsgebiet nicht angegeben wird, ist stets tiber 
den ganzen E,, erstreckt zu denken. 

Die Basis aller spiteren Uberlegungen wird das Studium einer sog. Mittel- 
wertgleichung') fiir die Lésungen der Poissonschen Differentialgleichung 


n 
: e ‘ . : 
—Au=u, mit d= J’ >. sein. Was darunter zu verstehen ist, erlautert 
v=] “ 


der erste Hilfssatz. 

Hilfssatz 1.1: Jede in einem Gebiet G zweimal stetig differenzierbare Funk- 
tion u, die der Gleichung — A u = yu geniigt, erfiillt fiir jede ganz in G gelegene 
Kugel |y — xz| < R die Gleichung 
(1.1) u(x) =f Aalzy) u(y) dy + f Kp(x, y) u(y) dy. 


Die Integralkerne Hp, Kp sind erklirt durch Hp(z,y) = Kp(z,y)=0 
fiir |z— y| > R, und far |x — y| <= R gelte 
1 
Wy (n — 2) |x — y| 





an2 + wa(|z— y}), n>2, 





(1.2) Kp(z,y) = 1 1 
— log a + wp(|\z—y|), n=2, 
und 
(1.2’) H,(z,y) = A,Kp(x,y), 2+y- 
Die Zahl w, = aa ist die Oberfliche der (n — 1)-dimensionalen Einheits- 


kugel und die Funktion w,(r) sei in 0 < r < co zweimal stetig differenzierbar 


1) Es gibt eine gewisse Freiheit in der Wahl solcher Mittelwertgleichungen (vgl. [5], 
Kap. IV). 
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r 





und so gewihlt, daB Ky — 2% — 92) wird fair |2— y| =r = R. 


Beweis: SchlieBt man den Punkt z durch eine kleine Kugel |x—y! < ¢ 


mit 0 < ¢ < R aus dem Gebiet G aus, so besteht wegen K p = “=e =Ofirr=R 


an 
die Gleichung 


Kp (x,y) uly) dy = — / Hp(z,y) u(y) dy + 
es|z—yl sR es|z—y\sR 
aK 
+f [u(y ASSP — Kpiz,y) SM} a0. 
|je-—yl—e 


Da die Funktion u stetig ist, strebt das Oberflichenintegral in bekannter 
Weise gegen u(x). Die Funktion u = — A u ist ebenfalls stetig, so daB auch die 
beiden anderen Integrale fiir e- 0 konvergieren und gerade die gewiinschte 
Gleichung (1.1) entsteht. 

Die Gleichung (1.1) soll spiter auf einen umfassenderen Bereich von 
Funktionen u und yu fortgesetzt werden. Dabei sind vor allem die Eigenschaften 
von Integralen der Form 


(1.3) f Ba(z.y) tly) dy 


von Bedeutung, die daher jetzt niher untersucht werden sollen. 

Die von dem reellen Parameter R > 0 abhiingende Schar von Integral- 
kernen B(x, y) mége den folgenden Bedingungen geniigen: 

“1. Bp(x,y) ist definiert fiir alle R > 0 als reelle Funktion von r = |x — y| 
mit 0 < r < oo. 

2. Es sei Bp(x,y) = 0 fir |a—y| > R. InOS |x—y| SR existiere eine 
positive Zahl 6 mit 0 < 6 < n, so daB |x— y|"~-* Bp(z,y) eine stetige Funk- 
“i von 2,y ist fiir jedes feste R > 0. 

3. Sei Bp =f |Bp(z,y)|dy > 0 fiir alle R > 0, peembed awe Br=Bo< 


Hilfssatz 1.2: Ist die Funktion f iiber jedes beschriinkte Gebiet des E,, im 
Sinne von LEBESGUE integrierbar, dann gilt: 

(a) Das Integral (1.3) existiert fast iiberall und ist als Funktion von x fiir 
jedes R > 0 iiber jedes beschriinkte Gebiet integrierbar. 


(b) Es set fp(x) = By f Ba(x.y)fly)dy mit Bp=f |Bp(z,y)| dy, 80 gilt 
S \fy(z)| dz < M < © fiir alle 0 < R < Ry. 
G 


Beweis: (a) Fiir jedes beschrinkte Gebiet @ gilt die Ungleichung 
f \f(a)| dx f |Bp(z,y)| dy S Bp J |f(x)| dz. 
Gp Gr 
Nach dem Satz von Fusrnt existiert dann auch { dz f |Bp(z,y) f(y)| dy, ist 
G 
dem an Integral gleich, und fast iiberall in G existiert { |B, (zx, y) f(y)|d y- 


» 2 F bedeutet die Ableitung der Funktion Kz nach der duBeren Normalen auf der 
Rag fool. 
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(b) Es wird mittels einfacher Abschitzungen und Vertauschung der Inte- 
grationsreihenfolge 


f Urladzs Bg faz f |Br(x,y) f(y)| dy sJ If(x)| dz, 


so daB der fragliche Ausdruck fiir 0 < R < R, < co beschrinkt bleibt. 

Sei L*(Z,) der Raum aller in Z,, definierten komplexwertigen Funktionen 
j(x), fiir die f |f(x)|*d x < co ausfillt, mit der Norm |/f| = {f |f(z)/*dz}* und 
dem Skalarprodukt (/, g) = [ f(z) g(x) dz. 

Hilfssatz 1.3: Die Gleichung*) 


g(x) = f Br(z,y) f(y)dy 
definiert in L* eine Schar von Operatoren Bp mit dem Scharparameter R > 0, 
und es gilt: 
(a) Bp, ist ein in ganz L* definierter, beschriinkter, hermitescher Operator mit 
der Schranke | Bp) < Bp, d. h. es gilt 


(1.4) |Brfl| = Be Ifl 
fiir alle f aus L* *). 

(b) Sind BY und BY zwei solche Operatoren, dann sind sie fiir alle R,> 0, 
R, > 0 vertauschbar, 


(1.5) Bi) BY! = By) BY). 


Beweis: (a) Sei G ein beschrinktes Gebiet, so wird mit Hilfe der Schwarz- 
schen Ungleichung 


/ lf Br(x.y) fly) dy|*dz < Br J dz f |Bp(x,y)| |f(y)|*dy 
= Br J If(y)Pdy < BR \f\* 


fiir alle R > 0 und jedes / aus L*, woraus die Behauptung folgt. Da der Integral- 
kern Bp(z,y) reell und symmetrisch ist, so gilt fiir alle f,g aus L* die Glei- 
chung (/, Bpg) =(Bpf,g), was mit der Hermitizitét des Operators Bp aqui- 
valent ist. 

(b) Wir zeigen, daB fiir feste z,z aus Z, die Gleichung 


S BY (\z— yl) BR (ly —2|) dy = f BR (\z— y|) BR (ly —2|) dy 
besteht. Fiihrt man nimlich anstelle der alten Integrationsvariablen y neue y’ 
ein durch y = x + y’ im ersten Integral und y = z— y’ im zweiten Integral, 
so erhalt man fiir beide Integrale denselben Ausdruck { Bi}? (|y’|) BY (|x + 
+ y’—2|) dy’. 

Hilfssatz 1.4: Geniigt Bp(x,y) auBer den Bedingungen 1, 2 und 3 noch der 
Forderung Bp(x,y) = 0 fiir alle x,y aus E,,, dann gilt: 

(a) Ist f(x) in einem Gebiet G stetig, dann strebt die Funktionenfolge { p(x) = 
= By' J Bra(x.y) f(y) dy in jedem abgeschlossenen Teilbereich G’ von G gleich- 
miaBig gegen f(x) fiir R->0. 

*) Die Funktion f(z) ist offenbar iiber jedes beschriankte Gebiet integrierbar; daher 


existiert das Integral { B,p(zx,y) f(y) d y fiir fast alle x aus £,. 
*) Vgl. hierzu [14], wo sich ein entsprechender Satz fiir unendliche Matrizen findet 
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(b) Ist f aus L*, so gilt fiir R+0O 
If— Ba* Bri|>9. 

Beweis: Es sei R, eine solche positive Zahl, daB mit G’ auch das abge- 
schlossene Gebiet Gp, in G liegt. Dann ist die Funktion f(z) in Gp, gleich- 
maBig stetig, d.h. zu jedem ¢ > 0 gibt es ein d(e), so daB |f(x)—f(y)| <« 
wird fiir |z— y| < d(e). Ist dann z aus G’ und R < Min(R,,4), so gilt wegen 
Bra= £ Bp(x,y) dy die Abschitzung 

\fr(z) — f()| = Bat |S Br(z.y) ((y)— f(z} dy| <e. 


(b) Jede Funktion / aus L* léBt sich im Quadratmittel beliebig genau 
durch eine stetige Funktion /’ approximieren, fir die auBerhalb eines be- 
schrinkten Gebietes die Gleichung /'(z)=0 gilt. Zu jedem ¢> 0 gibt es 
daher ein solches f’ und ein zugehériges Gebiet G, so daB |f—f’| < 3 wird. 
Mit Hilfe von (a) folgt dann, daB es ein 6(e) > 0 gibt, so daB der Ausdruck 


j 2 2 
i (z)— Ba" [ Balzy) f(y)dy < Fates 


wird fiir R < Min(R,,4) gleichmaBig in Z,, wobei m(Gp,) das MaB des Ge- 
bietes Gp, bedeutet. Daraus folgt 


If— Ba Bafl S \f—f'| + \f'— Bp’ Baf'| + |bx' Balf—1)| 
S2|f—f'l + I'— Bp’ Baf'| <e, 


womit die Behauptung bewiesen ist. 

Zum AbschluB dieses Paragraphen sollen drei Integralkerne Dp, Hp, Kp 
definiert werden. Die beiden letzteren erfiillen die in Hilfssatz 1.1 gestellten 
Forderungen. 

Definition 1.1: Zs set Dp(x,y)=Hp(z,y)=Kp(x,y)=0 in |x—y| > R. 
Fiir r = |x — y| s R gelte 


(1.6) Dp(z,y)= 1, 








2 r? 
(1.1) Hx(2,y)= 35 (1— Fe) 
1 R 3,f #) 
= aa > -7+ we - aE} 8-2. 
(1.8) Kp(z,y)= ‘ ' ‘ aie ant & 6 “| Bn 
os eos eee es + 4 ke 8 Rey *<°- 


Die Bedingung 4 Kp(zx,y) = Hp(x,y) fir x + y ist erfillt. Ferner wird 
Krp= ae = oat = 0 fir r= R. Die Funktionen Dp, Hp, Kp sind positiv 
fiir r = |x — y| < R, und man berechnet leicht, daB die Integrale 

Rey : R 
(1.9) / Dp(xz,y) dy = On =. / Hp(x,y) dy =l, / Kp(x,y) dy = Dat) 


sind fiir aile z aus Z,, und alle R > 0. 
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§ 2. Definition der Operatoren A und A. Die Adjungierte von A 


Mit 9=J*(Z,) wird der Hilbertsche Raum aller komplexwertigen 
Funktionen /(z) mit z aus Z, bezeichnet, fiir die im Sinne von LEBESGUE 
Sf \f(z)®dz <co ausfillt und in dem das innere Produkt durch (f,g) = 
= { F(x) g(x) dx erklart ist. In dieser Arbeit soll der nun zu definierende 
Differentialoperator A in D,, D9,C H, auf einige Eigenschaften hin unter- 
sucht werden. In diesem Paragraphen wird der adjungierte Operator mit 
Hilfe einer Mittelwertgleichung bestimmt. 

Definition 2.1: Der Operator A sei erklirt durch 


n 
(2.1) Au=—Au+2i Sa,2 bu 
v=1 





im Definitionsbereich aller Funktionen u(x) mit D ,: 

1. u(x) zweimal stetig differenzierbar in E,,, 

2. u(x) = 0 auferhalb eines individuellen beschriinkten Gebietes. 

Die Koeffizienten a,(z), b(x) sollen stets den folgenden Voraussetzungen ge- 
niigen: 

1. a,(x) (v= 1,..., n) sind in E,, erklérte, reelle, integrierbare Funktionen ; 

2. a,(x) stetig differenzierbar in E,, ; 

3. b(x) sei lokal quadratisch integrierbar®). Ferner mége es eine positive 
Zahl « geben, so daB das folgende Integral (2.2) existiert und fiir alle 0 < R <1 
und jedes beschrinkte Gebiet G gilt 
\o(y)|* 


ja ian y|*-4+e 
\ja-y| SR 


mit einer Konstanten M = M (GQ) fiir alle x aus G. 

Unter diesen Voraussetzungen ist, wie man leicht nachpriifen kann, A in 
D, ein hermitescher Operator und damit AC A** ¢ A**). Die in § 1 ange- 
kiindigte Fortsetzung des Operators A auf einen umfassenderen Definitions- 
bereich leistet der Operator A in 97. 

Definition 2.2: Es sei Au—f, wenn u und f aus 9 sind und fast iiberall 
in E,, der Mittelwertgleichung 


(2.2) 








dys M<a 


u(z) ba u(y) dy + [Kaley {ri —B(9) mv + 
(2.3) 
+4 





ay+2if 5 ON) Oke =e a,(y) u(y) dy 


geniigen fiir alle R>0. Der Definitionsbereich von A ist daher erklart durch 
Dj: f |u(x)\*dx < 0, f |f(x)|*dx <0. 


Diese Definition ist sinnvoll: Samtliche Integrale existieren fast tiberall 
und sind lokal quadratisch integrierbare Funktionen von 2; denn ist @ ein 


s) Es i ist also f po < oo fiir positive R. 
|S 
*) Beziiglich der hier verwendeten Symbolik siehe etwa [13]. 
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beschriinktes Gebiet, so wird z. B. 


b \2 2 
[Ratz, y)b(y)u(y)dy <const. / pets y / dy. 
jz—yl sR : |jz-vl sR 
da |Kp(zx,y)| S const. |z— y|-"*+?-* ist fir irgendein 6 > 0, alle n 22 und 
alle x,y. Also ist fir 0 < 26 < a mit (2.2) 


I \f Kr(x.y) b(y) u(y) dy|*dz < const. M - R*-*4 ul) < co. 
G 


Die Zuordnung von u zu f ist eindeutig. Giabe es nimlich zu einem u ein /, 
und ein f,, die (2.3) geniigen, so muB fiir alle R>0O und fast iiberall 
f Kp(x.y) (f(y) — fe(y)) dy = 0 sein. Dann folgt aber aus Hilfssatz 1.4 mit 
kp= f{ Kp(x,y) dy, dab mr var he \ke* Kr(fi—fs)| = |h— fe] = 0 die Glei- 
—0 

chung /, = f, fast iiberall gilt. Diese Zuordnung ist auch linear, so daB Ain 9; 
ein eindeutiger linearer Operator ist. 

Die nachsten Siatze haben das Ziel, zu zeigen, daB Ain® a derzu Ain9, 
adjungierte Operator A* ist. 

Satz 2.1: A in Dj; ist eine Fortsetzung des Operators A in D4, d.h. es gilt 
(2.4) ACA. 


Beweis: Wird Au=f und —A4 u=y gesetzt fir u aus 9,, dann ist wv 
eine stetige Funktion und uw und yw geniigen nach Hilfssatz 1.1 der Glei- 
chung (1.1). Aus der Definitionsgleichung (2.1) folgt daher 


u(z) = [ Haley) u(y) ay + 





+ [x rR(2,y) {rw b(y) u(y)— 2% Pe (>> a on$ z4 


Der Kern Kp(x,y) wird fir y— x nur wie |x— y|*-" bzw. log mh singular. 


Th 4 
so daB man einen Bestandteil der obigen Gleichung partiell integrieren kann: 
und zwar gilt 


(2.5) —2i [ Kxlz, yo ae ") dy =2i [3 ee oY) a,(y) u(y) dy, 


wodurch die gewiinschte Maiti (2.3) entsteht. 


Satz 2.2: Der Operator A ist eine Fortsetzung der Adjungierten A* dex 
Operators A, d.h. es gilt 


(2.6) A* CA. 


Beweis: Es ist zu zeigen, daB fiir zwei Funktionen g, g* aus 9, die fiir 
alle u aus D, der Gleiehung 


(2.7) (A u, g) = (u, g*) 
geniigen, die Funktion g in 97 liegt und die Gleichung g* = Aq besteht. 
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Zu diesem Zweck konstruieren wir eine Folge von Funktionen Kp ,(z, y), 
die nur von r = |x— y| und dem Parameter ¢ mit 0 < ¢ < R abhangen und 
erklirt sind durch die Gleichung 
K,(z,y), €<7r, 
a+ B(r?— e*)+ y(rt#—e*), OSrse, 
mit einer Funktion Kp»(z,y) wie in (1.8) und noch passend zu wihlenden 
Konstanten «, 8, y. Dann ist 


(2.8) Kp,.(2,y)= 


Hp(z,y), E<r, 


» =z = 
(2.9) Hp. (x,y) Ay Kpr.(z,y) te B+ 4(n + 2) yr, 0< r<e. 


Die Konstanten «, 8, y sollen so gewahit werden, daB Kp ,(x, y) nach r = |x— y| 
an der Stelle r=e zweimal stetig differenzierbar wird. Damit ist dann 
fiir beliebige, aber fest gewahlte R, x, e die Funktion Kp ,(x, y) zweimal stetig 
nach y;,..., Y, differenzierbar und eine Funktion aus 9,. Die Zahlen «, 8, y 
hangen von e ab, und zwar gelten nach Definition 1.1 und (2.8) fiir e—0 die 


Relationen 
! ‘ n+2 — , 
fad ape + O(1),m>2,B=—Goet+O(l), nze2, 
2.10) a=}, , 
gee Z tO), 2-2, y= gare t O( ge) m2. 


Die Funktion Kz,.(x,y) kann man fiir feste R,e, x in (2.7) einsetzen und 


erhiilt mit der Abkiirzung h = g*—bg +i 3’ <% g die Gleichung 
vy=l id 


OKR, (2, y) 


Fy, yd aly) dy + 


[Bncewnia dy +21] > 
v=1 
(2.11) 


+ [Ha.te.v9(y) ay =0. 


Diese Gleichung gilt fiir alle « > 0. Wir wollen versuchen, hierin ¢ gegen 
Null streben zu lassen. Unter dem L?(G@)-Mittel einer lokal quadratisch inte- 
grierbaren Funktion v(x) iiber ein beschrinktes Gebiet G des HE, mége im 
folgenden 
Iva = (J In(a)[taz)"' 
G 


verstanden werden. 

Das erste Integral in (2.11) konvergiert im L*(@)-Mittel gegen [ K p(x, y) x 
x h(y) dy. Das laBt sich zeigen, indem man dieses Integral der Bedeutung von h 
nach in drei Summanden zerlegt und die Behauptung fiir jeden einzeln nach- 
weist. Wie das geschehen kann, sei am Beispiel eines Summanden gezeigt: 
Mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung erhalt man 


| Knee —Kalz.y)} by) oy dy? s 
b(y)|* 


sf le—ur Ka en—KaewiPlowedy fee dy. 


jx—yise |jz— yl Se 
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In |x — y| S « gilt nach (2.8) und (2.10) die Abschitzung 

|ja— y|"-*+* |Kp (x,y) — Kp(z,y)|* S const. |x — y|-"-*¢ += 
fir alle n > 2 und mit einem 6 so, daB 0 < 2 6 < « ist. Somit wird schlieBlich 
mit (2.2) und nach Hilfssatz 1.2 


J [[{Kr,.(x,y)— Kr(z,y)} 6(y) 9(y) dy|* dz < const. M |g|* e*-** + 0 


fire+0. 
Pee folgt die Konvergenz des zweiten Integrals in (2.11) gegen 


£4 S * a,g dy. Sei wieder G ein beschrinistes Gebiet, dann folgt aus der 


v=] 


Stetigkeit bed a,, daB es eine Konstante M’(G@) gibt, so daB |a,(x)| < M’ < co 





bleibt fiir » = 1,..., und 2 aus Gp. Daher ist nach der Schwarzschen Un- 
gleichung 
” (0K p(x, y) 0K p(x, y) 2 
J [age _ SER ay) oly) dys 
, OKr,e(t,y) %@KR(x,y)! 
< const. M" “—_— 7 ae dy x 
je—ylse 
|@Kp,-(z,y) OK mee ) 
[ (28nstan — 2a yiyyeay, 
—vylse 
In |~—y| Se ist |——5 Ke, ve ») —s S const. e'-* fiir n= 2und ee oy) S const. x 
\O@KRe(z,y) ‘Kate y) 





x |a—y/|!-",so daB man aus der Ungleichung | |S const. x 


x |x— y?'-* die Abschitzung erhiilt : 


[i/{ east ey) Oe aly) g(y)dy *dx<const. M'*\\g\?-e?-+Oftire +0. 

Das dritte Integral in (2.11) endlich strebt gegen — g(x) + { Hp(x,y) x 

x g(y) dy; denn hier ist mit dem in (1.6) erklirten diskontinuierlichen Faktor 
S {Ar,(2,y) — Hx(2,y)} g(y) dy = 

= { D,(x,y) {2 B + 4(n + 2) y |z2—yl}g(y)dy—Jf D.(z,y) Hx(x,y) g(y) dy. 

Offenbar gilt 2n 6 { D,(x,y)dy>— ats und 4(n + 2) yf D,(x, y) |z— y|*dy> 


> 3 fir e+ 0. Also folgt aus Hilfssatz 1.4 (b), daB das erste Integral der 


rechten Seite dieser Gleichung sogar im Mittel iiber den £,, insbesondere 
also im Mittel iiber jedes beschriinkte Gebiet G, gegen die Funktion — g(z) 
konvergiert. Fiir das zweite Integral der rechten Seite gilt, da aus (1.7) die 
Ungleichung |H p(x, y)| < const. folgt, die Abschiitzung { |{ D,(x,y) Hp(x, y) x 
x g(y) dy|*daz < const. e*" |g)? + 0 fir e+ 0. 

Daher geniigen die Funktionen g und g* fast iiberall der Mittelwertgleichung 


g(z) = [Hale andy + [Knee ”) jo" (v) — B(v) 99) + 


we ow, 





oe & p " @Kr(2,y) 
+i 2 Fy ovo] dy 28 P oi ” a,(y) g(y) dy 


ll 
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und nach Definition 2.2 folgt somit A g= g*. 
Satz 2.3: Die Adjungierte A* von A ist eine Fortsetzung von A, d. h. es gilt 


(2.12) Ac A*. 
Beweis: Es ist zu zeigen: Liegt u in D,, dann gilt fiir alle v aus D7 
(2.13) (A v,u) = (v,A u). 


Ist die Funktion u aus 9,4, dann ist — 4 u= y stetig und es gibt ein be- 
schrinktes Gebiet G, auBerhalb dessen u(x) = u(x) = 0 gilt. Die Funktionen 
und yz geniigen nach Hilfssatz 1.1 der Mittelwertgleichung 
u(x) = { Hp(z,y) u(y) dy + f Kr(x,y) uly) dy 

fir alle R > 0. Die Funktionen v und g = -Av geniigen der Gleichung (2.3) 
Multipliziert man die obige Gleichung mit v(x) und integriert so erhalt man 

f w(x) O(a) dx = f Oe) dx [ Hp(x,y) uly) dy + 

+ f v(x) dx f Kp(x,y) uly) dy, 

und aus (2.3) ergibt sich 


[ucsrmas = [uo dz [Hale 7H ay— 


(2.14’) —2i fu (ade f ¥ i ona =H) a,(y) o(y) dy + 


naaftoe os 


Diese beiden Gleichungen sollen voneinander subtrahiert werden. Dabei er- 
kenrit man, daB 


f u(x) dx f Hp(x,y) v(y) dy = f v(x) dx f Hp(x,y) u(y) dy 
eKr(x,y) _ _ 2K r(x, 9) 
ay dz, 
erhalt man nach Vertauschung der Integrationsreihenfolgen und durch par- 

tielle Integration 


(2.14) 


» v(y)i dy. 





ist, denn H,» ist ein hermitescher Operator. Wegen 


n 
— 2 fu(z)de x oa) a,(y) o(y) dy 
“? v=l1 ’ 


v=] 


n 
=—2i ¥ a(2) Ha do [Kaloo -3 y) 2" ay, 
so daB die Subtraktion von (2.14) und (2.14’) die Gleichung 


[eae f K(x) yay =—25 E a,(2) PA de [Kx iow) au ay + 


v=l 


x neon 5. ee at 


ergibt. Die Funktionen u, = , # sind stetig. Dividiert man daher die letzte 
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Gleichung durch kp = { Kx(z,y) dy und laBt R gegen Null streben, so folgt 
aus Hilfssatz 1.4 (a) 


[Puede f {rA—o~? z —i Fe TR u(y) dx — 
v=l id 


of « —— 
—2i - a, (x) v(x) ik dz. 
Diese Beziehung aber ist aquivalent mit Gleichung (2.13), womit der Satz 2.3 
bewiesen ist. 

Satz 2.4: Die Adjungierte A* von A ist identisch mit dem Operator A, d. h. 
es gilt 
(2.15) A = A*. 

Beweis: Aus A ¢ A* folgt zunichst, daB A* als Fortsetzung von A dicht 
in % definiert ist und damit A** existiert und eine Fortsetzung von A ist: 
Ac A**. Aus A < A* folgt A*‘* ¢ A*, was mit der Ungleichung A* ¢ A¢ A** 
zusammen die Behauptung ergibt. 


§ 3. Der Definitionsbereich von A* 

Die Lésungen u und f der Gleichung A* u — 2 u = f geniigen nach § 2 einer 
Mittelwertgleichung der Form (2.3). Diese bietet eine einfache Handhabe, die 
Funktion u auf Beschriinktheit und Differenzierbarkeit bei vorgegebenem / 
und gegebenen Koeffizienten a,, b zu untersuchen und so Aufschliisse tiiber den 
Charakter des Definitionsbereiches D,. von A*, insbesondere der Eigen- 
lésungen von A* zu irgendeinem komplexen A, zu gewinnen. 

Satz 3.1: Seien u und f zwei quadratisch integrierbare Funktionen, die der 
Mittelwertgleichung 


u(x) ca u(y)dy+2ty] » fer a,(y)u(y)dy + 
v=l ’ 


(3.1) 


+f Knlz [fy) + u(y) — be) u(y) +1 YF miy)| dy 
vr=l , 

yeniigen fiir n > 27) und ein komplexes i. Es sei ferner G ein (nicht notwendig 

beschréinktes) Gebiet und R, irgendeine positive Zahl. Die Koeffizienten a,,b 

mégen der Ungleichung 


(3.2) |A|? + ." ja, (x)|? + s" da, 2 J b(y)# dys M 

en a a s=geeerr® 
r—ysR 

geniigen mit einer Konstanten M < co fiir alle x aus Gp und 0 < R < Ry s0, 

dap die Kugel \y—x| = R noch ganz in Gp, liegt. Dann gibt es eine Zahl R* 

mit 0 < R*< Ro, so dap u in G der Ungleichung 


3.3 2<¢, Rx Sw)" l R-* ) lu(y)i*dy 
(9.3) ju(x)l? Sey z—yh-tra CY T Ce | iM (y)irdy 
—— |z—p| SR |7—Wisk 
7) Der Einfachheit halber soll der Fall » = 2 nicht mitbehandelt werden, obwoh] 
dort ganz entsprechende Aussagen gelten. 
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geniigt fiir alle 0 < R < R*, mit Konstanten c,, cy, die nicht von R abhiingen. 
Beweis: Aus (3.1) und (3.2) erhalt man fiir die Funktion u(x) zunichst 
eine Abschatzung der Form ®) 


|u(x)|? < const. R* | — es dy + const. R-* J ju(y)|?dy + 
\e-3isk” |z—ylSR 
F ju(y)\* 
+ const. zy 
jz—yl/ SR 


fiir x aus G und alle 0 < R < Ry, wobei mit const. nicht von R abhingende 
Konstanten gemeint sind. Ist x — «<0, so folgt die Behauptung (3.3) un- 
mittelbar. Wir diirfen daher n—a>0O voraussetzen. Dann gilt R-"< 
< R-« |x — y|-"** in |x — y| S R, 80 daB die Ungleichung 


, ° f(y)? e u(y)* 
(3.4) |u(x)|? < ci Re / sa yenive dy + R- ese 
7 iz—wsk j7-WsR 
entsteht. ‘Setzen wir noch zur Abkiirzung 
e, Re e eR-* ' ' 
, _ |= R; , si re ee '> R: 
ee xr—y|"-*+2 |x y| Ts p(x, y) _| x—y\" % |v y| 
| 0, ja—y|>R; | 0, jra—y|>R; 
so erhalt die Ungleichung (3.4) die einfache Gestalt 
(3.4’) ju(x)/Fs fT r(z.y) (yPdy + f Peal, v | u nhind 
Es sei N die natiirliche Zahl, die der Ungleichung ~d, N “= “tea 1 geniigt. 
R, 


Dann erhalt man durch Iteration von (3.4’) fiir alleO0 < R < R*, mit R* = 
die Abschatzung 


|u (xr)|? = [Tine f(y) Pdy + fiz vf Tate) I, n(e.y) ds| lf(y)Pdy + 
Fart 


+ [ken lunay, 


wobei mit I$", (z,y) (v=1,...,N) der »-fach iterierte Integralkern 
I's, z(x,y) gemeint ist. Jz und J, z hangen nur von |x — y| ab und daher 
auch alle oe gebildeten iterierten Kerne. Da [p= 1, 2= 0 ist fiir 
|z—y| > R, so ist auch I$} (x,y) = 0 fir |r—y| > NR und f Pe (x,z) > 

<D\ plz, y) dz = 0 fiir |x — yl > (vy + 1) R. Nach bekannten Satzen erhalt man 


R«R-*2 xy—yrt R* 
: - S const. rs 


V 


| Typ (2,2) Typ (2, y) dz, < const. 


in |z— y| S(v + 1) BR fir y= 1,..., N—1 und 
—y* N-a”n 
Rin 
in |z— y| S NR < Ry, womit Satz 3.1 bewiesen ist. 
Aus der Ungleichung (3.3) liest man ab, daB die quadratisch integrierbaren 
Lfoungen de der Gleichung (3.1), d.h. von (A*— A) u = f, in jedem beschriinkten 


n-4+% n—44 
z—y —y 2 


3 (x, y)| < const. —* < const. R-* 


s) Nach H Hilfssatz 1.2 existieren diese Integrale fast iiberall. 
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Gebiet G gleichmaBig beschriinkt bleiben, wenn die Funktion /(z) fiir z aus 
E,, gleichmaBig beschriinkt bleibt. Ist insbesondere f = 0, so erkennt man, 
daB die Eigenlésungen von A*u = A u zu irgendeinem komplexen A in jedem 
beschrinkten Gebiet gleichmabig ‘beschriinkt sind, da die Generalvoraus- 
setzungen tiber die Koeffizienten a,,b in jedem solchen Gebiet gelten sollen. 

Der niachste Hilfssatz soll erliutern, welche Art von Singularitiiten der 
Koeffizient b(2) etwa besitzen darf, damit die in (2.2) und (3.2) auftretenden 
Integrale beschrinkt bleiben. 


m s 
Hilfssatz 3.1: Es sei b(x) = o-* und o(x)=) » a| mitd>O0undlsms 
v=l 
n. Dann gilt fiir alle x aus E,, die Ungleichung 
b(y)|* 


(3.5) s— se =r dysM 
jz—vl Sk 
mit einer Konstanten M fiir alle 0 < R <1, wenn « und 6 der Bedingung ge- 
niigen: 
(3.6) 0<26<4—asm. 


Beweis: Wir fahren den Beweis nur fiir 1 < m < n — 2. Zuniichst liBt sich das 
Integrationsgebiet dadurch abiaindern, daB man es durch denWiirfel W : |z,—y,| =< 
< R(v=1,...,n) ersetzt, wodurch das Integral vergréBert wird. Die Funktion b(y) 
hingt nur von den ersten m Koordinaten y,, . . ., y,, ab. Daher laBt sich die Inte- 
gration in zwei aufeinander folgende Teilintegrationen tiber die Wiirfel W, : 
la,— y,| S R(v=1,...,m) und W,: |z,— y,| < R(v = m+ 1,..., n) zerlegen: 


i b(y)? i f dims +--dYn 
| popeaave ey = | Winildy, ... dy, | SPEHT Re 


zx 
ww Ww, Ww, 
Mit den Abkiirzungen r? = ¥ (a, —y,Pundr3= JS (x,— y,)* wird |x— y|* 
St v=m+l 


9 


=r + r. Fiihrt man nun im zweiten Integral Polarkoordinaten ein und 
setzt y =(n—m)', B = 4— a, so gilt die Ungleichung 
’ yR r,=yR 


* dY¥msi-+-dYn > 99-F—484, : - d(r3) 
; c—ylh-*ra S const. or const. e-iie = 
, (i+) ? (i+) 2 
Y, i— r,=0 
' <= const. r?-™-« 


fiir irgendeine positive Zahl ¢ und mit 6 —m <0. Unter Heranziehung der 


. 1 
Hélderschen Ungleichung erhilt man daher mit den Abkiirzungen 


Pp 
26 1 m—B+e r - 
25+m—Bte und oe ate’ die Abschitzung 
3 b(y)|? 1 Ym 
| r—y"- ava dy < const. a reo +e 
|\c-WsR W, 


P dyy...dYm \"' P dy, +--dym \'"e 
saa) | gitem=Bre | | inate 
Ww wv 
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8 _§ die Zahl e positiv 


und iiberdies 26 — 8 + m+ e< m, womit sich die Beschrinktheit des Inte- 
grals in (3.5) unmittelbar ergibt. 

Satz 3.2: Es sei G ein beschrinktes Gebiet und u sowie f quadratisch inte- 
grierbare Lésungen der Mittelwertgleichung (3.1). Sei ferner Ry eine positive 
Konstante. Sind dann die Funktionen f{ und b in Gp, stetig, so ist u in G stetig 
differenzierbar. Dariiber hinaus geniigen u und f der Gleichung 


[etar-—[a5i dor figmaupae+if San zeae 
v=l " 
B 0 B B 

. a an Ole 

+f o—as 28 SF} hate ade, 

B 


wobei B einen abgeschlossenen Teilbereich von G mit stiickweise glatter Ober- 
flaiche bezeichnet. 

Beweis: Nach Satz 3.1 ist eine Lésung u(x) der Gleichung (3.1) unter 
den obigen Voraussetzungen gleichmaBig beschrankt in einem Gebiet Gz. mit 
0 < R*< R,. Im folgenden sei stets R fest und kleiner als R* gewahit. Dann 
1aBt sich zunachst zeigen, daB u in G Hélderstetig ist. 

Nach (3.1) gilt eine Darstellung der Form 


Auf Grund der Voraussetzung (3.6) ist fiir «= 


(3.7) 


ver cet 


u(x) = [tae u(y)dy + [Kuen anay+ 


of & Kn, 
+2if S i a,(y) u(y) dy, 
v=l a 


(3.8) 


wobei die Funktionen u und A in G@ge gleichmaBig beschriinkt sind. Bekannt- 
lich sind die beiden ersten Integrale in (3.8) in G stetig differenzierbar®). Fir 
das dritte Integral der Gleichung (3.8) erhalt man fiir z,y aus G die Ab- 
schaitzung 

yr (9Kr(z,2) — AK r(y,2) | 
| m5 

a @Kpr(z.z) OK r(y,2) ~ eK r(y,2) |- 
oma. 2, f oh peut. tis dz + am. 6 a “ar dz, 

je-2isR Sr(2,y) 


a,(z)u(z)dz < 


wobei S,(x.y) das Gebiet der Punkte z ist, fiir die R — |x— y| < |y—2z|< 
R + |x — y| gilt. Wahlit man daher |2— y| s ~ , 80 ist fiir z aus Sp(x, y) der 


aK 2 ‘ —- 
Integralkern ne beschrankt und das zweite Integral der rechten Seite 


dz 
; er OK R(x, aKrly, 
laBt sich abschaétzen durch const. |a2— y|. Die Differenz — Bis,*) _-— nly s) 


im ersten Integral laBt sich vergréBern durch eine Summe von Termen der 
Form const. |2— y|'!*|2—2z|-® |y—2z|-* mit positiven Zahlen ¢,, ¢, fiir die 


*) Vgl. dazu [9], S. 203 und [8], S. 284. 
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€, + @,<™ ist, so daB sich das Integral / OEM. 02) — Eau) as 
|jz—2a SR 
abschiitzen laBt durch const. |z—y|"*,dabekanntlich f |2—2z|-*|y—z|-dz 
R 


beschriinkt bleibt fir solche ¢,, ¢,. Somit ist d 
> ones) *) =a se) u(eyde—f Ane!) a,(z) u(z) dz = O(\z— y|""") 


v=l 
fiir z,y aus G ra 2\|z—y| SR < R*. 

Eine Lésung u der Gleichung (3.1) ist also unter den obigen Voraus- 
setzungen Hdélderstetig mit den Exponenten - Die Koeffizienten a, waren 
als stetig differenzierbar vorausgesetzt, so daB auch a,u Hélderstetig mit 
demselben Exponenten wird. Ferner ist { Kp(z,y) dy unabhingig von z und 
daher / aan oY 4 y = 0 fiir alle x aus Z,. Dann folgt aber bekanntlich, daB 


auch das dritte Integral in (3.8) stetig differenzierbar ist und man fiir die Ab- 
leitung an der Stelle z erhalt®) 


aK 
af es 7 FEY a,(y) u(y) dy 


halen y) 

-[z OxE OY, 

Fir diejenigen z aus G und R > 0, fiir die auch noch die Kugel |y — z| < R 
in @ liegt, kann man durch partielle Integration gemaB (2.5) das dritte Integral 
in (3.8) umformen. .Da u Hélderstetig ist, so ist das Integral { K p(x, y) u(y) dy 
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion fiir z in G. Aus (3.8’) folgt wegen 
J Hp(x,y) dy = 1 die Darstellung 

A, f Kx(z,y) u(y) dy » ees u(x) + J Hp(2,y) u(y) dy, 

so daB also die Gleichung 


[{[ Kae TD dy (u(z)— [ Halz,y) u(y) dy)| dx 
B 


a9 = | {f Kaan ®W ay 5, / Kxlenundy}do+ 


(3.8’) 











u(y)—a,(z) u(x)} dy. 


+ [ \grad, [ Kx(x,y) uly) dyad 
B 


besteht. Aus (3.1) folgt die Gleichung 
u(x)— f Hp(z,y) uly) dy = f Kp(z,y) h(y) dy 
und damit 
J lf Kaen) ay [ Kale.v) Men ay dx= 
39)  — [| f Kale tay zy [ Knlx,y) uly) dy} do + 
fa 


+ { grad, [ Kx(x,y) u(y) dy! de 
B 
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mit der Abkirzung 


ou 


(3.10) h=f+dau—bu—2i Sai ye 
v=l1 a v=1 


ay, 
az, 





Dividiert man beide Seiten der Gleichung (3.9') durch kh =({ Kp(x,y) dy)* 
und l4Bt R gegen Null konvergieren, so erhilt man nach Hilfssatz 1.4 die 
gesuchte Gleichung (3.7), wenn man beachtet, daB die Gleichung grad { K pu dy 
= { Kp gradu dy besteht. 
Zusatz zu Satz 3.2: Hine Lésung u der Gleichung (3.1) geniigt in G einer 
Lipschitzbedingung, wenn 
i 


(3.11) b(2) = o-*, (2) =| a8} 0<6<1,3<m<n 
v=1 


vst. 

Beweis: Zuniachst ist fiir «=—1 nach Hilfssatz 3.1 die Bedingung (3.5) 
erfillt, da die Ungleichung 2 6 < 3 < m besteht. Daher ist eine Lésung der 
Mittelwertgleichung (3.1) in jedem beschrinkten Gebiet gleichmaBig be- 
schriankt (Satz 3.1). Um die Hélderstetigkeit von u einzusehen, muB man sich 
jetzt davon iiberzeugen, ob auch der Term v(x) = { Kp(zx,y) b(y) u(y)dy 
Hoélderstetig ist; denn fiir die anderen Integrale aus (3.1) andern sich die 
obigen Uberlegungen nicht. 

Die Hélderstetigkeit von v(x) folgt aber leicht aus der Tatsache, daB man 
|Kp(x,z) — Kp(y,z)| abschaitzen kann durch eine Summe von Termen der 
Form const. |2— y|"/: |a—z|-* |y—2z|-* mit positiven Zahlen e¢,,e, und 
é, + &, Sn— - , 8o daB unter der Voraussetzung (3.11) das Integral { |K p(x,z)— 
— Kp(y,z)| |b(z)| dz < const. |z — y|"* wird fir z,y aus G und hinreichend 
kleines R > 0; denn mit Hilfe der Hélderschen Ungleichung erhalt man mit 
e 1 2 


a +e : qd = a+ ts die Abschatzung 


I a —-dz<s | [ =a 4} "| [,-2 a 
, jx —2|% |\y—2s r—2\ertes | \y—zertes 
Gr G 


R Gr 

so daB diese Integrale auf Grund von Hilfssatz 3.1 beschrinkt bleiben, da 
ey + ) sn— hd ist. 

Aus der Hélderstetigkeit von u(x) folgt dann, daB v(x) auch einer Lipschitz- 
bedingung geniigt. Zerlegt man namlich v(x) — v(y) in 

v(x) — v(y) = u(y) f {Kn(x,2) —Ka(y,2)} b(2) dz + 
+ f {Kn(x,z)— Kp(y,2)} b(2) {u(2) — u(y)} dz, 
so l48t sich der Integrand im zweiten Integral wieder abschitzen durch eine 
Summe mit Gliedern der Form const. |2— y| |2— z|-* |y— z|-® |b(z)| und 
mit ¢,+¢,< s—> , da |u(y) — u(z)| < const. |jz— y|'* bleibt, so daB das 
_ gweite Integral Lipschitzbeschrinkt ist. Ferner gilt fiir 0 < 6 < 1 die Gleichung 
J Kr(x,y) b(y) dy = ¢ o(x)?-*—c f Hp(x,y) o(y?-*dy 

mit einer Konstanten c, fiir alle z aus Z,, und alle R>0. Daher ist auch 








den Abkiirzungen 5 = 
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\f {Kp(x,z) — Kp(y,z)} b(z) dz| < const. |zx— y|. Die anderen Integrale in 
(3.1) waren sogar stetig differenzierbar, so daB sie insbesondere einer Lipschitz- 
bedingung geniigen. 

Satz 3.3: Es seien u und f quadratisch integrierbare Lisungen der Mittel- 
wertgleichung (3.1). Ferner seien die Koeffizienten a,(v=1,...,n) in einem 
Gebiet G (m + 1)-mal stetig differenzierbar und die Funktionen }, b m-mal stetig 
differenzierbar. Dann ist ui in G (m + 1)-mal stetig differenzierbar und ven ut 
der Differentialgleichung 


n 
—Au+2i Sa, sti DG ut bu—duns. 
v=l ” 


v=1 


Beweis: Aus Satz 3.2 folgt, daB die Funktion u(x) stetig differenzierbar 
ist in G und der Gleichung 


(3.12) u(x) = { Hp(x,y) u(y) dy + f Kp(z,y) h(y) dy 
geniigt mit der in (3.10) definierten Funktion h. Wir erhalten also die Gleichung 


i Samet dy+ [Kxle.v 3 ina 


OK r(z, ») a(a,u) dy 
Ou ay, 


(3.13) 
+i 5s =— seul dy + 23 ¥ 


v=l vy=l 
Die Argumentfunktionen in diesen Integralen sind stetig und die Funktionen 
Satz 3.2 schlieBt man dann, daB 





die Funktionen x stetig differenzierbar nach simtlichen Variablen sind. 


Durch einen Induktionsschlu8 erhalt man auf diese Weise die Behauptung 
fiir alle m. 

Der zweite Teil der Behauptung folgt sehr einfach. Da die Funktion u 
zweimal stetig differenzierbar ist in G, so ist A u stetig in G, und u geniigt der 
Gleichung u(x) = { Hp(x,y) u(y) dy—f Kp(z,y) A u(y) dy fiir alle x aus G 
und R > 0 so, daB auch die Kugel |y— z| < R noch in G liegt. Andererseits 
besteht die Gleichung (3.12). Daraus folgt { Kp(x,y) {h(y) + 4 u(y)} dy = 0. 
Anwendung von Hilfssatz 1.4 ergibt, daB dieses Integral, durch kp= 
= { Kp(x, y) dy dividiert, fir RO gegen h + Au = 0 konvergiert, was die 
obige Behauptung darstellt. 

Ein Teil der gewonnenen Ergebnisse soll noch einmal zusammengestellt 
werden!?®), 

Es sei D4 die Menge aller Funktionen v mit 

1. v zweimal stetig differenzierbar in E,, n = 3, 

2. v = 0 auferhalb eines individuellen beschriinkten Gebietes. 

Sei A in D4 definiert durch 


Av=—Av'+2i Da +i Grobe 


oe 


10) Vgl. hierzu [10], 8. 152. 
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mit stetig differenzierbaren Koeffizienten a, und einer Funktion b, die der Vor- 
aussetzung (2.2) geniigt. Sind dann u und f zwei iiber E,, quadratisch integrier- 
hare Funktionen, die fiir alle v aus D4 der Gleichung 


fu(A—A)vdz=f ftdz 


geniigen, dann gelten folgende Aussagen: 
1. Es gilt fast iiberall die Mittelwertgleichung 


u(2) = [ Hae, y) u(y) dy + 2if 5 x ong =H) a,(y) u(y) dy + 


+ [Ka y) ti) + Au(y)—b(y) u(y) +4 z Sat u(y) dy 


fiir alle R > 0. 

2. Gibt es ein « > 0 und eine Konstante M so, daB 

f ee nna dy <M, J rere iva dy SM 
|jt—yl|sR |jz—y| sR 

ist fiir alle 0 < R < 1 und alle x aus einem beschriinkten Gebiet G, dann ist u 
in G gleichmé Big beschriinkt. 

3. Sind f und b in einem Gebiet G stetige Funktionen, dann ist u in G stetig 
differenzierbar. Ist B ein beschréinkter Teilbereich von G mit stiickweise glatte: 
Oberfliche O, so geniigen die Funktionen u und f der Gleichung 


feras-—Jugieos fimasparcsf sa, a dx+ 


fp-angs pa 





4. Sind fiir m= 1,2,... die Funktionen f und b m-mal und die Koeffi- 
zienten ay, . . ., d,(m + 1)-mal stetig differenzierbar in G, dann ist u in G (m + 1)- 
mal stetig differenzierbar und geniigt der Differentialgleichung 


da, 
—_ 2 s ~ ons = 
Au+t+ 2i 5 a, 5e +i SG ut bu Au=f. 





Zum AbschluB dieses Paragraphen mége noch ein Satz bewiesen werden, 
der sich in etwas allgemeinerer Form bei K. Frrepricus [7] findet. 

Satz 3.4: Es sei der Operator A in D4 definiert durch Av=—Av mil 
einem Definitionsbereich D, wie in Definition 2.1. Ist dann u eine Funktion 


aus Dae (v =1,...,N), so ist fiir 2N 25+ 3 die Funktion u zweimal 
stetig differenzierbar; die Funktion {,= A*u ist stetig und es gilt — Au = f,. 
Beweis: Setzt man (A*)*u=f, fir v=1,...,N und fy=w, dann ist 


A* f,_,= f, und f,_, sowie /, geniigen der Mittelwertgleichung 


f,-1(2) = f Hr(x,y) f,-r(y) dy + f Kr(x,y) f(y) dy 
fiir alle R > 0 und y= 1,..., N. Da die Funktionen /, in D4. liegen, sind sie 
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quadratisch integrierbar. Nach Hilfssatz 1.3 l4Bt sich daher diese Gleichung 
in der Form /,_, = Hzf,-,+ Krf, schreiben mit den vertauschbaren Ope- 
ratoren Hp und Kp. Somit folgt die Gleichung (1 — H,) /,_,= K%,f, fir 
y= und »,u=0,...,N, wenn man (1 — Hp)°= 1 und K}, = 1 setzt. Fir 
vy=pu=N bzw. »—p=1, v= N entstehen daraus die Gleichungen 
(3.14) (L—Hp)*u= Kit fy, (1—Hp)*—' fy = KR" fy. 
Hier ist (K}~' fy) (x) = f KY” (x,y) fy(y) dy und KY—” (x,y) der (N — 1)- 
mal iterierte Kern Kp(z,y). Der Kern Kp(z,y) hat die Ordnung e, = n — 2, 
so daf der j-fach iterierte Kern KY (x,y) die Ordnung e; = n — 2j hat. Somit 
wird ¢y_,S ; — 1 nach der Voraussetzung iiber N und 

lf Kg” (x,y) f(y) dy|* S const. |fy|*. 
Also ist die Funktion f(x) = J KZ-” (x.y) fy(y) dy in E, gleichmaBig be- 
schrinkt. Die Funktion /(2z) ist auch noch Hélderstetig, was sich wie im Be- 
weis zu Satz 3.2 einsehen laBt. 

Aus der zweiten Gleichung in (3.14) folgt 
ae N-2 N-—1l) . 

h=7+ Hal Sir (37) ) Aen. 
so daB auch die Funktion /, Hélderstetig ist. Fiir uw ergibt sich aus (3.14) dis 
Darstellung 


a a1 N ‘ 
u=Kpf+ Ha| 5 (—1) (01) Hp. 


Aus dieser Gleichung schlieBt man aber leicht, ahnlich wie es in den friiheren 
Satzen geschehen ist, daB die Funktion u nach simtlichen Variablen zweima| 
stetig differenzierbar ist. Ist aber schlieBlich /, stetig und u zweimal stetig 
differenzierbar und geniigen u sowie f/, der Mittelwertgleichung wu = H,u +4 
+ Kpf,, dann ist —A u = f,. 


§ 4. Wesentliche Selbstadjungiertheit von A in 9, 

In einer Reihe von Fillen laBt sich die wesentliche Selbstadjungiertheit 
des Operators A in 9, einfach beweisen. In Satz 2.4 wurde gezeigt, daB die 
Adjungierte des Differentialoperators A identisch ist mit dem darch die Mittel- 
wertgleichung (2.3) definierten Operator Ain® i. Auf Grund dessen folgt 
unmittelbar : f 

Satz 4.1: A in D, ist dann und nur dann wesentlich selbstadjungiert™), 
wenn es zwei komplexe Zahlen i,, A, mit Im 4,> 0, Im A,< 0 gibt, so dap die 
Mittelwertgleichung 
. Au=iAu 
fiir 2 = A, und A = A, nur die triviale Lésung u = 0 besitzt. 


") Ein in ©, hermitescher Operator A heiBt dort ,,wesentlich selbstadjungiert™. 
falls sich A in 94 durch AbschlieBen zu einem selbstadjungierten Operator fortsetzen laBt 
vgl. [16], Kap. LX). 
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Dieser Satz wird der Ausgangspunkt fiir alle Untersuchungen sein, die 
sich mit der wesentlichen Selbstadjungiertheit von A in 9D, beschiftigen. 
Dabei setzen wir stets voraus, daB A in dem durch Definition 2.1 erklirten 
Bereich von Funktionen 9, definiert sei und die Koeffizienten a,, b stets die 
dort genannten Voraussetzungen erfiillen. 

Die wesentliche Selbstadjungiertheit des Operators A u = — Au in D, ist 
wohlbekannt. Der Vollstaindigkeit halber wird dafiir im nichsten Hilfssatz 
ein Beweis gegeben, der nur von der Mittelwertgleichung Gebrauch macht. 
Hilfssatz 4.1: Der durch 

Au=—Au 


definierte Operator ist in D4 wesentlich selbstadjungiert. 

Beweis: Alle Koeffizienten a,,b der Gleichung (2.1) sind hier gleich Null. 
Mit Hilfssatz 1.3 laBt sich die Mittelwertgleichung (2.3) mit den hermiteschen 
Operatoren Hp und K, in der Form 
(4.1) u= Hpu+ Kpf 


schreiben, wobei A*u = / gesetzt ist. Gabe es nun ein 4 mit Im A+ 0 und 
eine Eigenlésung u zu A*u = Au, so wire also u= Hpu+ / Kpu fir alle 
R> 0. Daraus folgt die Gleichung 


(4.2) (u,(l— Hp) u) = A(u,Kpu), 


also gilt Im A(u, Kpu) = 0. Der Kern des Integraloperators K,» ist die Funk- 
tion Kp(x,y), welche den Voraussetzungen von Hilfssatz 1.4 geniigt. Setzt 
man daher kp= { Kp(x,y)dy, so ergibt sich k,' (u,Kpu)— |u\® fir RO. 
Folglich muB Im A |u'|?= 0 sein, was fiir Jm A + 0 aber |u| = 0 oder u = 0 
nach sich zieht. Nach Satz 4.1 ist damit die Behauptung bewiesen. 
Der folgende Hilfssatz aus der Stérungstheorie ist wohlbekannt. Sein 
einfacher Beweis soll aber der Vollstindigkeit halber hier angegeben werden. 
Hilfssatz 4.2"): Zs sei B in Dy ein wesentlich selbstadjungierter Operator 
und C in D, hermitesch. Ist dann 
(4.3) (Cul se | Bul +4 \u 


fiir alle u aus D, mit 0 < € < 1, dann ist B + C in Dz, wesentlich selbstadjungiert. 

Beweis: Da B in 9, wesentlich selbstadjungiert ist, so ist der Operator 
(B + ik)? fiir k + 0 (k reell) ein in § dicht definierter, beschrankter Operator 
und |(B+ik)-*| < |k-*. Mit (B+ ik)-* ist dann auch C(B+ik)-' in 9 
dicht definiert, und aus der Ungleichung (4.3) folgt die Abschaitzung 


\C(B+ ik fl se|B(B+ ik" fl + 6 \(B+ tk? fl Ss (e+ 6 |kl-*) fl. 
Wahit man daher |k| so groB, daB ¢ + 6 |k|-'< 1 ausfallt, so ist C(B + i k)-? 
beschrinkt mit |C(B+ik)-!| <1. Daher bildet der Operator 1 + C(B+ 
+ i k)-! den Wertebereich von B + i k auf einen dicht in § liegenden Teilraum 
ab. Wegen 

(B+ C+ik)Dp=(1+ C(B+ik)-')(B+ik)O, 
ist dann B + C wesentlich selbstadjungiert in 9 p. 


12) Siehe z. B. [11]. ° 
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Satz 4.215): Hs sei A erklart durch 
Au=—Au+bu, 


und es geniige die Funktion b(x) der Bedingung (2.2) gleichméfig in E,, d.h. 
es soll 
\b(y)|* 


(4.4) eayse dy SM 
jz-yl SR 


sein mit einer Kon&tanten M < ov fiir alle x aus E,, und alle 0 < R <1. Dann 
ist A in D4 wesentlich selbstadjungiert. 

Beweis: Es sei A, der durch Ayu=—Au definierte Operator. Nach 
Hilfssatz 4.1 ist Ay in D4 =D, wesentlich selbstadjungiert. Da A, ¢ Aj ist, 
gilt fiir alle vu aus D, die Ungleichung (3.3) aus Hilfssatz 3.1 mit f = Au, d. h. 


Wot dy+ ek —[ \u(y)itay 


|x—yh-tte 
jz—y|SR |jz—y|Sk 


(4.5) |u(x)/? s ¢, R 


mit Konstanten c,, c, gleichmaBig fiir alle z aus Z,, und alle 0 < R < 1. Multi- 
plikation dieser Ungleichung mit |b(z)|* und Integration liefert dann 


cM 


(4.6) \bul/?< ¢, R* M |\f\? + Ri-2 |i 


uj? , 
V 


da wegen (4.4) das Integral / {b(y)/*dy< M- R"~-** ausfillt. Aus (4.6) er- 
jt—yli sR 


gibt sich schlieBlich 
(4.7) bul s ¢(R* || + pena; |u) 


mit einer Konstanten c fiir alle u aus 9, und alle 0 < R < 1. Daher ist nach 
Hilfssatz 4.2 auch A -. Ag+ 6 in 9, =D, wesentlich selbstadjungiert. Die 
Multiplikation mit der Funktion 6(z) ist in D4, offensichtlich ein hermitescher 
Operator. 

Satz 4.3: Es sei G ein beschriinktes Gebiet und M eine Konstante so, dap 
die lokal quadratisch integrierbare Funktion Q(x) der Bedingung 


Q(y)"* 


z- yt 


4s) cea: [ dy <M; x¢E,—G: |Q(x)|\ <M 


|jz—-y aR 

fiir alle 0 < R <1 geniigt. Ist dann A in Dy irgendein durch Definition 2.1 
erklarter Operator, so ist der durch die Gleichung Bu = Au+ Qu definierte 
Operator in D94=Dy, dann und nur dann wesentlich selbstadjungiert, wenn A 
in D , wesentlich selbstadjungiert ist. 

Beweis: Fiir ein beschriinktes Gebiet G laBt sich auf Grund der Voraus- 
setzungen iiber die Koeffizienten a,,b des Operators A die Bedingung (3.2) 
in Satz 3.1 stets erfiillen. Daher gilt fiir alle u aus 9 ,, alle aus Gund0 < Rk <1 


18) Vgl. dazu das Ergebnis von T. Karo in [11]. 
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die Ungleichung (3.3) mit Au = f. Aus (3.3) folgt die Abschitzung 


/ Q(x) u(z)|*dx <M Re jf|? + p> M ult. 


In E,,— G dagegen erhalt man 
Jf \Q(x) u(xz)/*dz < M? |ul?, 
E,—-G 


so daB die Addition der beiden Ungleichungen auf |Qu\|*<c, M Re ||f\|? + 
+(c,M R-4+«+ M?*) |u|? und damit wieder auf eine Ungleichung der Form 
(4.7) fihrt, woraus mit Hilfssatz 4.2 die Behauptung folgt. 
Satz 4.4: Es set A definiert durch 
Au=—Au+ bu + bw. 


Der Koeffizient b,(x) geniige der Voraussetzung (4.8) aus Satz 4.3, die Funktion 
b, (x) erfiille fiir alle x,y aus E,, die Bedingung 
(4.9) ly (z)—O(y)| SM fir j2—yl SR 
mit einer Konstanten M < oo und fiir alle0 < R <1. Dann ist A in D4 wesent- 
lich selbstadjungiert. 

Beweis: Nach Satz 4.3 geniigt es zu zeigen, daB der durch Ayu = —A u + 
+ b,u erklarte Operator in 94, = D4 wesentlich selbstadjungiert ist. Gibt es 


also ein A mit Jm A + 0 und eine Eigenlésung u zu Af u = Au, dann geniigt 
die Funktion u der Mittelwertgleichung 


(4.10) u(x) = f Hp(x, y) u(y) dy + f Kp(x,y) {A— by (y)} u(y) dy 


fiir alle R > 0. Aus dieser Gleichung liest man ab, da das Integral { Kp(x.y) x 
« b,(y) u(y) dy eine quadratisch integrierbare Funktion von z ist, da alle an- 
deren Terme der Gleichung (4.10) diese Eigenschaft haben. Daraus folgt, 
daB auch b,(x) { Kp(x,y) u(y) dy quadratisch integrierbar ist fiir alle R mit 
)-- R -< 1; denn es wird 

by (x) J Kp(x,y) u(y) dy 


| Kp(x,y) ,(y) u(y) dy + f Kp(x,y) {b, (x) — b,(y)} u(y) dy 
und 


(4.11) If Ke(x,y) {b, (x) — b,(y)} u(y) dyda s M*kR ull? 
init ky | Kp(x,y)dy. Aus (4.10) erhalt man die Gleichung 
21K pul? (Kau, (L— Hp) u) + f by(2) |f Ka(z,y) u(y) dyPdax + 
+ f {f Kr(x,y) uly) dy f Kp(x,y) (b,(y) — 2, (2)) u(y) dy} de, 
xo daB man mit der Ungleichung (4.11) die Abschatzung 
\Im A| |Kpul?< M kR | ul? 


yewinnt, da das Integral [ b,(x) |f Kp(x,y) u(y) dy|*dx existiert und reell ist, 
und die hermiteschen Operatoren Hp, Kp vertauschbar sind. Dividiert man 
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schlieBlich die letzte Ungleichung durch kj und la8t R— 0 gehen, so folgt mit 
Hilfssatz 1.4 die Ungleichung |Jm A| |uj*< M |jul*. Fir \Jm/4|> M muB 
also notwendig u = 0 sein. 

Zum AbschluB werde noch der folgende bekannte Satz bewiesen : 

Satz 4.5"): Hs sei A definiert durch 


Au=—Au+ bu + bau. 


Die Funktion b,(x) geniige der Voraussetzung (4.8) von Satz 4.3. Die Funktion 
b, (x) set stetig und erfiille die Bedingung 


(4.12) b,(z7) >c>—co (x¢ E,). 


Dann ist A in D, wesentlich selbstadjungiert. 

Beweis: Auf Grund von Satz 4.3 geniigt es, die Behauptung fiir den 
Operator Aju =—Au+ b,u zu beweisen. Ist u eine Eigenlésung von Af, 
Ag u=Au mit ImA+0, dann muB nach Hilfssatz 3.2 die Funktion u(zx) 
stetig differenzierbar sein und der Gleichung 


a[ \utd2=— faz do+ [lenaupas+ / b \ul? de 
F ; F 


geniigen fiir jede Kugel K. Daraus folgt bekanntlich"®), daB die Integrale 
/ \gradu|*dz und f b,|u|*dz existieren und die Gleichung 


A ul? =f |gradul*da + f b,|ul*dx 
besteht. Daher wird Im A |\u||? = 0, also muB fiir Jm 4 + 0 auch u = 0 sein. 


§ 5. Wesentliche Selbstadjungiertheit von Schriédingeroperatoren 


Die Beispiele, auf die die friiheren Sitze angewandt werden sollen, sind 
bekannte Schrédingergleichungen. Der Operator A in 9D, ist so gewihlt, 
daB er die nichtrelativistische Wellengleichung fiir die Bewegung eines oder 
mehrerer Teilchen in einem elektromagnetischen Feld zu behandeln gestattet. 
Fiir ein Teilchen der Masse m und der Ladung e in einem Feld, das gegeben 
ist durch die Potentiale 2, g, mit der potentiellen Energie V, die das Teilchen 
bindet, wird die Bewegungsgleichung 

a : 
si Bu=—~ Au+** (A, grad) u + 3°". (diva) u + 
5. 


e 
2mc* 


+ Wu + (ep+V)u, 
falls A, wy, V zeitunabhingig sind und man die Zeitvariable absepariert hat"*). 
Fiir mehrere Teilchen gilt eine entsprechende Gleichung. 

Als Anwendung der friiheren Resultate betrachten wir den Fall mehrerer 
Teilchen. Hier ist »n = 38, s = 2,3,..., wenn s die Anzahl der Teilchen 
bedeutet. 


14) Vgl. K. Friepricus [6], T. CaRLEMAN [4]. 
15) Siehe z. B. [12], Teil I. 
18) Vgl. etwa [15], S. 138. 
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Satz 5.117): Ist b(x) das Coulombpotential fiir mehrere Teilchen, d. h. 
1 _—" 
b(x) = 7, 
(x7)=5 7s — 
j+k 
Yor ~ {%3x-2+ 23n-1+ 23,}"", K=1,...,8, 
Tix = {(%3j5-2— an—2)* + (%3 5-1 — Tau—1)* + (%3; — Xyx)*}"", GF +, 
dann ist der Operator Au = —Au +.bu in D4 wesentlich selbstadjungiert. 
Beweis: Dieses Potential geniigt der Voraussetzung (4.4) von Satz 4.2; 


denn fiir 6 = 1, a = 1, m = 3 ist die Bedingung (3.6) aus Hilfssatz 3.1 erfiillt 
und daher gilt 


5 ) 
(5.2) f ry iz—y"-? > M 
|jt—y| SR 
fiir alle x aus Z, und alle R mit 0 < R <1. Wie man leicht einsieht, lassen 
sich die Integrale | x pan acy (j + k,j + 0, k + 0) durch eine geeignete, 


jtz—y| sR 
orthogonale usiadlinsaatiien des E,, auf die in (5.2) betrachtete Form bringen. 
Nach Satz 4.2 ist daher A in 9, wesentlich selbstadjungiert. 
Wir wollen jetzt eine Verallgemeinerung des Satzes 5.1 beweisen, welche 
auch den Fall des Starkeffektes umfaBt. 
Satz 5.2: Sei n=3 8, s=1,2,...und A definiert durch 


n 1 a. an 
md vc, , = 
Au=—Au+ Yiegzutr+s, & tg 
j=1 jik=0 7? 
jek 


mit Konstanten c,, e;, und Funktionen r;, wie in Satz 5.1. Dann ist A in 9, 
wesentlich selbstadjungiert. 

Beweis: Sei Jm A = B und |f| >8,> 0. AuBerdem sei u eine Lésung von 
A*u=ju. Dann geniigt u der Gleichung 


(5.3) u(x)= f Hp(x,y) u(y) dy + f Kr(x,y) {A—b,(y) — ba (y)} u(y) dy 


n 8 . 
mit b, (2) = 3° ¢;2; und b,(x) = S P 8. 
j=1 * j,b=o "5* 
j+k at 
Wir setzen zur Abkiirzung v = (A — 6,)-!u und M (z, y) = cae . Dann 
Bln 


gelten offenbar die Ungleichungen |vj < 6>' |u| und |M(z,y)—1|< 
< const.R fiir alle z,y aus E, mit |2— y| < R. Aus (5.3) folgt, daB v(x) der 
Gleichung 


(5.4) v(x) =f Hp(x,y)M(z,y)v(y)dy+ f Kp(x,y) M (x,y) {u(y)—bs(y) v(y)}dy 


geniigt. Diese Gleichung liefert drei Ungleichungen fiir die Funktion v(x): 
Die Lésungen v(x) der obigen Gleichung geniigen zunichst der Ungleichung 
2 
(5.4) |v(x)/* < ¢, Re [ sata dy+c,R-" [ lu(y)? dy, 
dann |z—y| SR 2-yisR 
') Vgl. dazu T. Kato [11], F. Retxicu [12], Teil II. 
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so daB fiir alle |6| > f,> 0 die Beziehung entsteht 

(5.5) |b,v| < const. jul) < oo. 

Multipliziert man die Ungleichung (5.4’) mit |b,|? |A — b,|-?, so erhalt man nach 
einer kleinen Umformung die Abschitzung 


| ds 


(5.5’) laz—5, ° S const. |v}. 





Eine Lésung u von (5.3) ist nach Satz 3.2 in den Punkten stetig differen- 
zierbar, wo die Funktion b, beschrinkt ist und nach dem Zusatz zu Satz 3.2 
ist u in den singuliren Punkten von }, noch Lipschitzbeschrinkt. Also gilt 
an allen Punkten, wo }, beschrinkt ist, die Darstellung 


aw f OH R(x, y) | é 
(A—Dy(2))-* 5 = AB (x))* f AREY a(x, y) v(y) dy + 
0K p(x, y) 7 b,(y) ; 
+ J Fy ey (ow) —z gw rm] dy. 
so daB sich nach (5.5’) fiir |f| => By die Ungleichung (A — 6,)-* =| = 
) 
<= const. |v] (j= 1,..., n) ergibt und damit auch 
? 4 dv | ! " 
(5.5) | De (A— 0) oz < const. |v}. 


j= 


Jetzt soll gezeigt werden, daB die Funktion v(x) fiir geniigend groBe |f 
identisch verschwinden muB. 

In der Gleichung (5.4) sind alle Integrale tiber Z,, quadratisch integrierbare 
Funktionen von zx. Da H» ein hermitescher Operator ist, so folgt die Gleichung 


Im f 6(x) dx f Hp(x,y) {M (x,y) —1} v(y) dy 

= —Im f v(x) dx f Kp(x,y) M(x,y) (u(y) — bg(y) v(y)} dy. 
Fir R-0 und |zr—y| <R gilt die Darstellung M(z,y) = 1+ 0(R), daher 
strebt der Ausdruck kg‘ { 6(x) dz { Kp(x,y) M(x, y) (u(y) — bg(y) v(y)) dy 
fir R- 0 gegen (v,u) — (v,b,v). Das Skalarprodukt (v, 6, v) ist reell, und fir 
A=a+itf wird (v,u) =i B \vl*+ f (a—b,) |v/*dy also Im(v,u) = B \v|*. 
Aus (5.6) erhalt man daher die Ungleichung 
(5.7) || [ol < Him ka? jolt dx |f Hn (x,y) {M (x,y) —1} v(y) dylt}. 

. —0 

Offenbar ist 


(5.6) 


— Prlz)— bly) _ gh oj — Mi) 
M(z,y)—1=-5 =k = 2 saGie* 
Andererseits hat man fir r=|z—y/| die Gleichung (1— je) (x;— y,) 
R* @ r° 
( ~ Re 


= “a oy ) , also auch. 
2 R e é 2\32 
(1— $) (e)— y;) v(y)dy= > / {5- (1x) | era. 
z—y\SR z—-y sk 


Math. Ann. 132 12 
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Man iiberzeugt sich leicht davon, daB man das letzte Integral partiell inte- 
grieren darf, wodurch mit einer Konstanten c die Beziehung 


J Haley) (Mt (x,y) —¥} oly) dy 


-> / (1— jp) Mee, esx) kw : dy 
|a-y|SRk 





, Rr? on. ths ’ - 
entsteht. Es ist kp = tare’ daB mit einer Konstanten c’ und fiir alle 


|B| => By nach (5.5) die Ungleichung kg! ||f Hp(M—1)vdy| <c’ |v} gilt. 
Aus (5.7) folgt daher schlieBlich die Absthatzung 


|B} ol? s ” Jol? 


Wahlt man somit |8| > c’, so muB notwendig v = 0 und damit auch u = 0 sein. 
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Zur Theorie der biniren kubischen Formen 


Von 
JoacHm™ PIreHnLER in Leuna 


Die vorliegende Arbeit befaBt sich mit einem Problem bei biniren kubischen 
Formen, das in Analogie zur Theorie der Charaktere quadratischer Formen 
steht. Ist g eine quadratische Form, so gibt es bekanntlich gewisse Prim- 
zahlen p, so daB alle durch q@ dargestellten zu p primen Zahlen entweder 
quadratische Reste oder Nichtreste modp sind. In einer entsprechenden 
Fragestellung bei kubischen Formen hat man naturgeméiB kubische Reste 
zu betrachten. Da aber fiir p = 3 und alle Primzahlen der Gestalt 3n + 2 
die primen Reste simtlich kubische Reste sind, spielen in den weiteren Be- 
trachtungen nur die Primzahlen p = 3n + 1 eine Rolle. Fir diese hat die 
Faktorgruppe %,/R der primen Restklassengruppe mod p nach der invarianten 
Untergruppe der kubischen Reste die Ordnung 3. Unsere Aufgabe soll es 
also sein, zu einer gegebenen biniren kubischen Form / alle Primzahlen 
p = 3n + 1 zu finden, fiir welche die durch / dargestellten zu p primen Zahlen 
einer einzigen Nebenklasse von R,/R angehoren. 

Zunachst einige grundlegende Tatsachen iiber binire kubische Formen. 
f=a2z+b2e*y+czy*+dy* sei eine binire kubische Form mit ganz- 
rationalen Koeffizienten ohne gemeinsamen Teiler; wir wollen dann / primitiv 
nennen. Mit h=A2*+ Bay+-Cy® bezeichnen wir die Hessesche Ko- 
variante von f. Darin ist A = 3ac—b*?, B=9ad—be und C = 3bd—c?. 
T sei der gréBte gemeinsame Teiler von A, B und C. Uben wir auf / eine uni- 
modulare Transformation aus, so erhalten wir eine binaire kubische Form /’, 
welche die gleichen Zahlen wie / darstellt ; auBerdem bleibt 7’ bei einer solchen 
Transformation ungeandert. Weiterhin sei bemerkt, da8 eine primitive binare 
kubische Form Zahlen darstellt, die zu einer beliebig vorgegebenen Zahl z 
teilerfremd sind, auBer wenn a = d = 0,(2) und 6 =c =1,(2) gilt. Der Aus- 
nahmefall bezieht sich aber nur auf gerade Zahlen z und ist daher fiir unsere 
Untersuchungen unwesentlich. _ 

Wir beweisen nun den folgenden 

Satz: a) Ist f eine primitive bindre kubische Form und p eine Primzahl der 
Gestalt 3n + 1, die in T aufgeht, so gehdren alle durch f dargestellten zu p primen 
Zahlen zu einer Nebenklasse von R,/R. Wir verwenden hierfiir die kiirzere 
Ausdrucksweise : { besitzt einen Charakter mod p. 

b) Die unter a) angegebenen Primzahlen sind die einzigen mit dieser Eigen- 
schaft. 

Beweis: a) Es gilt die identische Relation 


27a*f = (3ax + by)®+ (27a*%c — 9ab?) zy? + (27a*d — b')y’. 
Math. Ann. 132 13 
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Auf Grund der vorangegangenen Bemerkungen kann ohne Einschrinkung der 
Allgemeinheit (a,p) = 1 angenommen werden. Aus p| 7 folgt p| 27a%c — 
—9ab? und p|27a*d—b*® wegen 27a*c—9ab?=9aA und 27a*d—b* 
= 3aB+ Ab; daher ergibt sich 


27a? = (3ax + by), (p), 


und der erste Teil des Satzes ist bewiesen. 

b) Zum Beweis des zweiten Teiles transformieren wir / zunichst in eine 
Normalform modp. Wir lésen 27a*a’=1, (p) nach a’ auf und iiben auf / die 
Transformation z = 9aa’' z'’— by’, y = 3ay’ aus. Dann erhalten wir 


f =a’ x3 + (3ac — Bb?) 2’y'*+ (27a°d — 9a*be + 2ab ) y’* 
y 


(1) =a'2'?+ A 2’ y+ (3a* B— 2abA) y’3,(p). 


Da es zu einer ganzrationalen Matrix S mit |S| = 1,(p) stets eine mod p kon- 
gruente unimodulare Matrix gibt, kann man diese Transformation auch durch 
eine unimodulare Matrix erreichen. Wegen (3a,p) = 1 und —cA + 6B=3aC 
folgt aus p| A und p| Bauch p| C. Wir schreiben dann (1) in der Gestalt 


f=axt+ yxyt dy*,(p), 
und wenn p nicht in 7 aufgeht — was wir jetzt annehmen wollen — sind y 
und 6 nicht beide zugleich durch p teilbar. 

Wir behandeln zunichst den Fall y = 0,(p). Hitte p die im Satz ange- 
gebene Eigenschaft, so wire «6? ein kubischer Rest mod p, und es bestiinde 
eine Kongruenz « 6*?=k?,(p). Bestimmen wir k aus kk,=4,(p), so wire 
> « 6? = 68,(p) und weiter k°« = 6,(p). Dann besiBe aber g = z°+ k* y* einen 
Charakter modp, und alle durch g darstellbaren Zahlen miiBten kubische 
Reste sein. Ist nun r ein kubischer Rest und bestimmen wir y aus k* y* = 1, (p), 
so stellt g auch Zahlen der Restklasse r + 1 dar, die wiederum kubische Reste 
sein miBten. Dann wiirde aber im Widerspruch zur Voraussetzung p = 3n + 1 
folgen, daB alle Zahlen kubische Reste sind. 

Im Falle y = 0,(p) werden wir zeigen, daB « 23+ y ry*+ 6 y® mehr als 


P = + 1 verschiedene Restklassen mod p darstellt. Zu diesem Zweck setzen 


wir y= 1 und bestimmen y’ und 6’ aus den Kongruenzen y’a = y,(p) und 
6'a = 6,(p). Daher wird unsere Behauptung bewiesen sein, wenn wir zeigen, 


daB 2°+ y’x+ 6’ oder — noch einfacher — x*+ y’x mehr als p = +1 ver- 
schiedene Restklassen modp darstellt. Ist + y,(p), aber &+ y’& = 73+ 
+ y’ n,(p), so folgt + y+ ?=— y’,(p). Setzen wir fiir € eine bestimmte 
Restklasse ein, so hat die entstehende quadratische Kongruenz fiir 


1S) 








P 
Lésungen. Durchliuft § die primen Restklassen mod p, so liefert — 3 & alle 
quadratischen Reste, die wir mit 9), ..., @,)-; bezeichnen wollen. Unter den 


2 
Zahlen 9, —4y’',...@,-1 —4y’ kommt nun entweder ein quadratischer 
7 + 
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Nichtrest oder die Nullrestklasse mod p vor. Ware das nimlich nicht der Fall, 
so wire auch 9,— 4 y’ = 9, ein quadratischer Rest. Dann wire aber auch 
0:i—4y'=0@,—8 y' quadratischer Rest und durch sukzessives Anwenden 
dieses Verfahrens wiirde sich ergeben, daB die Zahlen 90,—4n y’ fir n=1,...,p 
simtlich quadratische Reste sind, was offenbar unméglich ist. 

Der bequemeren Ausdrucksweise wegen wollen wir zwei verschiedene 
Restklassen € und » zusammengehérig nennen, falls &+ y’& = 73+ y'n,(p) 
gilt. Die Anzahl der Restklassen, die zu je drei zusammengehdéren, ist dann 
héchstens p— 2. Da aber diese Anzahl durch 3 teilbar sein mu8B, kann man 
die Schranke durch p — 4 ersetzen. 

Kommt unter den Zahlen 9,— 4 y’ ein Nichtrest vor, so haben wir zwei 
Restklassen, die mit keiner weiteren zusammengehéren. Die beiden noch ver- 
bleibenden Restklassen kénnen zusammengehéren oder auch nicht, die An- 
zahl der durch z* + y’x dargestellten Restklassen ist dann sicher gréBer als 


val os 
Po—+2=4 7-41. 





3 

Tritt unter den Zahlen 9,— 4 y’ kein Nichtrest auf, so kommt jedenfalls 
die Nullrestklasse vor. Dann muB aber — 4 y’ quadratischer Nichtrest mod p 
sein. Wire nimlich — 4 y’ quadratischer Rest, so giilte dasselbe fiir — 8 y’, 
—12¥y’ usw. Das ist aber nicht méglich, da man ja auf diese Weise alle 
primen Restklassen mod p erhilt. 

Auch jetzt kommen wieder héchstens p—4 Restklassen vor, die zu je 
drei zusammengehéren; eine Restklasse gehért mit keiner weiteren zusammen, 
und die nun noch verbleibenden drei Restklassen kénnen nicht alle denselben 
Kongruenzwert von 2z*+ y’x modp liefern. Das hei®t aber wieder, dab 


p = + 1 verschiedene Restklassen mod p darstellt. Unser 


Satz ist somit vollstaindig bewiesen. 





x°+ y'x mehr als 


( Bingegangen am 21. April 1956) 
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Projektive Geometrien mit Homomorphismus 
Von 


WILHELM KLINGENBERG in Gottingen 


Wir betrachten eine Verallgemeinerung und gleichzeitig Bereicherung des 
Begriffs Projektive Geometrie, die wir als Projektive Geometrie mit Homo- 
morphismus (abgekiirzt: Projektive Geometrie m. H.) bezeichnen. Die pro- 
jektive Geometrie im iiblichen Sinne’) bezeichnen wir in unserem Zusammen. 
hang auch als gewéhnliche projektive Geometrie. 

Unter einem projektiven Raum mit Homomorphismus ?, verstehen wir 
eine Menge ?, von Punkten, in denen zwei Sorten von Teilmengen, Geraden 
und Ebenen genannt, ausgezeichnet sind. Dazu ist eine Inzidenz-erhaltende 
Abbildung, Homomorphismus genannt, der Punkte, Geraden und Ebenen 
von ; auf die Punkte, Geraden und Ebenen eines gewéhnlichen projektiven 
Raums ?, gegeben und es gelten folgende Axiome: 

R 1: Zu zwei Punkten (bzw. drei Punkten) in P, gibt es genau eine Gerade 
(bzw. eine Ebene), die sie enthalt, wenn diese Aussage fiir die Bilder dieser 
zwei (bzw. drei) Punkte in P, gilt. 

R 2: Zwei Ebenen (bzw. drei Ebenen) in ?, haben genau eine Gerade 
(bzw. einen Punkt) gemeinsam, wenn diese Aussage fiir die Bilder dieser zwei 
(bzw. drei) Ebenen in ?, gilt. 

R3: Jede Verbindungsgerade zweier Punkte einer Ebene in ?, gehért 
ganz der Ebene an, wenn diese Aussage fiir die Bilder der Punkte und das 
Bild der Ebene in 7, gilt. 

R 4: Die zu R3 duale Aussage?). 

Wir nennen (?;, P;) ein Paar homomorpher projektiver Raiume‘). 

Diese Definition umfaBt insbesondere den Begriff des gewéhnlichen pro- 
jektiven Raums, indem man fiir den Homomorphismus speziell die identische 
Abbildung nimmt, also ?, gleich P, setzt*). 


1) Siehe etwa die Definition bei HitBEert [6] oder Bakr [3]. 

*) Vgl. hiermit die Formulierung der Axiome in II. 1. 

3) Indem man zwei Punkte, Geraden oder Ebenen aquivalent nennt, wenn sie dasselbe 
Bild in P, haben, ist auf P, ein Tripel von Aquivalenzrelationen definiert, das (in einem 
wohlbestimmten Sinn) vertraglich ist mit der Struktur von ?;. Umgekehrt bestimmt 
dieses Tripel strukturvertraglicher Aquivalenzrelationen den Raum P, bis auf einen Iso- 
morphismus. Ganz allgemein induziert eine inzidenzerhaltende Abbildung von ?, auf 
einen Raum ?, ein Tripel von strukturvertraglichen Aquivalenzrelationen, welches seiner- 
seits P; bis auf einen Isomorphismus bestimmt. Man wird so auf einen ,,Homomorphie- 
satz fiir projektive Geometrien m. H.“‘ gefiihrt, der ein Gegenstiick zu dem Homomorphie- 
satz fiir algebraische Strukturen darstellt, vgl. BourBak1 [4], § 4. 

*) Allgemeiner fallen hierunter die Paare gewdhnlicher projektiver Raume, die durch 
einen Isomorphismus aufeinander bezogen sind. 
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Der gewohnliche projektive Raum ?, besitzt bekanntlich als Modell den 
projektiven Raum ?,(K) iiber einem wohlbestimmten Kérper K 5) *) und um- 
gekehrt ist fiir jeden Kérper K P,(K) ein gewohnlicher projektiver Raum’). 

Ein Hauptresultat dieser Note ist nun die algebraische Beschreibung eines 
projektiven Raums m.H. ?,: P; besitzt als Modell den projektiven Raum 
f,(A) iiber einem wohlbestimmten Ring A’) mit Eins und einem Ideal J, 
welches gleichzeitig gréBtes Links- und gréBtes Rechtsideal ist; wir sprechen 
kiinftig von J einfach als dem gréBten Ideal*). A nennen wir Koordinaten- 
ring von 73. (A) ist ganz entsprechend zu dem bekannten Spezialfall, 
da8 A ein K6rper ist, definiert (vgl. die Definition in IT. 4). 

Der gewohnliche projektive Raum P, besitzt als Modell den projektiven 
Raum ?,(A) iiber einem zu A/J isomorphen Kérper A, so daB der Homo- 
morphismus P,->P, durch den natiirlichen Homomorphismus von P(A) auf 
P,(A) beschrieben wird. 

Ist umgekehrt ein Ring A mit Eins und gréBtem Ideal J sowie ein Homo- 
morphismus AA von A auf einen zu A/J isomorphen Kérper A gegeben, 
so ist P,(A) ein projektiver Raum mit dem durch AA induzierten Homo- 
morphismus auf den gewéhnlichen projektiven Raum P, (4A). 

Damit haben wir die projektiven Raiume mit Homomorphismus algebraisch 
mit Hilfe der ‘local rings” charakterisiert. Es versteht sich, daB sich diese 
Betrachtungen auf projektive Geometrien mit mehr als drei Dimensionen 
ausdehnen lassen; fiir die Ebenen siehe unten. 

Von besonderem Interesse sind solche Paare (?;,?,) von homo- 
morphen projektiven Réumen, in denen P, ein gewéhnlicher projektiver 
Raum ist. Fiir den Koordinatenring A bedeutet dies folgendes: A enthilt 
keine Nullteiler und je zwei Elemente aus A sind rechtsvergleichbar und links- 
vergleichbar®). Wegen dieser Eigenschaften laBt sich A zu einem Links- 
quotientenkérper K erweitern, der gleichzeitig Rechtsquotientenkérper ist), 
und XK ist der Koordinatenkérper von ?;, als gewéhnlicher projektiver Raum 
betrachtet. Selche homomorphen Paare (P;, 7) von gewdhnlichen pro- 
jektiven Raiumen meinten wir, als wir eingangs von einer Bereicherung des 
Begriffs Projektive Geometrie sprachen. 
™ Falls insbesondere fiir P, der Satz von Pappos-Pascat gilt, kénnen wir 
dies. Ergebnis auch folgendermaBen formulieren: Zin Homomorphismus 


5) Bei dem Begriff Kérper setzen wir nicht das kommutative Gesetz der Multipli- 
kation voraus. 

6) Zum Begriff des projektiven Raums iiber einem Kérper, vgl. neben Barr [3] auch 
Bovursak1 [5], App. III. . 

7) Bei dem Begriff Ring setzen wir nicht das kommutative Gesetz der Multiplikation 
voraus. 

5) Das zweiseitige Ideal J ist auch dadurch gekennzeichnet, daB jedes Element aus A—I 
invertierbar ist (vgl.den Beweis von Satz 14). Bei CaRTAN-EILENBERG [5a] heiBt A : local ring. 

*) Zwei Elemente a, 5 eines Ringes A nennen wir rechtsvergleichbar, wenn es ein 
b’ € A gibt mit a = bb’ oder wenn es ein a’€ A gibt mit 6 = aa’. Entsprechend ist der 
Begriff linksvergleichbar definiert. 

1°) Uber Bedingungen, unter denen man einen Ring zu einem Rechts- oder einem 
Linksquotientenkérper erweitern kann, vg]. Boursakt [4], § 9, exerc. 8. 
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des gewdhnlichen projektiven Raums P, mit dem kommutativen Koor- 
dinatenkérper K auf den projektiven Raum P, mit dem Koordinaten- 
kérper K ist gleichbedeutend mit der Auszeichnung eines Bewertungsringes!) A 
in K derart, daB K Quotientenkérper von A ist und K isomorph A/I, wo I das~ 
Ideal der Nichteinheiten in A ist. 

So gehért z. B. zu jeder Primzahl p ein Homomorphismus des projektiven 
Raumes P,(Q) iiber dem Kérper Q der rationalen Zahlen auf den projektiven 
Raum ?,(F,) iiber dem Primkérper F, der Charakteristik p: Sei namlich Z, 
der Ring der rationalen Zahlen mit einem p-Betrag <1, so induziert der 
natiirliche Homomorphismus von Z, auf F, einen Homomorphismus von 
P;(Z,) auf P,(F,). Ein Beispiel fir einen Endomorphismus erhalten wir, 
wenn wir im Kérper K = K(X) der rationalen Funktionen in einer Unbe- 
stimmten X iiber dem Kérper K den. Bewertungsring K y der. Elemente mit 
einem zu X teilerfremden Nenner betrachten. Dem natiirlichen Endomor- 
phismus von K y auf K entspricht ein Endomorphismus des projektiven Raums 
iiber K auf den projektiven Unterraum iiber K. 

In Teil I betrachten wir projektive Ebenen mit Homomorphismus ?,: 
, ist eine Menge von Punkten, in der eine Sorte von Teilmengen, Geraden 
genannt, ausgezeichnet sind. Dazu ist eine Abbildung, Homomorphismus ge- 
nannt, der Punkte und Geraden von , auf die Punkte und Geraden einer 
gewohnlichen projektiven Ebene P,'*) gegeben und es gelten die Axiome: 

E 1: Zu zwei Punkten in P, gibt es genau eine Gerade, die sie enthalt, 
wenn diese Aussage fiir die Bilder dieser zwei Punkte in ?, gilt. 

E2: Zwei Geraden in ?, haben genau einen Punkt gemeinsam, wenn 
diese Aussage fiir die Bilder der Geraden in P, gilt *). 

(P,, P,) nennen wir ein Paar homomorpher projektiver Ebenen"*). 

Damit eine gewohnliche projektive Ebene P, ein Modell P,(K) tiber einem 
Kérper K besitzt, ist bekanntlich notwendig und hinreichend, daB P, desar- 
guessch ist'>). Wir wahlen fiir diese Eigenschaft eine von ArTIN stammende 
Formulierung"*), die sich unmittelbar auf projektive Ebenen m.H. iiber- 
tragen laBt. 

Dazu fixieren wir in P, eine Gerade g* als ausgezeichnete uneigentliche 
Gerade und erklairen dazu in naheliegender Weise die affine Ebene mit Homo- 
morphismus ¢/,, deren Bild ¢4, in P, die gewéhnliche affine Ebene in P, 
beziiglich der Geraden g* ist. 

Wir fordern nun, daB auf ¢/, eine transitive Gruppe T von Translationen 
existiert!*) [Axiom (d); Kleiner affiner Satz von Desareuss]. Es folgt, daB & 


") Vgl. hierzu Krux [9]. 

'*) Zum Begriff der (gewéhnlichen) projektiven Ebene siehe Hitsert [6] und 
PicKEerT [10]. 

13) Vgl. hiermit die Formulierung der Axiome in I. 1. 

*) Der Homomorphismus P, + ?, induziert strukturvertcigliche Aquivalenzrelationen 
auf den Punkten und auf den Geraden von P,, welche ihrerseits die gewhnliche projektive 
Ebene ?, wiederum bis auf einen Isomorphismus bestimmen (vgl. auch Anm. 3). 

8) Siehe HitBert [6] oder Pickert [10]. 
16) Siehe Artrn [2]. 
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kommutativ ist. e4, laBt sich als homogener Raum unter £ auffassen,bei dem 
nur die 0-Translation einen Punkt festli8t. Der Homomorphismus ¢/, > ¢/, 
induziert einen Homomorphismus ¢ -T der Translationsgruppe & auf die 
Translationsgruppe T von e/,. 

Die Menge der Translationen in einer festen Richtung bildet eine Unter- 
gruppe in ¢ ; wir sprechen von einer Richtungsuntergruppe inf. Sind U, 2’ zwei 
Richtungsuntergruppen von & derart, daB ihre Bilder Ul, Il’ in F verschieden 
sind, so ist £ direkte Summe von U und U’!’). 

Auf der Translationsgruppe & betrachten wir den Ring A derjenigen 
Endomorphismen, die jede Richtungsgruppe in sich iiberfiihren. Dem Ring A 
entspricht homomorph ein Ring A ebensolcher Endomorphismen von f. Der 
Kern des Homomorphismus A -> A ist ein gréBtes Ideal; A, isomorph zu A//, 
ist also ein K6rper. 

Wir betrachten & jetzt als A-Modul und fordern: Jede Richtungsunter- 
gruppe U von & wird von einem beliebigen ihrer Elemente t mit T + 0 erzeugt: 
At=U [Axiom (D); GroBer affiner Satz von Desarcugs]!*). Axiom (D) 
gilt dann auch fir ¢/,. 

Damit lat sich © nach Wahl zweier Translationen, deren Bilder in T 
linear unabhangig sind, durch die additive Gruppe von A x A reprisentieren. 
Nach Wahl eines Punktes P, in e4, gelangen wir dann zur Darstellung von ¢/, 
als affine Ebene e4,(A) tiber dem Ring A. 

Diese Darstellung von ¢/, laBt sich fortsetzen zu einer Darstellung von ?, 
als projektive Ebene (A) iiber A. Umgekehrt ist zu jedem Ring A mit Eins 
und gréBtem Ideal J durch P,(A) eine projektive Ebene mit dem Homo- 
morphismus auf die gewohnliche projektive Ebene P,(A/J) iiber dem Kérper 
A/I erklart. Dabei gelten in jeder zu P,(A) gehérenden affinen Ebene m. H 
die Axiome (d) und (D). 

In Teil II betrachten wir die Paare (P;, P,) homomorpher projektiver 
Riume. Wir zeigen, daB jede Ebene von ?, desarguessch ist, daB also jede 
Ebene in , als projektive Ebene ?,(A) iiber einem Ring A mit Eins und 
gréBtem Ideal J dargestellt werden kann. Da nun je zwei Ebenen in ?, 
isomorph sind, folgt, daB (P,, P,) das Paar (P(A), P,(A)), mit A isomorph 
A/I, als Modell besitzt. 

Hiermit haben wir die bekannte Kennzeichnung der desarguesschen unter 
den gewoéhnlichen projektiven Ebenen auf projektive Ebenen m. H. erweitert: 
Eine projektive Ebene m. H. ist dann und nur dann desarguessch, wenn sie sich 
als Ebene in einen projektiven Raum m. H. einbetten lapt**). 

In Teil III bringen wir einige Erganzungen: Wenn etwa das Axiom R1 
fiir P, dahingehend verschirft wird, daB je zwei {je drei) Punkte von ?, 
stets in einer Geraden (in einer Ebene) enthalten sind, so entapricht dem 
im Koordinatenring A von P, daB je zwei Blemente rechtsvergleichbar sind. 


17) Vgl. die entsprechenden Satze fiir gewdhnliche affine Translationsebenen bei 
Anpré [1], dargestellt bei Prckert [10]. 
18) Siehe HrtBert [6]. 
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Eine analoge Verscharfung von R 2 bedeutet fiir den Koordinatenring A, 
daB je zwei Elemente linksvergleichbar sind. 

Wenn zwei verschiedene Punkte von ?, stets héchstens eine Verbindungs- 
gerade besitzen sollen, so entspricht dem, daB der Koordinatenring A von 
Py nullteilerfrei ist. 

In zwei friiheren Noten’) hatten wir folgenden Spezialfall einer pro- 
jektiven Ebene m. H. betrachtet: Zwei Punkte von ?, sollen stets eine Ver- 
bindungsgerade besitzen und zwei Geraden von ?, sollen stets einen Punkt 
gemeinsam haben. DieVerbindungsgerade und der Schnittpunkt sollen dann und 
nur dann eindeutig bestimmt sein, wenn dies fiir die Bilder der zwei Punkte 
und die Bilder der zwei Geraden in ?, gilt, d. h., wenn die Bilder der Punkte 
und die Bilder der Geraden in P, verschieden sind. 

Wir hatten ein P, mit diesen Eigenschaften Projektive Ebene mit Nachbar- 
elementen genannt und die desarguesschen unter ihnen algebraisch gekenn- 
zeichnet [8]: Im zugehérigen Koordinatenring A mit Eins und gréBtem 
Ideal J sind je zwei Elemente rechts- und linksvergleichbar und jedes Element aus 
I, verschieden von Null, ist zweiseitiger Nullteiler. Aus unseren Uberlegungen 
ergibt sich, daB hierdurch auch die Koordinatenringe A der entsprechend 
definierten projektiven Raiume mit Nachbarelementen gekennzeichnet sind. 


I. Projektive Ebenen mit Homomorphismus 
I.1. Definition der projektiven Ebene mit Homomorphismus. 
Definition: Unter einer projektiven Ebene mit Homomorphismus ?, ver- 


stehen wir eine Menge P, von Punkten P, Q, R, . . ., in der gewisse Teilmengen, 
die Geraden g, h,j, ..., ausgezeichnet sind. Dazu ist eine Inzidenz-erhaltende 
Abbildung?°) 

P+P; 9-9, 


Homomorphismus genannt, der Punkte und Geraden von P, auf die Punkte 
P, Q, R, ... und Geraden 9, h, j, . . . einer gewohnlichen projektiven Ebene ?, 
gegeben und es gelten folgende Axiome: 

E 1: Zu zwei Punkten P und Q von ?, gibt es genau eine Gerade g, die 
sie enthalt, wenn ihre Bilder P und Q in ?, verschieden sind. 

E 2: Zwei Geraden g und A in P, haben genau einen Punkt P gemeinsam. 
wenn die Bilder 7 und h der Geraden in ?, verschieden sind. 

Wir nennen (?,, P,) ein Paar homomorpher projektiver Ebenen. 

Ergadnzungen: Die unter den Voraussetzungen von E11 bestimmte Ge- 
rade g nennen wir Verbindungsgerade von P und Q und schreiben dafiir auch 

9) Siehe [7] und [8]. In [7] hatten wir diejenigen Ebenen mit Nachbarelementen, 
in denen der Satz von Pappos-Pascat gilt, algebraisch gekennzeichnet. In [8] hatten 
wir die Desarguesschen Ebenen mit Nachbarelementen durch ihren Koordinatenring 
charakterisiert. In Teil I der vorliegenden Arbeit lehnen wir uns oft an die Beweise 


aus [8] an, welche ihrerseits wiederum verschiedentlich auf die Note von ArRTIN [2] 
zuriickgehen. 


*°) Die Eigenschaft inzidenzerhaltend bedeutet: Aus P< g folgt P< 7. Wenn man 
die Abbildung g+ 9 der Geraden von P, auf die Geraden von P, als Fortsetzung der 
Abbildung P + P auf die Geraden (als Punktmengen) auffaBt, ist die Implikation Aus P € g 
folgt P € @ trivial. 











Projektive Geometrien mit Homomorphismus 185 


P + Q. Den unter den Voraussetzungen von E 2 bestimmten Punkt P nennen 
wir Schnittpunkt von g und A und schreiben dafiir auch g 4 h. 

Bemerkung: Die Definition laBt offen, ob im Falle P = Q die Punkte P 
und Q tiberhaupt einer Geraden oder gar mehreren Geraden angehdéren; 
Entsprechendes gilt fiir zwei Geraden g, h mit g = h. 

Da der Homomorphismus eine Abbildung auf ist, gilt der 

Satz 1: Jede Gerade in P, enthalt drei Punkte, deren Bilder in 7, ver- 
schieden sind und jeder Punkt in ?, ist in drei Geraden mit verschiedenen 
Bildern enthalten. Es gibt vier Punkte in P,, deren Bilder sich in ,,allgemeiner 
Lage“ befinden. 

I.2. Die affine Ebene mit Homomorphismus. 

Definition: Es sei g* einé Gerade in P,. Unter der zu g* gehérenden 
affinen Ebene mit Homomorphismus eA, verstehen wir die Menge ¢/, derjenigen 
Punkte von ?,, deren Bild nicht zum Bild g* von g* in P, gehéren*). Die- 
jenigen Teilmengen von ¢4,, die sich als nichtleerer Durchschnitt von Geraden 
aus P, mit e4, ergeben, nennen wir Geraden von ¢A,*). Die Einschrinkung 
des Homomorphismus P, + P, auf ¢/, liefert einen Homomorphismus von e/, 
auf die zu der Geraden g* gehérende gewoéhnliche affine Ebene ¢4, in 7). 

In Ubereinstimmung mit der iiblichen Terminologie nennen wir die- 
jenigen Punkte und Geraden von ?,, denen nicht Punkte und Geraden in ¢/, 
entsprechen, uneigentliche Punkte und Geraden von ¢/,. Die Punkte von g* 
und g* selber nennen wir auch ausgezeichnet uneigentlich. Zwei Geraden von ¢/, 
nennen wir parallel, wenn sie einen Punkt auf g* gemeinsam haben. 

Bemerkung: Man beachte, daB es fiir e4, auBer den ausgezeichneten un- 
eigentlichen Punkten auf g* noch weitere uneigentliche Punkte geben kann. 
In einem solchen Falle gibt es dann auBer den Paaren verschiedener paralleler 
Geraden noch andere Geradenpaare in ¢4,,die keinen Punkt gemeinsam haben. 

Aus der Definition folgt unmittelbar der 

Satz 2: In eA, gibt es zu einer Geraden g durch einen Punkt P genau 
eine Gerade h, die zu g parallel ist. 

Denn h ist als Verbindungsgerade von P mit dem ausgezeichneten uneigent- 
lichen Punkt 7* = g -\g* von g eindeutig bestimmt. 

I.3. Translationen. 

Definition: Unter einer Translation + der affinen Ebene m.H. ¢/, ver- 
stehen wir eine Abbildung P+ P', g>g* der Punkte und Geraden von e/4, 
in sich mit folgenden Eigenschaften : 

1. Fiir jede Gerade g ist das Bild g* parallel zu g. 

2. Wenn es einen Punkt P und eine Gerade g gibt mit Pég, P'€g, so 
gilt, fiir jeden Punkt Q: Die Parallele h zu g durch Q enthalt Qr. 

Eine Translation heiBt einfach, wenn esein Punktepaar P, P* gibt, fiir das eine 
Gerade g existiert mit P ¢g, P*¢g. ghei®t dann Spur von t beziiglich P. Es 

1) Vgl. die ganz analoge Definition der affinen Ebene mit Nachbarelementen in [7] 
und [8]. : 

As m allgemeinen bezeichnen wir eine Gerade in c4, ebenso wie die zugehérige Ge- 
rade in P,. 
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sei T*—g/\g* der ausgezeichnete uneigentliche Punkt von g. Dann gilt 
wegen 2. fiir alle 9: Qr€¢Q+7*. T* heiBt Spurpunkt oder Richtung von t. 

Bemerkung: Es kann zu einer einfachen Translation durchaus mehrere 
Richtungen geben. So ist z. B. bei der 0-Translation, die jeden Punkt fest- 
laBt, jeder Punkt von g* Spurpunkt. 

Satz 3: Eine einfache Translation rt ist festgelegt, wenn man fir einen 
einzigen Punkt P sein Bild P* unter rt kennt. 

Beweis**): P und P* und eine Spur g von t durch P und P* seien gegeben, 
T*=g/\g* sei der Spurpunkt. Dann gilt Q'¢ Q+7*=h. Wenn Q ¢3J, so 
existiert eindeutig die Verbindungsgerade j = P+ Q und Q=hr\j. Dann 
ist Qt als h -\j* bestimmt, wo j* die Parallele zu j durch P' ist. Wenn nun fiir R 
gilt R <g, so ist jedenfalls R ¢h, und R« bestimmt sich auf die angegebene 
Weise aus Q und Q". 

Satz 4: Eine einfache Translation ist eine eineindeutige Abbildung der 
Punkte und Geraden von ¢4, auf sich. 

Beweis: Es sei t eine einfache Translation, 7* ein Spurpunkt von rt. 

a) Jeder Punkt R’ von ¢/, besitzt ein Urbild. Es sei nimlich j = R’ + T* 
und Q ein Punkt mit Q¢j. Dann ist Q*¢ Q@+7*. Indem man die voran- 
gehende Konstruktion ,,riickwirts“ durchfiihrt, findet man einen Punkt R 
auf 7 mit Ré= R’. 

b) Es seien R,, R, Punkte mit Rj = Ri = R’. Dann liegt R’ auf R,+ T* 
und R,+ 7*, also R,, R,¢€j. Wenn wir nun zu einem Punkt Q mit Q ¢j das 
Bild Q* nach dem Verfahren aus dem Beweis von Satz 3 einmal mit Hilfe 
von R,, Rj = R’, und das andere Mal mit Hilfe von R,, Rj = R’, bestimmen, 
ergibt sich R,= R,. 

Bemerkung: Die einfachen Translationen erzeugen eine Gruppe ¢ in der 
Gruppe aller eineindeutigen Abbildungen von ¢4, auf sich. Wahrend man fiir 
gewohnliche affine Ebenen zeigen kann, daB die Elemente von & wieder 
Translationen sind, scheint dies fir affine Ebenen m.H. nicht méglich zu 
sein. Wir fordern daher ausdriicklich, daB ¢ aus Translationen besteht, und 
verbinden diese Forderung mit einer weiteren zu dem 

Axiom (d) (Kleiner affiner Satz von Dgesarcuss): Die von den einfachen 
Translationen erzeugte Gruppe ¢ ist transitiv auf den Punkten von ¢4,. Jedes 
Element von © ist eine Translation. 

Die Verknipfung auf £ schreiben wir additiv. 

Satz 5: Wenn es zu einer Translation o € £ einen Punkt P gibt mit P’ = P, 
so ist o = 0, die 0-Translation. Die Translationen t von & lassen sich also, 
nach Wahl eines Punktes P,, durch die Bildpunkte Pj reprasentieren. 

Bemerkung: Man sagt deshalb, daB <4, ein homogener Raum unter f ist 
und daB € treu operiert auf e4,*). 

Beweis: Da P und P* in einer Geraden enthalten sind, ist o eine einfache 
, Translation, und die Behauptung folgt aus Satz 3. 





%3) Vgl. [8], Satz 9. 
*) Vgl. Boursaki [4], § 7, No. 6. 
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Satz 6: Jede Translation r ¢ £ l4Bt sich als Summe zweier einfacher Trans- 
lationen darstellen. 

Wir reprasentieren t durch P, und Pj. Es gibt Geraden g,h mit Py<¢ g, 
Pj, € h und 9 + h*). Dann existiert Q = g \h. Wenn wir 9 und a durch P? = Q 
und Q°= P*) erklaren, ist P?+*= P}, also nach Satz 5: 9 + o =r. 

Satz 7: Eine Translation t von & induziert eine Translation 7 in der ge- 
wohnlichen affinen Ebene ¢4,,indem man P* durch P* erklirt, wobei P ein 
beliebiges Urbild von P ist. Diese Zuordnung 17 ist ein Homomorphismus 
von ¢ auf die Translationsgruppe £ von 24,. Der Kern des Homomorphismus 
besteht aus den Translationen t mit tT = 0, also P* = P. 

Beweis: a) Aus P = P” folgt P* = P*; das erschlieBt man etwa aus der 
Beweisfigur von Satz 3 zuniichst fir einfache Translationen rt und dann auch 
fiir beliebige Translationen t aus £. Die Definition von P* ist also unab- 
hangig von der Wahl des Reprasentanten von P in ¢4,. 

b) Die Abbildung t hat die Eigenschaften 1,2 einer Translation, da r 
diese Eigenschaften hat. 

c) Die Behauptung F-%=G+7 folgt aus Port — Port —(P*) —(P*)* 
= (Pa) = Pare. 

d) Das homomorphe Bild © von © ist transitiv auf ¢/,, weil £ transitiv 
auf ¢/, ist. 

Satz 8: Wenn fiir eine Translation 1 gilt T+ 0, so ist r eine einfache 
Translation. 

Denn wegen P*+ P haben P und P* eine Verbindungsgerade. 

Satz 9: Die Translationsgruppe £ von ¢/, ist kommutativ und ebenso die 
Translationsgruppe T von </,. 

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daB je zwei einfache Translationen vertausch- 
bar sind. Wir betrachten zunichst den Fall, daB o und t Spurpunkte S* 
und 7* mit S*+7* besitzen. Sei P, ein Punkt in e4,. P? + T* und Ps + S* 
schneiden sich eindeutig, also P¢+*= P5*°. Wenn nun S* =7* ist, so setzen 
wir T = T, + T, WO T, und 7, eine von S* verschiedene Richtung haben. Damit 
wird 6+ T=6+%+T%=%14+0+T=GU+m+o=T+a. 

Unmittelbar klar ist die Behauptung von 

Satz 10: Die Menge U der Translationen aus £ mit einer festen Richtung 7* 
bildet eine Untergruppe von £. Wir nennen U eine Richtungsuntergruppe. 
Das Bild 01 von U in € ist Richtungsuntergruppe in f. 

Satz 11: Es seien U, U’ zwei Richtungsuntergruppen mit verschiedenen 
Bildern Ti, I” in F. Dann ist  direkte Summe von U und U’**). 

Beweis: Wir reprisentieren, nach Wahl eines Punktes P, in e/4,, die Trans- 
lationen t von & durch die Punkte Pj. Die Reprisentanten Pj und P%’ der 
Translationen o € U1 und o’ € UU’ bilden dabei zwei Geraden g, g’ durch P, mit 
g +g’. Da nun jedem Punkt P von ¢/, durch ,,Projektion“ umkehrbar ein- 
deutig zwei Punkte Q, Q’ auf g und g’ entsprechen, entsprechen sich auch die 
durch P und Q, Q’ reprisentierten Translationen rt und oa, o’ eineindeutig. 

%) Denn in ¢/, gibt es zu P,, P= Geraden g, h mit diesen Eigenschaften. 

%) Vgl. AnpRE [1] oder Pickert [10]. Man zeigt ebenso wie in [1]: Je zwei Rich- 
tungsuntergruppen sind isomorph. 
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I. 4. Die richtungstreuen Endomorphismen. 

Definition: Wir nennen einen Endomorphismus der Translationsgruppe & 
richtungstreu, wenn er jede Richtungsuntergruppe von ¢ in sich abbildet?’). 

Satz 12: Die Menge A der richtungstreuen Endomorphismen von ¢ bildet 
im vollen Endomorphismenring von & einen Unterring mit Eins. 

Beweis: Die Eins ist die identische Abbildung von ©. Seien a ¢ A und 
a'¢A, d.h., fiir eine Richtungsuntergruppe U von FT:aUcu und aUucu. 
Hieraus folgt aU + a’ UCU, also a + a’¢€ A, und aa’ UCaUc, also aa’€ A. 

Satz 13: Ein richtungstreuer Endomorphismus a ist vollstandig fest- 
gelegt, wenn man fiir eine einzige Translation t mit t + 0 das Bild ar kennt. 
Wenn dann auch at + 0, so ist tr ein Automorphismus. In diesem Falle schreiben 
wir fiir den zu a inversen Endomorphismus a-. 

Beweis**): a) Es sei P, ein Punkt in e4,. Wir reprisentieren t und at 
durch Pj und P%'. Wegen t + 0 ist Py+ P:, wir setzen g = P,+ P* und es 
ist P§*'€g. Wir zeigen, daB sich aus diesen Daten fiir eine beliebige einfache 
Translation o der Bildpunkt P***¢? von P** unter aa bestimmt. Wenn wir fiir 
die einfachen Translationen o das Bild ao kennen, dann auch fiir beliebige 
Translationen von ¢. 

Wir beschranken uns auf solche Translationen o, die eine Spur A durch 
P;, mit h +9 gestatten; die ausgeschlossenen Fiille lassen sich, indem man 
an Stelle von rt eine Translation mit einer anderen Richtung wahlt, hierauf 
zuriickfiihren. , 

Es sei also Pj, Pi*°Ch mit 9 +h. Wegen P,¢h existiert j = P,+ Ps*? 
und es ist, Po += Per**%ej, Pat**? ist also Bild von P%* unter ao. 
Wegen h +} ist auch h*+j, wo h* die Parallele zu h durch P32" ist. P@***” 
ist also bestimmt als h* -\j. 

b) Wenn at + 0, so kann man in der vorstehenden Beweisfigur die Rolle 
von t,o und at,ao vertauschen, d.h.: Zu jeder einfachen Translation o’ 
existiert genau eine einfache Translation o mit aa =o’. 

Satz 14; Jeder richtungstreue Endomorphismus a von ¢ induziert einen 
ebensolchen Endomorphismus @ auf der Translationsgruppe & von ¢/,, indem 
man at durch at erklart, wo r ein beliebiges Urbild von ft in & ist. Die Ab- 
bildung aa von A in den Ring der richtungstreuen Endomorphismen von 
¢ ist ein Homomorphismus, das Bild von A unter diesem Homomorphismus 
bezeichnen wir mit A. Der Kern J des Homomorphismus ist ein gréBtes 
Ideal in A, oder, was damit gleichbedeutend ist, A—J besteht aus den in- 
vertierbaren Elementen von A. A , isomorph zu A/J, ist also ein’ Kérper. 

Beweis: a) Aus t= 1’ folgt @t = aT’, oder, aus ¢ = 0 folgt @=0. Das 
ergibt sich aus der Beweisfigur von Satz 13. 

b) @ ist ein Endomorphismus, denn 4(¢ + 7) = 4(a@+ t) = a@(o + T) 
= @07 @t=G@64+4tT=46+4 4T. G@ ist richtungstreu: Zu einer Richtungs- 
untergruppe 2 von & gibt es eine Richtungsuntergruppe U in & als Urbild. 
Aus aUcU folgt danna Ul =aNc fl. 


27) In [8] nannten wir solehe Endomorphismen spurerhaltend. 
28) Vgl. [8], Satz 11. 
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c) a+@ ist ein Homomorphismus, denn (a + 6) = (a +6)t=at+bt 
=G@t + bt =( a+ 5)t, alsoa +b =a +B, und (ab) t = (ab) t = a(b t)= abr) 
= G(b t) =(@b) f, also ab = ab. 

d) Das Bild A von A ist ein Ring, der Kern des Homomorphismus ist 
ein zweiseitiges Ideal J derart, daB a ¢ J bedeutet 4 = 0, also @T = 0 fiir alle 
t €&, wahrend nach Satz 13 a € A — J bedeutet, daB das Inverse a~! existiert. 
Hieraus folgt unmittelbar, daB J gréBtes Linksideal und gréBtes Rechtsideal 
in A ist, wozu wir auch sagen: J ist gréBtes Ideal in A. 

Ist umgekehrt in einem Ring A mit Eins J gréBtes Ideal, so folgt aus 
a€A-—TIT fiir das von a erzeugte Linksideal Aa, da wegen a ¢ Aa die In- 
klusion AacJ ausgeschlossen ist, da = A. Das Element a besitzt also ein 
Linksinverses. Ebenso ergibt sich die Existenz eines Rechtsinversen fiir a, 
d. h., jedes a ¢ A — J ist invertierbar. 

Bemerkung: Wir kénnen die Translationsgruppe £ als A-Linksmodul auf- 
fassen. Die Richtungsuntergruppen sind dabei zulissige Untermoduln. 

Wir fordern jetzt die Giltigkeit von 

Axiom (D) (GroBer affiner Satz von Desarcuss): Jede Richtungsunter- 
gruppe U des A-Linksmoduls £ wird von einem beliebigen ihrer Elemente rt 
mit tT + 0 erzeugt: A tr = U. 

Bemerkungen: 1. Wenn in einer affinen Ebene m. H. ¢e4, die Axiome (d) 
und (D) gelten, so sagen wir auch: ¢/, ist desarguessch. 

2. Da je zwei Richtungsuntergruppen A-isomorph sind, geniigt es, Axiom 
(D) fiir eine einzige Richtungsuntergruppe zu fordern. 

Eine unmittelbare Folgerung aus Axiom (D) ist der 

Satz 15: U sei eine Richtungsuntergruppe in. Nach Wahl eines Elements 
t in U mit t + 0 erklaren wir eine Abbildung von ¢ in A, indem wir jedem o 
aus £ das Element a aus A mit at =o zuordnen. Diese Abbildung ist ein 
Isomorphismus von & auf die additive Gruppe von A. 

Die Eindeutigkeit der Zuordnung o — a folgt dabei aus Satz 13. 

Zusammen mit Satz 11 ergibt sich der 

Satz 16: Nach Wahl zweier Translationen t,t’, deren Bilder 7,7 in & 
linear unabhangig sind, laBt sich der A-Linksmodul & durch den A-Links- 
modul A x A darstellen. 

I. 5. Koordinaten in der affinen Ebene mit Homomorphismus. 

Definition: Unter einem Bezugssystem B in einer affinen Ebene m. H. 
verstehen wir drei Punkte P,, P,, Pj in e4, derart, daB die Bilder P,, P,, P; 
nicht einer Geraden angehéren. Es heiBen P, der Ursprung, P,, P; die Ein- 
heitspunkte und g = P,+ P,, g' = P,+ Pj die Achsen von B. 

Satz 17: Sei Py, P,, Pj ein Bezugssystem @ in ¢4,. Die Translationen rt 
und 1’ seien durch P; = P, und P; = P; erklirt. t und 7’ sind linear unab- 
hangig. Nach Satz 16 laBt sich & damit durch A x A darstellen. Wenn wir 
die durch 9+ P’ vermittelte Darstellung von durch die Punkte von e/, 
hinzunehmen, liefert (a, a’')++9 =at+a't'+ Ps eine Darstellung der Punkte 
von ¢/, durch die Elemente (a, a’) von A x A. Die Elemente (a, a’) nennen 
wir die Koordinaten von P = P* im Bezugssystem B. 
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Bei der Darstellung von & durch die Punkte von ¢4, entsprechen den 
Geraden g durch P, die Richtungsuntergruppen U = Ao, 6 +0, von &. 
Seien (a,a’) die Koordinaten des Punktes P% auf g. Wegen 9 + 0 ist a+0 
oder a’ +0. Die Koordinaten der Punkte von g bilden die Menge A (a, a’) 
(siehe Satz 16). 

Ist nun h eine beliebige Gerade in ¢/4,, so ist die Menge der Translationen 
von &, die durch Punkte auf h reprisentiert werden, von der Form U + 9, 
= Ao + Oo, wobei P%¢h und 9 +0. Das hei®t: Die Koordinaten der Punkte 
, von h bilden die Menge A (a,a’) + (a,a9), wo (a,a’) und (a9,a9) die Koordinaten 
von P? und P% sind. 

Definition: Es sei A ein Ring mit Eins und gréBtem Ideal J. Den natiir- 
lichen Homomorphismus von A auf A/J bezeichnen wir durch einen Quer- 
strich. Unter der affinen Ebene iiber A, eA,(A), verstehen wir die Menge de. 
als Punkte bezeichneten Elemente von A x A, in der die Teilmengen der Form 
A(a,a’) + (a9,a5) mit @ + 0 oder a’+ 0 als Geraden ausgezeichnet sind). 

In Zusammenfassung der bisherigen Uberlegungen erhalten wir den 

Hauptsatz 1: Es sei 4, eine affine Ebene mit dem Homomorphismus auf 
die gewohnliche affine Ebene e4,. Wenn das Axiom (d) gilt, dann ist 4, 
homogener Raum unter einer kommutativen Gruppe & von Translationen 
derart, daB nur die 0-Translation einen Punkt von ¢4/, festla®t. Der Ring A 
der richtungstreuen Endomorphismen von f ist ein Ring mit Eins und gréBtem 
Ideal J*). Wenn das Axiom (D) gilt, laBt sich e4,, nach Wahl eines Bezugs- 
systems, als affine Ebene ¢4,(A) iiber A darstellen. Die gewdhnliche affine 
Ebene ¢/, besitzt als Modell die affine Ebene ¢7,(A) iiber einem zu A/I iso- 
morphen Kérper A. Der Homomorphismus ¢/,-> ¢4, stellt sich in diesem 
Modell durch den natiirlichen Homomorphismus ¢4,(A) > ¢4,(A) dar. 

I.6. Koordinaten in der desarguesschen projektiven Ebene m. H. 

Definition: Es sei A ein Ring mit Eins und gréBtem Ideal J; den natiir- 
lichen Homomorphismus von A auf A/J und von A?= A x A x A auf (A/J)® 
= A/I x A/I x A/I bezeichnen wir durch einen Querstrich. 

Unter der projektiven Ebene iiber A, P,(A), verstehen wir die Menge der 
als Punkte bezeichneten Untermoduln Ax, % +0, von A%, in der die durch 
Ax + Ay (% und y linear unabhingig in A/J) beschriebenen Teilmengen von 
Punkten als Geraden ausgezeichnet sind *®). 

Hauptsatz 2: Es sei P, eine projektive Ebene mit dem Homomorphismus 
auf die gewohnliche projektive Ebene P,. Die zu einer bestimmten Geraden g* 
von P, gehérende affine Ebene m. H. ¢4, sei desarguessch. Dann laBt sich 
die Beschreibung von ¢/, als affine Ebene ¢/,(A) iiber einem Ring A mit Eins 
und gréBtem Ideal J fortsetzen*) zu einer Beschreibung von ?, als projektive 
Ebene ?, (A) iiber A, wihrend P, das Modell ?, (A) iiber einem zu A/J isomorphen 
Kérper A besitzt. Der Homomorphismus ?, > ?, wird in diesem Modell 
durch den natiirlichen Homomorphismus von ?,(A) auf P,(A) beschrieben. 

%*) Vgl. zum Begriff das affinen Raumes iiber einem Kérper auch Boursgaki [5], 
App. II. 


3°) Zum Begriff des projektiven Raums iiber einem Kérper vgl. Boursakr [5], 
App. III. 
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Ist andererseits ein beliebiger Ring A mit Eins und gréBtem Ideal J ge- 
geben und ist A ein zu A/I isomorpher Kérper, so bildet (P,(A), P,(A)) 
mit dem natiirlichen Homomorphismus P,(A) > ?,(A) ein Paar homomorpher 
projektiver Ebenen; jede affine Ebene m. H. in ?,(A) ist desarguessch. 

Bemerkung: Wenn in einer projektiven Ebene m.H. ?, also nur eine 
einzige affine Ebene m. H. desarguessch ist, so ist jede affine Ebene m. H. 
in P, desarguessch. Wir nennen daher in diesem Fall eine projektive Ebene 
m. H. einfach: desarguessch. 

Ergénzung: Der Koordinatenring A einer desarguesschen projektiven 
Ebene m. H. ist bis auf Isomorphismen festgelegt: Wenn P(A’) ein Modell 
von P,(A) ist, so sind A’ und A isomorph. 

Beweis: Die Erweiterung der Beschreibung von ¢/, als ¢4,(A) zu einer 
Beschreibung von ?, vollziehen wir folgendermaBen : Den eigentlichen Punkten 
von @A/,, die in e4,(A) die Koordinaten (a,a’) haben, ordnen wir den Modul 
A(a,a’,1) in A* zu. Ein uneigentlicher Punkt P* von ¢/, ist entweder als 
Schnitt der Verbindungsgeraden 

A(l,a’); A(1,b’)+ (0,1), a’—B=0 
mit P, und P; bestimmt, oder, wenn diese sich nicht eindeutig schneiden, 
als Schnitt der Verbindungsgeraden 
A(a,1);/ A(b,1)+ (1,0), a—b=a=0 
mit P, und P, bestimmt. Im ersten Fall ordnen wir P* den Modul 
A(l,a’,a’—b’) mit a@—b'=0 
zu, im zweiten Fall den Modul 
A(a,la—b) mit a=a—b=0. 

Den Geraden A (a,a’) + (ao,a6) (@ + 0 oder a’ + 0) von e4,(A) ordnen wir 
die Geraden A (dy,a9,1) + A(a + ao, a’ + ag,1) von P(A) zu. Die uneigent- 
lichen Geraden sind durch ihre uneigentlichen Schnittpunkte (1,0,5), (0,1,5’) 
(6 = 0,6’=0) mit den Koordinatenachsen bestimmt. Sie beschreiben wir 
durch A (1,0,5) + A(0,1,6’). 

Offenbar ist diese Zuordnung umkehrbar eindeutig. 

Die Umkehrung und die Erginzung des Hauptsatzes werden ebenso be- 
wiesen wie in dem bekannten Fall, daB A ein Kérper ist; wir tiibergehen daher 
die Einzelheiten. : 


II. Der projektive Raum mit Homomorphismus 


II. 1 Definition des projektiven Raums mit Homomorphismus. 
Definition: Unter einem projektiven Raum mit Homomorphismus P; ver- 
stehen wir eine Menge P, von Punkten P,Q, R,..., in der zwei Sorten von 
Teilmengen, die Geraden g, h,j ... und die Ebenen a, 8, y, ..., ausgezeichnet 
sind. Dazu ist eine Inzidenz-erhaltende Abbildung™) 
P+P; g-g; «>a, 


31) Inzidenzerhaltend bedeutet, daB aus jeder der Relationen P€g, P€ a, 9 € die 
entsprechende Relation P¢ 9, P€ %, 9 ¢€ % folgt. FaBt man die Abbildung g> 7 und 
a + & als Fortsetzung der Punktabbildung P + P auf, so sind diese Implikationen trivial. 
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Homomorphismus genannt, der Punkte, Geraden und Ebenen von ?, auf 
die Punkte P, Q, R,..., Geraden g,h,j,... und Ebenen &, B, y,... eines 
gewohnlichen projektiven Raums ?, gegeben und es gelten folgende Axiome: 

R1: Zu Zwei Punkten P und Q (drei Punkten P, Q, R) von P, gibt es 
genau eine Gerade g (genau eine Ebene «), die sie enthalt, wenn die Bilder 
P, Q (P,Q, R) der Punkte in ?, verschieden sind (nicht einer Geraden an- 
gehoren). 

R2: Zwei Ebenen «, § (drei Ebenen «, 8, y) in P; haben genau eine 
Gerade g (genau einen Punkt P) gemeinsam, wenn die Bilder a, B (%, B, y) 
der Ebenen in ?, verschieden sind (nicht eine Gerade gemeinsam haben). 

R3: Es seien P und Q Punkte einer Ebene « von P; mit P+ Q. Dann 
gehort P + Q zu a. 

R4: Es seien « und f Ebenen durch einen Punkt P von P, mit % + f. 
Dann enthilt die Schnittgerade g = « ~ 8 den Punkt P*). 

Ergiénzungen: Die unter den Voraussetzungen von R1 durch P, Q be- 
stimmte Gerade g und durch P, Q, R bestimmte Ebene bezeichnen wir auch 
mit P+ Q und P+ Q+R. Fir die unter den Voraussetzungen von R 2 
durch «, § bestimmte Gerade g und fiir den durch «, 8, y bestimmten Punkt P 
schreiben wir auch «> 8 und am 8 y. 

Bemerkungen: 1. Das Axiom R4 1laBt sich aus den iibrigen herleiten. 

2. Da der Homomorphismus ?,-— ?, eine Abbildung auf ist, erfillt P,, 
aihnlich wie P, in Teil I, eine Reihe von Reichhaltigkeitsaussagen; z. B. ent- 
halt jede Gerade von 7, wenigstens drei Punkte, die verschiedene Bilder 
haben, und ahnliches. 

3. Zu g und P mit P¢g gibt es genau eine Ebene « mit P¢€«, g € a: 
Man wihle zwei Punkte Q, R auf g mit 9+ R. Dann ist «c= P+ Q+R. 
Wir schreiben fiir « auch P + g oder g + P. 

Satz 18: In dem Paar (P3, P;) von homomorphen projektiven Raiumen 
sei x eine Ebene in P, und a, ihr Bild in ?,. Dann ist (a», %») mit dem in- 
duzierten Homomorphismus ein Paar homomorpher projektiver Ebenen. 

Beweis: Axiom E 1 folgt aus Rl und R3. Zu zwei Geraden g,h in a 
gibt es immer’ Ebenen a, § in P; mit g= ara undh= Pra. E2 folgt 
dann aus R 2 und R 4. 

II. 2. Der affine Raum mit Homomorphismus. 

Definition: Es sei «* eine Ebene in ?;. Unter dem zu «* gehérenden 
affinen Raum mit Homomorphismus eA, verstehen wir die Menge ¢/, derjenigen 
Punkte von ?;, deren Bild nicht zum Bild «* von «* in P, gehért. Diejenigen 
Teilmengen von ¢/,, die sich als nichtleerer Durchschnitt von Geraden und 
Ebenen aus ?, mit ¢4, darstellen, nennen wir Geraden und Ebenen von e/4,*). 
Die Einschrinkung des Homomorphismus ?, - P, auf ¢/, liefert einen Homo- 
morphismus von ¢/, auf den gewohnlichen affinen Raum ¢/,, der in P, durch 
die Ebene a* erklart .ist. 


32) Vgl. Anmerkung 3. 
33) Im allgemeinen bezeichnen wir eine Gerade und eine Ebene in ¢/, ebenso wie die 
zugehérige Gerade bzw. Ebene in ?).- 
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Wiederum nennen wir diejenigen Punkte, Geraden und Ebenen von ?;, 
denen nicht Punkte, Geraden oder Ebenen in ¢/4, entsprechen, uneigentliche 
Punkte, Geraden und Ebenen von ¢/4;. Die Punkte und Geraden von «* 
sowie «* selber nennen wir auch ausgezeichnet uneigentlich. Mit Hilfe der 
Ebene «* ist wiederum der Begriff parallel in eA, erklirt. 

Satz 19: eA; sei der zu einer Ebene «* in P, gehérende affine Raum m. H., 
%» sei eine Ebene in P,, die «* eindeutig in einer Geraden g* schneidet. Nach 
Satz 18 ist a» eine projektive Ebene m.H. Die Einschrinkung von a, auf 
A, liefert die zu der Geraden g* von a, gehérende affine Ebene m. H. in a». 
Wir bezeichnen diese affine Ebene m. H. ebenfalls 
mit %. Der Homomorphismus ¢/, — ¢/, induziert 
einen Homomorphismus a — % von «» auf die zu der 
Geraden g* gehérende gewoéhnliche affine Ebene 2, 
in der gewohnlichen projektiven Ebene %,*). 

Bemerkung: Wir kénnen jetzt fir die affine Ebene 
m. H. a ine/, vonder Gruppe der Translation und dem 
Ring A der richtungstreuen Endomorphismen von £ 
sprechen. Von gréBtem Interesse ist nun die Tatsache, 
daB x) desarguessch ist : 

Satz 20: Die durch eine Ebene a, von ¢4, definierte Fig. 1 
affine Ebene mit Homomorphismus ist desarguessch**). 

Beweis: a) (Fig. 1). Wir zeigen, daB es zu je zwei Punkten P, P’ von ap, 
die eine Verbindungsgerade g in «, besitzen, eine Translation t gibt mit P*= P’. 

Sei 7'* = g/\g* der ausgezeichnete uneigentliche Punkt von g. O sei ein 
Punkt in ¢4, mit O ¢ %>. Fiir jeden Punkt Q € a, ist die Gerade O + Q und der 
ausgezeichnete uneigentliche Punkt Q* auf O + Q erklirt. «, bezeichne die 
Ebene Q + 0+7*; es ist Q*€ a9. In der Ebene «, erklaren wir 0’ durch 
(O+T7*)-\(P’+ P*). Es ist O'€ ag fir alle Q. Wir erkliren Q* durch (0' + 
+ Q*)\a. Damit ist eine Abbildung rt: Q > Q* der Punkte Q von a, in sich 
erklart, fiir die P*= P’ ist. Es bleibt zu zeigen, daB r die Eigenschaften 1, 2 
einer Translation hat. 

Zu Eigenschaft 1: h sei eine beliebige Gerade in a». Die Ebene § = h + O 
habe die ausgezeichnete uneigentliche Gerade h* = 8 \«*. Wenn R ¢€h, so 
liegt O'+ R* in der Ebene f’=0'+ h*, also das Bild ht von h ist die zu h 
parallele Gerade f’ ~ a. 

Zu Eigenschaft 2: Sie ergibt sich unmittelbar aus folgendem Hilfssatz: 
U* sei ein ausgezeichneter uneigentlicher Punkt aus g*. (1) Wenn 0’c 0 + U*, 
so folgt Q*¢ Q + U* fir alle Q € a. (II) Wenn fiir einen Punkt Q € a, gilt: 
Q<«Q+ U*, so folgt O'¢O + U*. 





%4) Wir haben hier mit % einmal eine (projektive) Ebene in , und das andere Mal 
die zugehérige (affine) Ebene in A, bezeichnet. 

%5) Der folgende Beweis ist das Kernstiick von Teil II.. Es wird nicht, wie sonst im 
allgemeinen bei der Koordinateneinfiihrung im (gewéhnlichen) projektiven Raum, die 
Giiltigkeit der Desargues-Konfiguration gezeigt, sondern direkt fiir eine Ebene die 
Existenz einer Translationsgruppe & mit den Eigenschaften von Axiom (d) und (D) 
nachgewiesen. 7 
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Beweis: (1) Es seiO’< O + U*. Wir betrachten, fiir jedes Q € x», die Ebenen 
Bga= 9+ 0+ U*. Dann ist auch O’€ Bg und Q*¢ fo, also mit Q*¢ 0’ + Q* 
auch Q*€ Bg, also Qt Bg M\ a= Q+ U*. (II) Sei nun andererseits fiir einen 
bestimmten Punkt Q@ von a» Qt¢ Q + U*. Es folgt O’'¢ Q*+ Q™C Bg. a sei 
die zu a,» parallele Ebene durch 0. Dann ist Bg % =O + U*. Da T* aus- 
gezeichneter uneigentlicher Punkt von ag, ist O + T* Ca, also auch O'€ a, 
also O' € Bg \ ag =O + U*. 

t ist also eine Translation mit Pt= P’. 

b) Wir zeigen: Es sei rt eine einfache Translation auf a und 7* eine 
Richtung von rt. O sei ein Punkt in e4, mit O ¢ %. Fiir jeden Punkt Q € a, 
bezeichne Q* den ausgezeichneten uneigentlichen Punkt von 0+ Q. Dann 
ist O’=(O + T*) ~\ (Q*+ Q*) ein von Q unabhiangiger Punkt, also Q'=(0' + 
+ Q*)O\a, fiir alle Q<éa». Die Translation + laBt sich also mit Hilfe des 
Punktes O auf die in a) angegebene Weise konstruieren. 

Beweis: Es ist Q'< Q+ T* fir alle Q ¢ a. Fiir jedes Q ist ag = Q+ 0+ T7* 
erklirt mit ag \%— Q+T7*. Dabei ist Q*¢ag und Qc ag. Fiir ein be- 
stimmtes Q in a, erkliren wir O’ durch (O + 7*) > (Q'+ Q*). Es sei R ein 
Punkt mit R ¢ Q+7*. Dann existieren h= Q + R und h'= Q* + R’, h parallel 
zuh’. Die Ebenen y = 0 + Q + R und y’ = O'+ Q'+ R* haben den uneigent- 
lichen Punkt Q* gemeinsam, also auch R*¢y’. Aus 0+ 7* =ag/\ ap, 
Q+ Qt =agny’, R'+ Re=agry’ folgt O' = (0+ T*) m (Q* + QO) 
= tg ap oy’ =(O+ T*)  (R'+R*). Wenn jetzt Sein Punktist mit § ¢ Q + T*, 
so ist S ¢ R+7*, woraus wie eben O’ =(0 + 7*) > (S*+ S*) folgt. 

c) Wir zeigen, daB die von den einfachen Translationen erzeugte Gruppe T 
aus Translationen besteht. 


Ein Element t von © ist von der Form t=1,+ ---+T,, WO %],.. +5 T, 
einfache Translationen sind. @ sei ein Punkt in e4, mit O¢%. Der in b) 
formulierte Satz gilt nun auch fiir ein rt aus ©: Tf,...7% bezeichne 


Richtungen von 1,, ...,T,- Nach b) ist der Punkt 0,= (0 + Tf) \(Q"+ Q*) 
ein von Q unabhangiger Punkt in der zu «a, parallelen Ebene a durch O. 
Es ist also 0, ¢ %. Der ausgezeichnete uneigentliche Punkt von Q"+ 0, ist 
- r* Wieder Q*. Also ist auch 0, =(0, + TT) \(Q™*"+ Q*) 
to) (a) ein von @ unabhiangiger Punkt. Durch Induktion 
folgt, daB auch O’ =(0,,_, + T*) 4 (Q* + Q*) ein von Q 
unabhangiger Punkt in der zu a, parallelen Ebene a 
durch O ist. Es ist also Q*=(O’ + Q*) 4 ap fiir alle Q€ a. 
Die Eigenschaft 1 einer Translation ist fiir ein rt 
aus & offenbar erfiillt. Es gilt aber auch Eigenschaft 2. 
Denn wenn es P und g in a, gibt mit P ¢g, P™€ g, so 
lehrt der gerade bewiesene Satz, daB r sich mit Hilfe 
eines Punktes O, O ¢ %», auf die in a) angegebene Weise 
konstruieren laBt. Fiir diese Abbildungen rt hatten wir 
aber in a) gezeigt, daB es Translationen sind. 
Hiermit ist gezeigt, daB fiir a) das Axiom (d) gilt. 
d) (Fig. 2). Wir zeigen die Giiltigkeit von Axiom (D). Dazu wahlen wir 
in a einen Punkt-P,. Nach Satz 5 kénnen wir die Translationen o von & 
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durch die Punkte P® reprisentieren. O sei ein Punkt in e4, mit O ¢ % . Fir 
jedes P € a» bezeichnen wir mit P* den ausgezeichneten uneigentlichen Punkt 
auf der Geraden P +0. Fiir jede Richtung U* auf g* ist die Ebene ap 
= U*+0+ P, erklirt. Dabei ist aps ap= Py+ U*. 

Sei rt eine Translation mit P; + P,. 7* sei die Richtung von tr. 1’ sei 
eine Translation derselben Richtung: P;’€ P,+7'*. Wir erkliren den Punkt 0’ 
in ape durch (O + P,)\(P5 +(P5)*). Fir einen beliebigen Punkt P? er- 
klaren wir P§° durch (O’ + (P§)*)-\ a. Damit ist eine Abbildung a:o-aa 
von © in sich erklart, fiir die at = tr’ ist. Es bleibt zu zeigen, daB a ein rich- 
tungstreuer Endomorphismus von 
¢ ist. Den Nachweis fiihren wir in 
vier Schritten. 


0 


d 1)a ist richtungstreu. Sei nim- 
lich U* eine Richtung und P§ ¢ P,+ 
+ U*. Dann ist (P§)*€ ay. und 
Po’ € (Po)* + O' Caye, also PG°€ 
E hye \ b= P,+U*. 

d 2) (Fig. 3). Fiir zwei einfache 
Translationen o und o, die Richtun- 
gen R* und S* mit R* + S* be- 
sitzen, gilt a(o + ¢)=ao+ada. 

Beweis: Es gilt Pg, Pa? € Py+ R*; ot 

Po, Po’ Pot S* und (Pp + RF) 
r\ (Pe + S*) = P§**. Wir setzen 8 = Po + (Po)*+ R*; y = Pe + (PS)*+ S* 
und f= Po°+ (Poyt+ Rt; yp’ = Pot+ (Ph)*+ S*. Dann ist Oc Bry, 
Peroe Brvy, O'€ B’ vy’. Nun ist einmal pf’ 4 y’ A a= (8 A a) A (y’ A a) 
= (Po° + R*) 4 (Poe + S*) = Poe**?; zum anderen ist By’ \ a= 
((Pz* °* ra 0’) A\ t= Ps te + 9) also pee +ao_ Fe" 9) 

Hieraus folgt fiir ein 9’ mit 9’ + 0: a(— 9’) = — ag’. Wir wahlen nimlich 
eine Translation o’ so, daB o’ + 0 und o , @ verschiedene Richtungen haben. 
Dann ist auch o’— 9’ eine einfache Translation mit einer Richtung ,,quer“ 
zu der von 9’. Aus dem Bewiesenen folgt: a o’ = a(o’ — 0’ + 0’) = ala’ — 0’) + 
+ao’'=ao'+a(— 0')+ a9’, also a(— 9’) = — ao’. ; 











d 3) Es seieng,o einfache Translationen mit 9 + o einfach und mit Richtungen 
R*, S* derart, dab R* — 8*. Wir wihlen eine Translation 0’ mit 9’ + 0, deren 
Richtung ,,quer‘ zu den Richtungen von 9,o und 9+o verliuft. 9’ und 
o + o’ sind, da ihre Bilder in f= mcht verschwinden, einfache Translationen ; mit 
den in d 2) hergeleiteten Regeln erhalten wir daher a(o + ¢ + 0’) = a(o + 
+a)+a0'=ao+a(o+o')=a0+aa+aQ’ 

Als Spezialfall ergibt sich fiir o = —o:a(—o)- — ao fiir beliebige ein- 
fache Translationen 9. 

Wir betrashten den noch offenen Fal!, dab 0, o einfache Translationen 
sind mit Richtungen R*, S* derart, daB R* = S*, und 9 +¢ nicht einfach. 
14* 
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Nach Satz 6 gibt es einfache Translationen 9’,o’ mit Richtungen R’*, S’* 
so, daB 9 +0=0'+0' und R*, S*, R* voneinander verschieden sind. Dann 
folgt mit 9—o' =o'—o:ag—ao'=ao'—ao, also ag+ao=ag'+ao’ 
= alo’ + 0’) =a(o+ 0). 

d 4) SchlieBlich beweisen wir fiir drei einfache Translationen 0, o, 1 die 
Gleichung a(o+o0+1)=ao0+aoa+ar. Da sich jede Translation als 
Summe zweier einfacher Translationen schreiben laBt (Satz 6), folgt durch 
Induktion fir irgend zwei Translationen 9’, a’ aus { die Gleichung a(o’ + o’) 
=ao'+ ao’; a ist dann also ein Endomorphismus von ¢&. 

Beweis: Zunichst sei wenigstens eines der Elemente 9 +6, ¢+T, 0+T 
nicht Null; dieses Element ist dann eine einfache Translation und wir kénnen 
nach d 2) und d 3) schlieBen. 

Wenn dagegen 9 +}o =G+tT=07+1 =O, so folgt 9 =G=T. 9g’ sei eine 
Translation mit 9’+ 0 und, falls 9 +0, sei die Richtung von 9’ verschieden 
von der Richtung von 9 = go = Tt. Dann folgt mit d 2) und d 3): a(@ + o + Tt) 
=a(o+o0+t+0'—o0')=alo+o+t+o')—ao'=ag+a(o+t+ 9’) - 
—ao'=a0+ao+a(t+o')—aop'=a0+uo+ at. 

Hiermit ist Satz 20 bewiesen. Aus Teil I folgt der 

Satz 21: Eine Ebene in einem affinen Raum m. H. ¢4, besitzt als Modell 
die affine Ebene ¢4,(A) iiber einem Ring A mit Eins und gréftem Ideal J. 
Eine Ebene in einem projektiven Raum m. H. laBt sich als projektive Ebene 
,(A) iiber einem Ring A mit Eins und gréBtem Ideal J darstellen*). Da je 
zwei Ebenen in ¢/4, bzw. P, durch eine Perspektivitét isomorph aufeinander 
bezogen werden kénnen, sind die Koordinatenringe je zweier Ebenen isomorph. 

II.3. Koordinaten im affinen Raum mit Homomorphismus. 

Definition: Es sei A ein Ring mit Eins und gréBtem Ideal J. Den natiir- 
lichen Homomorphismus von A auf A/J und von A*= A x A x A auf (A/J)* 
= A/I x A/I x A/I bezeichnen wir durch einen Querstrich. Unter dem affinen 
Raum iiber A, eA,(A), verstehen wir die Menge der als Punkte bezeichneten 
Elemente von A®, in dér die Teilmengen der Form 


Az+2, (2, 2 € A*® und z + 0) 
als Geraden und die Teilmengen der Form 
Azx+Ay+Yq (x.y, Yo€ A®; %, y linear unabhingig) 


als Ebenen ausgezeichnet sind ??). 

Definition: Wir fiihren im affinen Raum m. H. ¢/, ein Bezugssystem B ein, 
bestehend aus einem Punkt P,, dem Ursprung, und drei Punkten P,, P}, Py’, 
den Einheitspunkten, derart, daB die Bil’cr der Punkte ein Bezugssystem in 
eA, bestimmen. Durch g = P,+ P;, g' = Py+ Pi, g’= Po+ Pi sind die 
Koordinatenachsen und durch « = Py+ P,+ Pj, «= Py+ Pi + Py, a” = Pot 
+ Pi'+ P, die Koordinatenebenen definiert. 

Hauptsatz 3: Es sei eA, ein affiner Raum mit dem Homomorphismus auf 
den gewohnlichen affinen Raum ¢/4,. Nach Wahl eines Bezugssystems laBt 
sich eA, als affiner Raum ¢4,(A) iiber einem Ring A mit Eins und gréBtem 
Ideal J darstellen*), wihrend e4, das Modell ¢4,(A) iiber einem zu A/I 
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isomorphen Kérper A besitzt, so da8 der Homomorphismus eA, > eA, durch 
den Homomorphismus ¢/,(A) -> ¢4,(A) beschrieben wird. 

Beweis: Ein Bezugssystem B in ¢/, induziert in den Koordinatenebenen 
a, a’, a’’ ein Bezugssystem, beziiglich dessen wir «, a’, «’’ nach Satz 21 als 
affine Ebene e4,(A) iiber einem Ring A mit Eins und gréBtem Ideal J be- 
schreiben kénnen. Jedem Punkt P in ¢/, sind durch ,,Projektion‘‘ umkehrbar 
eindeutig drei Punkte Q, Q’, Q” in den Koordinatenebenen «, «’, «’’ zu- 
geordnet mit den Koordinaten (a, a’), (a’, a’), (a’’,a). Wir fassen sie zu dem 
Tripel (a, a’, a’) zusammen; die Punkte von ¢/, sind also eineindeutig auf die 
Elemente von A® bezogen. Ebenso erkennt man durch ,,Projektion“ in die 
Koordinatenebenen, daB die Punkte einer Geraden in ¢4, sich in der ange- 
gebenen Weise beschreiben lassen. Bei der Beschreibung einer Ebene in e/, 
verwendet man zwei in ihr gelegene Geraden, deren Bild in 4, verschieden ist. 

II. 4. Koordinaten im projektiven Raum mit Homomorphismus. 

Definition: Es sei A ein Ring mit Eins und gréBtem Ideal J. Den natiir- 
lichen Homomorphismus von A auf A/J und von A*= AxAxXxAXA auf 
(Aj/I)*= A/I x A/I x A/I x A/I bezeichnen wir durch einen Querstrich. 
Unter dem projektiven Raum iiber A, P(A), verstehen wir die Menge der als 
Punkte bezeichneten Untermoduln 


Ax (x¢€ A‘ und +0) 
in der die durch 


Azx+Ay (x,y €A* und &, y linear unabhingig) 
und 


Ax+Ay+Az (2, y,z¢€ A‘und &, y,z linear unabhingig) 


beschriebenen Teilmengen von Punkten als Geraden bzw. Ebenen ausgezeichnet 
sind 9°), 

Hauptsatz 4: Es sei P, ein projektiver Raum mit dem Homomorphismus 
auf den gewéhnlichen projektiven Raum 7;. Dann laBt sich P, als projektiver 
Raum (A) iiber einem Ring A mit Eins und gréBtem Ideal J darstellen*), 
wihrend ?, als Modell den projektiven Raum ?,(A) iiber einem zu A/J iso- 
morphen Kérper A besitzt, so da8 der Homomorphismus ?,-> ?, durch den 
natiirlichen Homomorphismus P(A) -—> P,(A) beschrieben wird. 

Ist umgekehrt A ein beliebiger Ring mit Eins und gréBtem Ideal J und 
ist A ein zu A/I isomorpher Kérper, so ist P,(A) ein projektiver Raum mit 
dem durch A A induzierten Homomorphismus auf den gewdhnlichen pro- 
jektiven Raum ?, (4A). 

Beweis: Wir begniigen uns mit den folgenden Hinweisen: Nach Haupt- 
satz 3 l4Bt sich ein beliebiger affiner Raum m. H. ¢/, in P, als e4,(A) iiber 
einem Ring A mit Eins und gréBtem Ideal J beschreiben. Man muB zeigen, 
daB sich diese Beschreibung fortsetzen l4Bt zu einer Beschreibung von P, 
als P,(A) (vgl. dazu den Beweis von Hauptsatz 2). Bei dem Beweis der Um- 
kehrung nehme man sich wieder den bekannten Spezialfall, daB A ein Kérper 
ist, zum Vorbild. 
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Ill. Erginzungen 


Satz 22: Das Axiom R 1 fiir den projektiven Raum m. H. ?, sei dahin- 
gehend verschirft, daB es zu je zwei Punkten (zu je drei Punkten) in ?, 
stets eine Gerade (eine Ebene) gibt, die sie enthalt. Dies ist aquivalent damit, 
daB im Koordinatenring A von P; je zwei Elemente rechtsvergleichbar®) sind. 

Beweis: Wenn je zwei Punkte in einer Geraden enthalten sind, so auch 
je drei Punkte in einer Ebene*); es geniigt also, die auf‘zwei Punkte beziig- 
liche Bedingung zu betrachten. 

Es seien a,b Elemente aus A. Daf es eine Gerade gibt, die die durch 
A(1, 0, 0,0) und 4(1, a, 6, 0) repriisentierten Punkte enthalt, bedeutet, daf 
es ein Quadrupel (c, d,e,/) € A* (nicht d= @=f =0) und s,t€A so gibt. 
daB gilt 

s(c, d, e, f) + (1, 0, 0, 0) = (1, a, 6, 0). 


Falls a =0 und b=0, kann die Gleichung mit s = 0, ¢ = 1 erfiillt werden. Wenn 
aber a + 0 oder b + 0, so folgt s + 0 und sf = 0, also 7 = 0. Dann ist aber etwa 
d+0 und aus sd =a, se=b folgt ad-!'e=b, d.h., b ist Rechtsvielfaches von a. 

Seien andererseits in dem Ring A mit Eins und gréBtem Ideal J je zwei 
Elemente rechtsvergleichbar. In P,(A) betrachten wir die Punkte A z und A y. 
Wenn & und 7 linear unabhangig sind in (A/J)*, so ist Az + Ay eine Ver- 
bindungsgerade. Wenn dagegen % und y linear abhiangig sind, so denken 
wir uns x und y so normiert, daB eine der Komponenten, etwa die erste, 
gleich 1 wird: z,= y,=1. Unter den Elementen y;— 2; (2 <j <4) gibt es 
eines, etwa y,— 22, 80, daB die anderen Rechtsvielfache davon sind: y;— z, 
= (y.— 2) ¢, (2 Sj <4; c= 1). Wir setzen z = (0, 1, cs, ¢,). Dann ist Az + 
+ Az eine Gerade, die Ax und Ay enthilt. 

Satz 23: Das Axiom R 2 eines projektiven Raums m.H. ?P, sei dahin- 
gehend verschirft, daB je zwei Ebenen (je drei Ebenen) in ?, eine Gerade 
(einen Punkt) gemeinsam haben. Dies ist aquivalent damit, daB im Koordi- 
natenring A von P, je zwei Elemente linksvergleichbar®) sind. 

Beweis: Wiederum geniigt es, die auf zwei Ebenen beziigliche Bedingung 
zu betrachten. Man benutzt nun die Tatsache, daB die Ebenen und Geraden 
in ?;(A) sich auch durch uA und wA + vA darstellen lassen, wo u und v 
Linearformen sind mit u + 0 bzw. % und @ linear unabhangig*’). Dann ergibt 
sich die Behauptung ebenso wie im vorhergehenden Beweis. 

Satz 24: Der Koordinatenring A eines projektiven Raumes m. H. ?, ist 
dann und nur dann nullteilerfrei, wenn es zu jedem Paar verschiedener Punkte 
in P, héchstens eine Verbindungsgerade gibt. 


%*) P,Q, R seien Punkte des P;, g eine Gerade mit P€g, Q€g. Falls Ré J, so ist 
g + R eine Ebene durch P,Q, R. Falls R€ g, enthalt eine beliebige Ebene durch g die 
Punkte P,Q, R. Falls endlich R€ J und Ré¢g, so betrachten wir eine Ebene « mit 
9¢ Gund R¢€ «a. Es existiert dann eindeutig der Punkt S = g/\« und es existiert h mit 
R¢h, S€h. Dann ist, wegen R + S, hi € Z, also h + 9. Es gibt also einen Punkt 7 auf h 
mit 7 ¢ 9, so daB die Ebene g + 7 existiert und die Punkte P, Q, R enthilt. 

37) Wir erinnern daran, daB die Menge der Linearformen uw, v,... auf dem A-Links- 
modul A‘ einen A-Rechtsmodul, isomorph zum A-Rechtsmodul A‘ bildet, vgl. Bour- 
BAKI [5], § 4. 
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Beweis: Es sei P,Q ein Paar verschiedener Punkte, das in zwei ver- 
schiedenen Geraden g, h enthalten ist. Wir wihlen in P, einen affinen Raum 
eA, 80, daB eA, die Punkte P, Q enthilt. In ¢/4, wihlen wir ein Bezugssystem so, 
daB® P der Ursprung P, und g die Koordinatenachse P,+ P, wird. Q hat also 
die Koordinaten (6, 0,0) mit 6+ 0. h werde in diesem Koordinatensystem 
durch A (a, a’, a”) beschrieben, nicht a’= a= 0. Q¢h besagt, daB es c € A 
gibt mit ca = b+ 0, ca’'=0, ca” =0; da c+ 0 und nicht a’= a" = 0, ist c 
Nullteiler. Aus a’ = a” = 0 folgt @ + 0, also b(a-1a’) = b(a~—1a”’) = 0; b wird 
rechtsseitig annulliert. 

Ist umgekehrt ein Paar b, b’ mit b + 0, b’+ 0, bb'= 0 gegeben, so haben 
in ¢4,(A) die verschiedenen Punkte (0,0,0) und (6, 0, 0) die verschiedenen 
Verbindungsgeraden A (1, 0,0) und A (1, 6’, 0). 

Ein projektiver Raum m. H. ?, 1a8t sich nun offenbar genau dann auch 
als gewohnlicher projektiver Raum interpretieren, wenn die in Satz 22 und 23 
formulierten Verschirfungen der Axiome R 1 und R 2 gelten und wenn zwei 
verschiedene Punkte immer nur eine Verbindungsgerade besitzen (es folgt, 
da dann zwei verschiedene Ebenen immer nur eine Gerade gemeinsam haben). 
Mit Satz 24 erhalten wir somit den 

Hauptsatz 5: Die Punkte, Geraden und Ebenen eines projektiven Raumes 
m. H. ?, lassen sich dann und nur dann auch als Punkte, Geraden und Ebenen 
eines gewohnlichen projektiven Raumes interpretieren, wenn der Koordi- 
natenring A von ?; nullteilerfrei ist und je zwei Elemente von A rechts- 
vergleichbar und linksvergleichbar sind. 

Ergdénzung: Unter diesen Voraussetzungen lat sich A zu einem Rechts- 
quotientenkérper K, der gleichzeitig Linksquotientenkérper ist, erweitern!®). 
P;(K) ist das Modell von ?;, als gewéhnlicher projektiver Raum betrachtet. 

Wir betrachten folgende Verschirfungen von Axiom R 1 bzw. R 2: 


, R 1*: Zu je zwei Punkten (zu je drei Punkten) in P, gibt es eine Gerade 

; (eine Ebene), die sie enthilt. Diese Gerade (diese Ebene) ist dann und nur 
dann eindeutig bestimmt, wenn die Bilder der beiden Punkte (der drei Punkte) 

e in P, verschieden sind (nicht einer Geraden angehéren) 

» vor ge 

yi R 2*: Je zwei Ebenen (je drei Ebenen) in P, haben eine Gerade (einen 


t Punkt) gemeinsam. Diese Gerade (dieser Punkt) ist dann und nur dann ein- 
deutig bestimmt, wenn die Bilder der beiden Ebenen (der drei Ebenen) in ?, 
verschieden sind (nicht eine Gerade gemeinsam haben). 

* Satz 25: In einem projektiven Raum m. H. ?, gilt R1* dann und nur 
dann, wenn im Koordinatenring A von ?, mit Eins und gréBtem Ideal J je 
zwei Elemente rechtsvergleichbar sind und jedes Element aus J von einem 
Element + 0 rechtsseitig annulliert wird. 

it Ebenso ist die Giltigkeit von R 2* durch die entsprechenden linksseitigen 
‘it Eigenschaften des Koordinatenrings gekennzeichnet. 

| Bemerkung: In Ubereinstimmung mit einer friiher fiir Ebenen eingefiihrten 
Bezeichnung (siehe [7,8]), nennen wir einen projektiven Raum m. H., fiir 
“~ den die Axiome R 1* und R 2* gelten, auch Projektiven Raum mit Nachbar- 
elementen. Nach Satz 25 ist der Koordinatenring A eines projektiven Raums 

















200 WrtHeLm KuiincenBeRG: Projektive Geometrien mit Homomorphismus 


mit Nachbarelementen dadurch gekennzeichnet, daB je zwei Elemente von A 
rechts- und linksvergleichbar sind und daB das gréBte Ideal J, falls + (0), 
aus zweiseitigen Nullteilern besteht. 

Beweis: Wir beschrinken uns auf die Diskussion der Bedingung R 1*. 
Ein Teil der Behauptung folgt aus Satz 22. Der Rest folgt aus dem Beweis 
von Satz 24: Wir kénnen jedes Punktepaar P,Q mit P = @ bei geeigneter 
Wahl des Bezugssystems durch affine Koordinaten (0, 0,0) und (b, 0,0) mit 
b = 0 darstellen. 
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Das Problem von Cauchy 
in der mehrdimensionalen Differentialgeometrie 


Ill. Natiirliche Gleiehungen 
Von 


Kert Lemcutweiss in Freiburg i. Br. 


Ein besonders interessante; Anfangswert problem in der mehrdimensionalen 
Differentialgeometrie ist das Problem, irgendeine m-dimensionale Mannig- 
faltigkeit V,, im n-dimensionalen Raum durch .,natiirliche Gleichungen*, 
d. h. Beziehungen zwischen geometrischen Invarianten der V,, und speziellen 
Parametern, eindeutig zu charakterisieren, wie dies bekanntlich fiir eine Kurve 
durch Angabe ihrer Kriimmungen als Funktionen der Bogenlinge méglich ist. 
Als Hauptergebnis dieser Arbeit laBt sich feststellen, daB in der Tat fiir jede 
analytische Untermannigfaltigkeit des n-dimensionalen euklidischen Raums 
derartige natiirliche Gleichungen gebildet werden kénuen. 

Im einzelnen werden wir u. a. zeigen: Jede Hyperfliche eines Raums mit 
Riemannscher Metrik kann durch Vorgabe einer linear gebrochenen Funktion 
der elementarsymmetrischen Funktionen ihrer Hauptkriimmungen in Ab- 
hingigkeit von geodatischen Parallelkoordinaten und durch einenAnfangsstreifen 
charakterisiert werden (Satz 10). Dasselbe gilt in bezug auf ein Hyperflichen- 
paar in der relativen Differentialgeometrie fiir zwei gewisse geometrische In- 
varianten dieses Paars als Funktionen sog. relativgeoditischer Parallel- 
koordinaten (Satz 11). Durch Spezialisierung lassen sich daraus entsprechende 
Resultate fiir die Blaschkesche und fiir die Salkowskische affine Differential- 
geometrie gewinnen (Satz 12 und 13). Weiter wird unter Benutzung der von 
C. Burstin und W. Mayer aufgestellten Kriimmungstheorie auf algebraische 
Weise ein unabhiangiges und vollstindiges Invariantensystem einer m-dimen- 
sionalen Mannigfaltigkeit V,, im .x-dimensionalen euklidischen Raum defi- 
niert, aus dem natiirliche Gleichungen der V,, gebildet werden kénnen (Satz 15, 
16 und 17). Dieses reduziert sich bei Kurven auf gewisse Produkte der Kriim- 
mungen und bei Hyperflichen auf die Casorati-Kriimmung. Das Ver- 
schwinden aller (nichttrivialen) Invarianten dieses Systems charakterisiert die 
linearen (ebenen) Mannigfaltigkeiten (Korollar zu Satz 18). 

Es sei noch darauf hingewiesen, daB die Beweismethode, die Bezeichnungs- 
weise und die verwandten Hilfssiitze aus dem in den Math. Annalen 130, 442 
erschienenen ersten Teil dieser Arbeit stammen. 


§ 7. Natiirliche Gleichungen von Hyperflichen 


Wir kommen nun auf ein wichtiges Teilproblem des Problems von Caucuy 
in der mehrdimensionalen Differentialgeometrie zu sprechen, nimlich auf das 
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Problem der Charakterisierung einer Mannigfaltigkeit durch __,,natiirliche 
Gleichungen‘‘. Dabei wollen wir im folgenden unter natiirlichen Gleichungen 
einer in einer Mannigfaltigkeit V,, eingebetteten Mannigfaltigkeit V,, in Analogie 
zur Theorie der Kurven im n-dimensionalen Riemannschen Raum derartige 
Beziehungen zwischen auf der V,, definierten Invarianten I und speziellen 
Parametern p* der V,,, verstehen, daB die V,, dadurch und durch ein (m — 1)- 
dimensionales Anfangselement eindeutig charakterisiert wird. Auf diese Weise 
definierten schon F. Retticn [11] und 8S. Grinsaum [8] natiirliche Glei- 
chungen einer Flache im 3-dimensionalen euklidischen Raum, weitere natiir- 
liche Gleichungen einer Fliche wurden vom Verf. [9] untersucht. Die In- 
varianten von natiirlichen Gleichungen einer Mannigfaltigkeit bilden also ein 
unabhangiges und (in einer gewissen Weise) vollstandiges System, und eine 
triviale Abzahlung ergibt, daB es fiir eine V,, in V,, genau n — m an der Zahl 
sein miissen, daB also 2 etwa von m + 1 bis n lauft. 

Die Aufgabe dieses Paragraphen sei es nun, natiirliche Gleichungen fir 
eine Hyperfliche V,, in V,,,, fiir verschiedene differentialgeometrische 
Gruppen herzustellen. Wir betrachten zunichst den Fall, daB V,,,, eine 
Mannigfaltigkeit R,,, , mit einer (positiv definiten) Riemannschen Metrik ist. 
Dann wird auf der V,,, in natiirlicher Weise eine Riemannsche Metrik induziert, 
und als spezielle Parameter p* bieten sich die auf eine (m — 1)-dimensionale 
Untermannigfaltigkeit der V,, bezogenen geoditischen Parallelkoordinaten an, 
die schon Grinsaum auf Flachen im dreidimensionalen euklidischen Raum 
benutzt hatte. Zur Bildung von natiirlichen Gleichungen der Hyperflache V,,, 
kénnte man als Invariante etwa eine der durch 


m 


l 1 te 
TA) TT y — pe )= (yy — Daly b+ ("Dw =F lly gaa —Aeal| 9?) 


a=1 


(g = ||gasl!, Ja» und A,,= A,, sind die erste und zweite Grundform der V,,) 


m+1 


definierten elementarsymmetrischen Funktionen D, der Hauptkriimmungen 
iz der V,, in bezug auf den R,,,, heranziehen; wir beweisen aber gleich all- 
gemeiner in Analogie zu Satz 1 von [9]: 

Satz 10. 


Vor.: Sei I ein durch x! (p*) und n (p*) = ni (p*) mit x‘ (0) =0, Rang | =) - 
me \ p* 


m— Il, g* ni= 0 gegebener, im Nullpunkt analytischer Streifen des 
pe 


R,,., (1 <a < m— 1), und sei p(p*) eine beliebige, im Nullpunkt analytische 
Funktion. 

Beh.: Dann existiert im allgemeinen genau eine (im Nuilpunkt) analytische 
Hyperfliche x‘ (p*), welche die folgenden Eigenschaften besitzt: Sie geht fiir p™ = 0 
durch I’, die p* sind in bezug auf I" geodéiitische Parallelkoordinaten, und die 


1) Siehe [7], S. 149. 
*) Mit (y)* sind hier die Potenzen von y bezeichnet. 





les 


the 


lie 
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linear gebrochene Funktion 
a, D,(p*) + ... + @m Dm(p*) + @ 
BD, (*) + + be De + (G;, . . -» @q, @, 6,,.. ., d,,,6 = const.) 


der elementarsymmetrischen Funktionen ihrer Hauptkriimmungen ist gleich der 
vorgegebenen Funktion p(p*). 

Beweis: Der Beweis von Satz 10 verliuft genau nach dem Muster des 
Beweises von Satz 7, nur daB jetzt die GréBe A,,,,,= A,,,, statt durch (5.10) 


m+1 


mittels des durch Auflésung der Bedingungsgleichung 


(7.2) D+... +4mDm+a _ 
” b,D,+...+bmDmt+o 


gewonnenen Ausdrucks A,,,,=®(g,,,A,5, 9) (@= rational in den ange- 
gebenen Argumenten, 1 < b < m) eliminiert wird. Die Gleichung (7.2) laBt 
eine solche Auflésung im allgemeinen zu, da sie auf Grund von (7.1) in A,,,, 
linear ist. Nur wenn hierbei der Koeffizient von A,,,, infolge der Anfangs- 
bedingungen im Nullpunkt Null wird, entsteht ein Ausnahmefall. w.z.b.w. 

Korollar: Durch einen beliebigen, analytischen (m— 1)-dimensionalen 
Hyperflachenstreifen des R,,,, geht im allgemeinen genau eine Hyperfliche, 
bei welcher eine vorgegebene linear gebrochene Funktion der elementar- 
symmetrischen Funktionen ihrer Hauptkriimmungen iiberall einen vorgege- 
benen konstanten Wert annimmt (vgl. Korollar zu Satz 7!). 

Bemerkung: DaB bei Satz 10 wirklich Ausnahmefille auftreten kénnen, 
beweist die Tatsache, daB durch einen ebenen, geradlinigen Streifen des drei- 
dimensionalen euklidischen Raums unendlich viele Torsen gehen, fiir welche 
K = D,= 0 gilt. Im Falle der natiirlichen Gleichung D,= ¢ gibt es jedoch 
sicher keine Ausnahmefille. 

Wir wollen jetzt diese Ergebnisse auf Hyperflichen in der Relativgeometrie 
verallgemeinern. Die Relativgeometrie wurde von E. MULLER und W. Siss 
begriindet [10, 12] und handelt von der Geometrie einer (orientierten), 4-mal 
stetig differenzierbaren Hyperfliche r(u*) und einer auf sie durch gleiche 
Parameterwerte bezogenen; 4-mal stetig differenzierbaren Eichhyperfliche 
e(u*) des (m + 1)-dimensionalen affinen Raums 4A,,,,, wobei die Tangential- 
hyperebenen von r und ¢ in entsprechenden Punkten parallel sind und iiberall 


or or or 
aut’ duat’’’” du™ 


(7.3) = |le, 0 


gilt. AuBerdem soll r keine Torse sein; oder analytisch formuliert soll iiberall 


(7.4) A => |Ags + 0 


hg fal er or or 
sein, wenn A,,,= Putaw’ Oul’''” Bum 


ist®). Dem Hyperflachenpaar ist 

3) Dies folgt aus der Tatsache, daB A bis auf einen positiven, nichtverschwindenden 
Faktor gleich dem Verhaltnis der Oberflachenelemente bei der sphirischen Abbildung 
der V,, in den A,,, (mit euklidischer Metrik) ist. 
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als quadratischer Grundtensor der ae Tensor ‘ 
|| @ or or | 
A a a=) Aas Ou ™ 
(7.5) Gy = 4 = 2 ale a ! 
leper «= + Pe 


zugeordnet, wobei allerdings (im Gegensatz zum MaBtensor der Hyperflachen 
im Riemannschen Raum) G,, nur fir gleichsinnige Parametertransforma- 


‘ , a -, || 2a || 
tionen, d.h. fiir Transformationen w*= u*(u°) mit |" | > 0 Tensorcharakter 


besitzt, da wegen Bedingung (7.3) nur derartige Parametertransformationen 
zugelassen sind. Wegen (7.3) und (7.4) ist G = |{@,,|| +0, so daB durch 
ds*= G,,du*du® auf dem Paar r, ¢ eine nichtausgeartete Riemannsche Metrik 
mit den Christoffelsymbolen erster bzw. zweiter Art I’,,,, bzw. [’f, und dem 
,,Kriimmungstensor“ R,,,, definiert ist, die im Falle einer hyperbolisch ge- 
kriimmten Hyperfliche r sicher nicht positiv definit ist. Diese Metrik ist 
gegeniiber allen (nichtausgearteten) Affinitaéten des A,,,,, die den Ursprung 
von ¢ festlassen, invariant. AuBerdem wird fiir r, ¢ der kubische Grundtensor 
or or 

" ow??? Gum 

abe ~~ F 

definiert, wobei x, ,,. die dreifache kovariante Ableitung von r in bezug auf 
den Tensor G,, bedeutet. A,,, ist bekanntlich vollsymmetrisch. Endlich 
spielt noch der quadratische Tensor 


Te, b.e> 
(7.6) A 


T or or 
“ a,U>s au! > * * #9 au™ 
(7.7) B.,.= F 
(¢,,, = zweifache kovariante Ableitung von e!) in der relativen Differential- 


geometrie eine wichtige Rolle; er ist wiederum symmetrisch und ist wie auch 
A,»- gegeniiber unseren Affinititen invariant. 


Als Invarianten eventueller natiirlicher Gleichungen von r, ¢ kommen die 


ais . , = l 
als positive bzw. negative Koeffizienten des Polynoms | ||y Ga»— Bao|| 


auftretenden elementarsymmetrischen Funktionen S,, S,,..., S8,, der sog. 
Relativhauptkriimmungen von r in Betracht*); dies gilt ebenso fiir die Picksche 
Invariante 

1 a 


tine com _ (Jad (Joe 5 
~~ m(m— 1) Aune A= 44 GP GES Aaye Ages’). 


(7.8) =D 


. F ‘ eee 
Aber auch die GréBe 1 > 0°) [vgl. (7.3)!] ist gegen gleichsinnige Parameter- 


transformationen und inhaltstreue, den Ursprung von ¢ festlassende Affini- 


*) Vgl. die Definition (7.1) der entsprechenden GréBen D,, D,, . . ., D,, in der gewoéhn- 
lichen Differentialgeometrie. ; 

5) Siehe [1], 8S. 168. 

*) Mit gebrochenem Exponenten bezeichnen wir in Zukunft stets die positiv reelle 
Wurzel der zugehérigen reinen Gleichung. 
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taiten invariant, so daB wir als weitere Invariante etwa 
(7.9) t = log ey 
ai 
wiahlen kénnen. 
Gilt nun fiir ein Hyperflichenpaar r,e: t = 0, so folgt nach (7.5): 


lait 


I, oder F = |F| = |A|***, d.h.G,,= 2 
|? 


=. 
Al m+? 


(7.10) F = |F|=|@|? = 
Weiter ist nach (7.5) und (7.6): 


er " : 
aut au = (+ Ge Aaya) r+ Gap ¢7), 


wonach wegen (7.9) 


ar 1 oF . @st.4 _ . 
TP et ery ae t Oye (\@)*) =| p Peo + m4 Asya) 
iG\? a=1 


(7.11) is 
ag Ply = G*4 A, ay= 0 
a=l1 
und damit 
1 1 
‘6 =3 Yab y 1 tab 
(7.12) ¢ = — Gs? (G,, ¢) = — Gx... 


folgt. Aus (7.10) und (7.12) ergibt sich also, daB e im Falle tr = 0 gleich dem 
durch (7.10) und (7.12) allein mit Hilfe von r(u*) gebildeten Affinnormal- 
vektor » der Blaschkeschen raumtreuen, affinen Differentialgeometrie ist*). 
Umgekehrt rechnet man im Falle e = » sofort t= 0 nach. Die Gleichung 
t = 0 kennzeichnet daher die Blaschkesche affine Differentialgeometrie in der 
Relativgeometrie. 

t léBt jetzt folgende relativgeometrische Deutung zu: Man definiert als 
sog. ,,Relativabstand’ r, des Ursprungs von der Hyperfliche r beziiglich ¢ 
den euklidischen Abstand des Ursprungs von r von einer Tangentialhyperebene 
an x, dividiert durch den euklidischen Abstand des Ursprungs von e von der ent- 
sprechenden Tangentialhyperebene an ¢, oder in einer Formel ausgedriickt: 


| or or 
bid \|* au ge 2 09 ou™ 
. or Or 
1? aw?" "*? Gum 


Im Falle e = y nennt man r, den Affinabstand des Ursprungs von r, welchen 
wir mit r, bezeichnen wollen. Nun wird nach (7.3), (7.10) und (7.12) 





le, OF 25 | 
EE at ade SR 
fe lly, OF 2F || ayate 
[aurea] 


~ 4), *) Siche [1], 8. 168. 
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und damit ergibt sich wegen (7.5), d. h. |G] = mt ; 





oder: 


(7.13) v8 = g Tt 

Neben der Blaschkeschen affinen Differentialgeometrie einer Hyperfliche r 
spielt noch die Salkowskische affine Differentialgeometrie von rx eine Rolle. 
Sie ist gleich der Relativgeometrie von r beziiglich e, wenn e = x gesetzt 
wird’). Hier gilt B,,—G,,, woraus z.B. S,=m folgt. (Diese Beziehung 
kennzeichnet allerdings nicht den Fall e = r im Gegensatz zur Beziehung 
r,— 1!) AuBerdem wird aus (7.13): 


2 


—eitm* 


Ya 


Wir betrachten nun eine (m — 1)-dimensionale, analytische Untermannig- 
faltigkeit V,,._, von (dem jetzt analytisch seienden) r, welche durch den 
Parameternullpunkt von xr gehen mége, und setzen voraus, daB der in r 
liegende, relativgeometrische Normalvektor der V,,_, in bezug auf die 
vorhin eingefiihrte Metrik von r,e¢ im Nullpunkt nicht die Lange Null 
habe!®). Dann kann man auf fr, e solche speziellen Parameter p* ein- 
fihren, daB die V,,_, durch p™= 0 dargestellt wird und G,,,(p”) = e 6” 
(e = +1) ist"). Diese Parameter sind durch die eben angefiihrten Bedingungen 
bereits eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen sie in Analogie zur Riemannschen 
Geometrie als relativgeoditische Parallelkoordinaten von r beziiglich ¢. 

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir als Verallgemeinerung von Satz 10 
in der relativen Differentialgeometrie den folgenden Satz beweisen: 

Satz ll. 

Vor.: Durch die im Nullpunkt analytischen Vektoren x(p*) und ¢(p*) mit 
Rang | a (p*), os (P*)) =m (1 <4, b,c < m—1) sei ein ,,H yperjliichenpaar- 
streifen“ I’ im (m + 1)-dimensionalen, affinen Raum A,,., gegeben. AuBerdem 
sei @(p*) eine beliebige, im Nullpunkt analytische und positive Funktion, 
wihrend w(p*) beliebig und ebenfalls im Nullpunkt analytisch sei. 

Beh.: Dann existiert im allgemeinen (in einer Umgebung des Nullpunkts) 
genau ein Hyperflichenpaar x(p*), ¢(p*), welches die folgenden Eigenschaften 
besitzt: x(p*) und e(p*) sind im Nullpunkt analytisch; das Paar geht fiir p™ = 0 
durch I’; die p* sind auf I’ bezogene, relativgeoditische Parallelkoordinaten mit 


(7.14)  G,»(p*) = e 6" (e = ein bestimmter der Werte + 1 und — 1)™"); 


|. oF or || 
9 . ., L ° 
) Dazu muB noch 1 Moyet’ aym > 0 vorausgesetzt werden 


1°) Da die Metrik im allgemeinen nicht positiv definit ist, kann sehr wohl ein vom 
Nullvektor verschiedener, reeller Vektor die Lange Null haben. 

11) Siehe [6], S. 57. 
11a) e kann hierbei unabhangig von I’, gy und yw beide méglichen Werte annehmen. 





—_— a | CU 
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und es bestehen die folgenden (natiirlichen) Gleichungen : 


tol) _ oy, 
cy re (p*) y (p*) 
un 
a, 8, (p*) +.-..-+ 4m Sm (p*) +a 
G19 by By (p*) + --- + Om Sm (p*) + ~ VIP) 


ME, nn « + ay Gas Os as « acct ™ COMM.) . 
1 1 m 


Beweis: Ein Hyperflichenpaar r(p*), e¢(p*) besitzt in der relativen 
Differentialgeometrie die Ableitungsgleichungen’?) : 


oy ; ar 
ap G, \P , v) = ap? —% 0 
ay 
on ie ie Ota ye - Ye ‘ ' P 
(7.17) ap? Te G (Pp , ¥)= ap? r (Lao (p )+ on (p )Agar (p*)) Xe — Gay (Pp je = 0 
oy ae 
ap 2, (PY) = ap — OP") Bar (P*) ¥ 0 


mit 
ul Y 
Gay= Goa, Agave Apvac Ager, Ba» . Boa: 


deren Integrabilitaétsbedingungen in der Bezeichnungsweise von Hilfssatz 2 a) 
die Form 


Soe (p’) = 0 
(7.18) Boe (p’) = Teave(P’) Tv U, ave (P’)) a (p’) ty (p") 0 


3 be (p’) = Bove (p’) ie (p’) Ta (p’) - 0 
1 


‘mrt 


annehmen. Hierbei ist: 
=_—— Rave + Gan (Aang Agen ese A, yi) rT 
l y y ’ y 
2 (Gay B..- Ga B,, T Gee Bya — Ger B,.) 


Rost 


(7.19) 


l 
| = , ow Ste , T 9 (Gay B | By. Tr G.» B a G 


ce 


Breve = Bo. — B...» + (a4 (Agee Bya- A, eb B.«) =, 


Boa) 


ca ec 


Um nun die Existenz eines unseren Bedingungen geniigenden Hyper- 
flichenpaares nachzuweisen, bestimmen wir zunichst die Anfangswerte fiir 
p”= 0 der gesuchten Funktionen r, r,, ¢, G,», Az», und B,, aus dem vor- 
gegebenen Streifen J’. Nach der Voraussetzung von Satz 11 kennen wir 
schon die Funktionen r(p*) und e(p*), welche der Bedingung 
(7.20) Rang (7, a)=™ (1<b,¢<m—1; m> 1) 

ap? ap 


12) Siehe [1], S. 168 fiir den Fall der Blaschkeschen affinen Differentialgeometrie. 
183) Der Index nach dem Komma bedeutet hier die kovariante Ableitung in bezug 
auf G,, nach dem betreffenden Parameter. 
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geniigen. Deshalb gibt es einen (analytischen) Vektor m(p*), welcher durch 
die Beziehungen 


(7.21) —- m= = m= 0, m?= 1 
Pp 


bis aufs Vorzeichen eindeutig bestimmt ist. Jetzt gilt im allgemeinen fiir I’: 


er 


(7.22) > Pap 


= = (0) m(0)| + 0 
und 


(7.23) Rang (c (0), 3 (0), °< (0)) = .m+16,¢-1,2,...8—D. 


[Die Bedingungen (7.20), (7.22) und (7.23) sind némlich erfillbar, wie man 
einsieht, wenn man fiir e den euklidischen Normalvektor von r nimmt und im 
Falle m = 2 einen Flachenstreifen betrachtet, dessen Normalkriimmung und geo- 
datische Windung beide von Null verschieden sind, sowie im Falle m > 2 den un- 
abhangig hiervon spater bewiesenen Satz 16 anwendet. } Wir wollen im folgenden 
(7.22) und (7.23) zusitzlich voraussetzen. Dann folgt aus (7.21) und (7.23): 
e(0) m(0) ++ 0; wir kénnen also m durch die Forderung 

(7.24) e(0) m(0) > 0 

eindeutig festlegen. 


Jetzt laBt sich a (p*) folgendermaBen bestimmen: Es mu8 wegen 
(im (p*) = 0: 


e a @ t) 
(7.25) : cao we eanel is an @ 


apapm  ap™ An; a p™ 
(l<b<m—}1) 
a a . 
werden. Wir machen deshalb den Ansatz F = “a mit 


am am 


a=m x ap “ <o+ & apm M4) | 
Nun wird 
or ér = re - am) 
es ype sc apmat | —(@X Gye XX Gav) ( x gpm) 
er | 
iI 


= (— ])"-1 } . 
(Item | em 


nach (7.22) und (7.24) im Nullpunkt von Null verschieden. Auf dieselbe 
Weise ergibt sich: 
er or or | 


| apa . api seem apm-1 9) + 0. 


Jetzt bestimmt sich « durch Einsetzen von oa = aa in (7.15) fir p= 0 


14) ) Hiermit bezeichnen wir das verallgemeinerte 4uBere (GraBmannsche) Produkt der 
angegebenen Vektoren. 
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unter Beriicksichtigung von (7.9), ila und von G,,,(p#) = ¢ 6" zu 





C) 
“=(9) ; oP Wiggs apa ’ ip ” t= apres 


= ot or or -1 
x pros _ Sere sav eli| *(Ie, ap’ p> Va op™-? al) " 


Damit wird i= (p*) eine eindeutig durch I’ und ¢ bestimmte, (im Nullpunkt) 


analytische Funktion der p’. 
Wir miissen schlieBlich noch unsere drei Tensoren fiir p"= 0 berechnen. 
Dazu betrachten wir die Ableitungsgleichungen A; (p*, 0) = 0 [siehe (7.17) !]. 


Aus ihnen ergibt sich zunichst 


(7.26) Gas = Ga 

mit 

(7.27) |Ga5 (0)|| + 0, 

(7.28) G4(T55,4a + Aaai) 

(7.29) G4 (PngatAans), (1S4,b,¢<m—1) 
(7.30) Gm 4(I'55,a+ Aaa), 

(7.31) G™4( Dini a+ Aams) 

und 

(7.32) G4 Bz, Gm4B,; fir p"=0 


Daraus laBt sich wegen der Bedingung G,,,, = € am und wegen (7.26), (7.28) 
Ajaz= Agza= Aisa fir p"= 0 bestimmen. Ebenso gewinnt man aus (7.29) 


G-- 
und (7.30) wegen I),,5, 7 = —I'Gi, m = ; at : 
p™ 
aGz 0G; 
is = =" und Aims = Amab = Amba 


fiir p"= 0, wahrend endlich aus (7.31), (7.32) sich A,,,,3, Baz = Bgz und 
B,; fir p™=0 ergeben. Alle so bestimmten Tensoren sind im Nullpunkt 
analytisch. 

Um nun unsere Vektoren ¢, r, , ¢ und unsere Tensoren fiir alle p* zu gewinnen, 
lésen wir zuerst (7.15) bzw. (7.16) nach A,,,,,, bzw. B,,,, auf und erhalten 
wegen (7.11) und (7.13) zusammen mit (7.14): 


or 2+m ap 


O*4 Aron = Fas Fe Ge LO 
1 ap 
(7.33) Annem = Syoag % (G35, Azam. Fos) 
und 
®, (G35, B ac? y) 

(7.34) Ban= ®, (Gz5, B,z.¥) 
(®,, ®,, ®,= ganz rational in den angegebenen Argumenten; 1 < 4, b, Z, 
d<m— 1). 
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(7.33) und (7.34) sowie (7.14) ergibt, in ,,z5m = 0 (@ = b), Ugszm —0 (abd), 
Daim = 0 (a=b) und An = 0 eingesetzt, das Gleichungssystem : 


& Gas 1 0 Gag ay 

aF [oea eee 8 (Sea ape Aaa Bens gee ¥) 
O Ags 1 054 9A, 45 

ap™ ~~] \|G@zq\| 9)? ®, P, (Gz2. Ope’ A, j;, “ee” Bais P: 


\. aa oe 

ap’ a p™a p>’ v) 
0B; I 0634 0 Boy 
ap™ Gg] (®,) (Cea Ope Acts Boks 5 ® 


(7.35) 4 te es 
ax =W, ee 7B) 
ap™ (x) 
axt l . aGsq a 
rs. SEY G ey eo, oe, e, ? 
a p™ G=5\| 9 (Gea Ope fg Pp; apm 
det 1 
“ame am «an 15 
op™ Gz4|| ® 5, Ms (Gea, B,i, tp y)") 


= ganz rational; 1 Si = n;1 <a, b,c, d,e, f,g,h Sm; 
,6,d,g,h<m—1;a2>b, a=b2d). 


Dieses hat (durch die Symmetrie der Tensoren reduziert) wegen (7.27) und 
y(0) > 0 nach (I)") sicher dann eine im Nullpunkt analytische Lésung, 
welche fiir p"=0 die schon bestimmten (analytischen) Anfangswerte an- 
nimmt, wenn 


(7.36) (G75 (0), Baz (0), y(0)) +0 


gilt. Diese Beziehung ist im allgemeinen und im Falle der speziellen natiir- 
lichen Gleichung S,= y immer richtig; wir wollen sie in Zukunft als erfillt 
voraussetzen. Daraufhin kénnen wir aus der Lésung von (7.35) mittels (7.14), 
(7.33), (7.34) und der Symmetriebedingungen unserer Tensoren die (im Null- 


° 


punkt) analytischen Funktionen a A, ve Baw tr» tar € Zewinnen, welche 
folgenden Gleichungen geniigen: 


(7.37) \|£1 (0), - - «5 Fm (0), €(0)|| > 0, 

(7.38) log te 2 >= log p (p*, 0) (wegen der Bestimmung von a (p*,0) '); 
(7.39) % (p2, 0) = 0, 

(7.40) Gam (P*) = £82 


8) Hierbei haben wir x = {x‘}, r,= {x} und ¢ = {e*} gesetzt. 
6) Siehe dazu § 2. 
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° a IM 

F cy 2+m a 
(7.41) = (1 fur} = Gym (loge (P%), 

lee! ian 

2; aa Sa (p*) +a 
(7.42) orca = y(p*) 
y ba Sa (p*) + 6 
und tte 
(7.43) An (p*) = 0 
(7.44) Tn aim (P*) = 0, (a=) 
(7.45) Usoim (P*) = 0, (azb2b) 
(7.46) Daim (P*) = 0. (a 2b) 
Jetzt kénnen wir zunichst aus (7.44) und den aus (7.19) folgenden Sym- 

metriebeziehungen 
(7.47) Seave= — Lacde= — Zeacd= Loren 
analog wie in §3, 8.458 auf die Giiltigkeit der Kongruenz: 
(7.48) Ta vdm (P*) = O (mod F5maz (P*)) (1 <4, b,¢ <m—1) 
schlieBen, und ebenso folgt (wiein §3, 8.458 —459) aus (7.46) und der Darstellung 
° ° ° . ° Ba ° ° ° fe) ° ° ° 
Bare = Naco— Nave mit Nave = , = _— rs Ba. 2 aa Acar Beas d. h. Nave as Noac: 
(7.49) Dadm (p')= O(mod B35 (p")) (1S 4,6 <m—1). 
Weiter gilt die Formel: 
(7.50) Ug bm (P*) = O (mod Uy, a5 (P*)) (1 54,6 < m—1), 


wie man folgendermaBen einsieht. Ganz allgemein laBt sich nach (7.19) 


° 
Ue in der Form 





(7.51) Unoea = Warac— Wavea = — Uavac 

ausdriicken, wobei 
° a dare wail 1. 8 1s 2 le « 
Dore™— ap +P, ebce Dy, Aacea — 5 G,, Baa + 5 Faa Bye 

und 

(7.52) Warvea = Wacra 

ist. AuBerdem gilt: 

(7.53) Uarea = Usaca . 


Nun ist (7.50) in den Fallen a = b >b undb2=az= b wegen (7.45) und (7.53) 
sicher richtig. Falls etwa a = b = b ist, so haben wir nach (7.51), (7.52), (7.45): 
Uaodm = WDanms iotae Dosim = Wamod _ WDarom " (Wasim — Watom )+ 

+ (Wa mod > a Wasmo) = — Ugmop =9 (mod Uamas); 
und damit gilt auch in diesem Falle sowie wegen (7.53) auch im Falle b = b >a 
15* 








212 Kurt LEIcuTwEIss: 


die Gleichung (7.50). Es bleiben jetzt noch die Fille beazbundd Sb2aa 
zu untersuchen. Im ersten Fall wird wegen (7.45), (7.51), (7.52), (7.53): 


Ussin "= Daymi— Darin = Buss — Deirn = Bamoi + Riso —Baas _ 
= Usern + Bemos— Danio es so amos = = 0(mod Womb): 
wahrend im zweiten Fall daraus ebenfalls ul, bom = 0 (mod Lim 33) folgt. Damit 
ist (7.50) allgemein bewiesen. 
Nun ergibt sich wegen Rang (Gee &}) = m nach (7.47), (7.53) und (7.18): 


ae 7 1(S.ar. + Ueare) Sy, L(Ee sre + Uae de) =0 (mod 3) 
und 


° 


Usade =" 1(S, ar. ¥ Sis ) + 1(E,., * Usere) =0 (mod 3.) ° 
AuBerdem gilt nach (7.18): 
B,n¢ = 0 (mod3,,) , 


so daB wir in bekannter Weise in Verbindung mit (7.48), (7.49), (7.50) wegen 
(7.18) auf die Giltigkeit von 


Sim (p*) = 0 (mod 32 (p") (1 <@,b,é<m—1) 
schlieBen kénnen. 
Damit sind nun wegen (7.39) und (7.43) alle Voraussetzungen von Hilfs- 


satz 2d) erfillt, aus welchem sich jetzt 1, (p*) = 0 ergibt. Wir haben in ' 


f (p*), ¢(p*) ein (im Nullpunkt) analytisches, durch parallele Tangentialhyper- 
ebenen aufeinander bezogenes Hyperflachenpaar gefunden, welches fiir p™=0 


durch J" geht und wegen 2, (p°) = 0 die drei Grundtensoren Gar, din, Bu» 


besitzt, so daB es wegen (7. 40), (7.38) mit (7.41), und (7.42) den Bedingungen 
(7.14), (7.15) und (7.16) von Satz 11 geniigt. Umgekehrt ist auch leicht ein- 
zusehen, daB es nicht mehr als ein diesen Bedingungen geniigendes, fiir p= 0 
durch J” gehendes, analytisches Hyperflichenpaar geben kann. Hiermit ist 
Satz 11 vollstaindig bewiesen; w.z.b.w. 


Aus diesem Satz ergibt sich sofort im Spezialfall a = p=1,d.h. nach 


(7.13) t = 0 — was fiir die Blaschkesche affine Differentialgeometrie charakte- 
ristisch ist — als genaues Analogon zu Satz 10: 
Satz 12. Durch 3 im Nullpunkt analytischen Vektoren x(p*) und y(p*) ' 


mit Rang (Sa ap (p*), = >. (pi ‘)) = m(1 <a, b,é<m— 1) set ein Hyperflichen- 


paarstreifen I’ im “a =a Y aia Weiter sei wy(p*) eine beliebige, im Nullpunkt 
analytische Funktion. Dann existiert im allgemeinen genau eine im Nullpunkt 
analytische Hyperfliche x(p*) mit folgenden Eigenschaften: Sie geht zusammen 
mit ihren Affinnormalen y(p*) fiir p™= 0 durch I’, die p* sind auf I" bezogene, 
affingeodétische Parallelkoordinaten mit « = + 1 bzw. e = —1, und eine linear 
gebrochene Funktion der elementarsymmetrischen Funktionen ihrer Affinhaupt- 
kriimmungen mit vorgegebenen konstanten Koeffizienten ist gleich w (p*). 
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Korollar: Durch einen analytischen Hyperflichenpaarstreifen geht im all- 
gemeinen genau eine hyperbolisch gekriimmte, analytische Affinminimalhyper- 
flache”) und auBerdem genau eine elliptisch gekriimmte, anal ytische Affinminimal- 
hyperfliche ; beide jeweils zusammen mit ihren Affinnormalen. 

Dieses Korollar gibt also die Lésung des auf die affine Differentialgeometrie 
verallgemeinerten Problems von Bsértinc. Es wurde im Spezialfall m = 2 
und hyperbolischer Kriimmung schon von BLascuKke gelést'*). Zum Beweise 
des Korollars bemerken wir, daB durch geeignete Wahl von « stets G < 0 
bzw. G > 0, d. h. der hyperbolische bzw. elliptische Fall erreicht werden kann. 
Es wird nimlich in den affingeoditischen Parallelkoordinaten G = « ||G;;}, 
wobei ||@;;\| lediglich von J’ abhangt und damit von ¢ unabhingig ist. 

Aus Satz 11 l48t sich auBerdem im Falle der Salkowskischen zentral- 
affinen Differentialgeometrie der folgende Satz herleiten : 

Satz 13. Sei I” ein durch ¢(p*) und m(p*) mit ix m= 0, m?=1 und 
r(0) m(0) > O(1 Sa, b<m— 1) gegebener, im Nullpunkt analytischer H yper- 
flaichenstreifen des A,,.,, und sei p(p*) eine beliebige, positive, analytische 
Funktion. Dann existiert im allgemeinen genau eine im Nullpunkt analytische 
Hyperfliche x(p*), welche fiir p= 0 durch I’ geht und die folgenden Eigen- 
schaften besitzt: Die p* sind auf I" bezogene, affingeodétische Parallelkoordinaten 
im Salkowskischen Sinne mit «= +1 bzw. e=—1, und der Affinabstand 
r,(p*) des Ursprungs xr = 0 von x(p*) ist gleich p(p*)*). 

Beweis: Nach Satz 11 gibt es im allgemeinen ein analytisches Hyper- 
flichenpaar f(p*), ¢(p*) mit £(p*, 0) = r(p*), &(p*, 0) = x(pé), 


ar) y (p*) 
und re(p*) 
(7.54) S,(p*) =m, 


bei welchem p* auf J” bezogene, relativgeoditische Parallelkoordinaten sind. 
Der Beweis von Satz 11 lehrt, daB fiir ¢, ¢ die Beziehungen 


(7.55) B.5(p*, 0) = G,5(p*, 0) 

und %,;,, = 0, d. h. 

ee Cae Ome aS aa + a ° 
(7.56) a p™ a a © Sen Ba LV Bam + Ge (Aged Bna ae Asow By a) 


(l1<a@,6<m—1) 


in allen p* richtig sind. Setzt man nun in (7.56) die durch Auflésung von (7.54) 
gewonnene Gleichung 


Bmm= €(m — G*” Bz;) 

17) Eine Affinminimalhyperflache ist durch das Verschwinden ihrer mittleren Affin- 
kriimmung gekennzeichnet. Vgl. dazu [1], § 68. 

18) Siehe [2] und [1], § 70. 

1%) Die Eindeutigkeitsaussage dieses Satzes folgt fiir m = 2 aus der von W. Si'ss [10] 
bewiesenen Eindeutigkeit der Bestimmung von r durch Gq» und rg in allgemeinen Para- 
metern. 
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ein, so nimmt (7.56) dieGestalt (I) (in §2 !) an und besitzt wegen (7.55) und (7.54) die 
einzige Lésung B.(p*) = Gy (p"). Aus den Ableitungsgleichungen von {, ¢ 
ergibt sich damit sofort ¢ (p*) = £(p*), d. h. 7, (p*) = l undsomit 7, (p*) = p(p*). 
Die Eindeutigkeitsaussage von Satz 13 folgt ebenfalls aus derjenigen von 
Satz 11, w.z.b.w. 

Bemerkungen: 1) Satz 11 gilt streng und nicht nur im allgemeinen, 
wenn wir fiir den Anfangsstreifen J": (7.22) und (7.23), sowie fiir J’ und die 
natiirliche Gleichung (7.16) zusammen: (7.36) voraussetzen. Dies zeigte uns 
der Beweis des angefiihrten Satzes. Insbesondere gilt deshalb das Korollar 
von Satz 12 genau, wenn fiir J" die eae 





|| @r 

leorape (0m (0) +0 oder i 55 OSs 
und 

=m+1 (1<6b,é< m—1) 


Rang (» 





bestehen. BLascHKE hat gezeigt, daB fiir m = 2 wirklich Ausnahmefille bei 
dem Korollar auftreten, wenn eine dieser beiden Beziehungen nicht giiltig 
ist?®). Somit ist erwiesen, daB Satz 11 nicht in allen Fallen streng gelten kann. 
Analog ergibt sich die genaue yee von Satz 13 unter der Voraussetzung 


2) Bekanntlich ist einer infinitesimalen  entliiais einer zweidimensio- 
nalen Flache r im dreidimensionalen, euklidischen Raum ein DrehriBvektor e 
so zugeordnet, daB in entsprechenden Punkten die Tangentialebenen. der 
Flachen r und ¢ parallel sind. x ist in bezug auf ¢ eine Relativminimalfliche 
(und umgekehrt)*4). Aus Satz 11 folgt nun, daB durch jede analytische Kurve, 
deren Punkten je ein DrehriBvektor analytisch zugeordnet ist, im allgemeinen 
unendlich viele analytische Flachen gehen, welche sich alle derart infinitesimal 
verbiegen lassen, daB der zugehérige DrehriBvektor lings der Kurve die vor- 
geschriebenen Werte annimmt. 

Nun kann man zur Bildung von natiirlichen Gleichungen eines Hyper- 
flachenpaares rx,¢ in der relativen Differentialgeometrie auch die Picksche 


Invariante J an Stelle von ca. heranziehen. Dann geniigt aber ein einfacher 
e 


Hyperflachenpaarstreifen nicht mehr zur eindeutigen Festlegung von r,¢ 
Wir miissen jetzt dazu einen Streifen von x, ¢ verwenden, welcher r ,,in zweiter 
Ordnung* beriihrt, d.h. kurz gesagt: wir miissen r,e durch einen Hyper- 


fliichenpaarstreifen zweiter Ordnung pai festlegen. Ein solcher Streifen 


ist durch Angabe von r, e, m (mit > —=M = st m = 0, m?= 1, e(0)m(0) > 0) 
apt 


ap" 
und den Dupinschen Indikatrizen von x fiir p" = 0 definiert (1 < a < m~— 1). 
Da aber jede nichtausgeartete Quadrik im m-dimensionalen, euklidischen Raum 


durch einen n (m—I Mt dimensionalen Schnitt durch ihren Mittelpunkt und durch den 


saa Siehe | {1], 8 
21) Siehe [14]. 
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dazu (in bezug auf die Quadrik) konjugierten Durchmesser eindeutig be- 
stimmt ist, und da andererseits der (evtl. imaginire) Durchmesser 2r der 
(nichtausgearteten) Indikatrix eines Punktes von r einer gewissen Richtung 
mit der Normalkriimmung } von ¢ dieser Richtung in der eineindeutigen 
Beziehung b = — + steht, so finden wir: Die Dupinschen Indikatrizen unseres 
Streifens sind schon durch x(p*), m(p#) und die Normalkriimmungen 6,,,)(p*) 
in den zu x(a) konjugierten Richtungen gegeben. Die letzteren ergeben sich 


bekanntlich als Richtungen der Schnittgeraden von m benachbarten Tangen- 
tialhyperebenen von r auf r(p*). Sie sind durch den Vektor t (p*) mit t? = 1 


und t m = 0,t = = 0 bestimmt. Nach (7.25) sind sie also auch die Richtungen 
p* 


der Vektoren 5-7 (p*), wenn wir als System (p*) ein relativgeoditisch auf 


den Streifen bezogenes Parametersystem wihlen. 

Nach diesen Vorbereitungen formulieren wir als nachsten Satz: 

Satz 14. 

Vor.: Sei A ein durch die im Nullpunkt analytischen Funktionen x (p*), 
¢(p*), m(p*) und bi.) (p*) mit 
or de 3 || @r || 
—= mM = —— m= = 0, | —>—~ (0) m (0)|| + 0, b,,,) (0) + 0 
= ap 0, m? = 1, e(0) m(0) > apd ape (0) CO) + (m) (0) + 

(1 <4,b,é<m—1) 


gegebener Hyperjlichenpaarstreifen zweiter Ordnung. Sei weiter w(p*) eine be- 
liebige und (p*) eine derartige, im Nullpunkt analytische Funktion, daB fiir sie 
e(m(m — 1) p(0)— M(A)) > 0 gilt, wobei M(A) eine gewisse, nur von A ab- 
hiingende Konstante und ¢ = — signb;,,)(0) ist. 

Beh.: Dann gibt es im allgemeinen genau zwei im Nullpunkt analytische 
Hyperflichenpaare x(p*), e¢(p*), welche die folgenden Eigenschaften besitzen: 
Sie beriihren A fiir p™=0 in zweiter Ordnung, p* sind auf I” bezogene, relativ- 
geoditische Parallelkoordinatensysteme mit G,,,=«6,', und es bestehen als 
natiirliche Gleichungen der Hyperflichenpaare die Beziehungen: 


J (p*) = (p*) 
und 
a, 8,(p*) +---+amSm(p*)+a 
O,8,(p) +> + bm Sm(p*) +b ~ ¥(P*)- 
(G,, . « »» By @, O,, . . ., 5,,, 6 = Const.) 


Beweis: Sei t(p*) der durch die Forderungen 


am or or 
tm= sie = 0,t?= 1 und | e(0), opt ae apm (0), t(0)| > 90 


eindeutig bestimmte (analytische) Vektor. Dann wird 


or 
in = Bt, 
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und £ errechnet sich aus der — re 





woo ar z| 
Gam = _ 8 ae “i =€E 
e, ap 7° °9 Dom || 


zu 

B=| = eae p* = 
hiangt also auch wegen ¢(0) m(0) + 0 und 6,,,)(0) + 0 von den p? analytisch 
ab. Der weitere Gang des Beweises gestaltet sich genauso wie beim Beweis 
von Satz 11, nur da8 wir jetzt anstelle von (7.33) den nach (7.8) durch Auf- 
lésung von J (p*) = »(p*) gewonnenen Ausdruck 


doom _ 
- + Ve (m (m—1) p— G44" G*1 AZ, AZ; —€O° OIA 5 Anzj—PIAy, ni Anal) 
(1 <@, b,é, d,é,f <m—1) 


einsetzen miissen. Auf eine ausfihrlichere Darstellung kann deshalb ver- 
zichtet werden; w.z.b.w. 

Bemerkungen: 1) Satz 14 hat wieder einen speziellen Satz in der Sal- 
kowskischen affinen Differentialgeometrie zur Fo!ge, auBerdem folgt aus ihm 
in der relativen Differentialgeometrie die véllige Unabhangigkeit der Pickschen 
Invariante und einer linear gebrochenen Funktion der elementarsymmetrischen 
Funktionen der Relativhauptkriimmungen, d. h. u. a. die Unabhangigkeit von 
Pickscher Invariante und mittlerer Relativkriimmung. 

2) Es verdient noch erwaihnt zu werden, daB bei Satz 12 die Hyperflache 
noch nicht allein durch einen auf ihr liegenden Streifen zweiter Ordnung (ohne 
Vorgabe der Affinnormalen!) und ihre natiirliche Gleichung festgelegt werden 
kann. 


§ 8. Ein vollstindiges und unabhingiges Invariantensystem 
fiir Untermannigfaltigkeiten euklidischer Raume 

Dem Versuche, die zu Anfang des vorigen Paragraphen durchgefiihrte 
Bildung von natiirlichen Gleichungen einer Hyperflache im Riemannschen 
Raum R,, auf beliebige m-dimensionale Mannigfaltigkeiten V,,, des R, (1 < m < 
< n— 1) zu verallgemeinern, steht zunichst die Schwierigkeit entgegen, dab 
man fiir eine solche V,, mit 1< m<mn—1J1 nur sehr wenige Invarianten 
kennt”). Es soll deshalb zunichst ein zur Bildung natiirlicher Gleichungen 
geeignetes Invariantensystem fir die V,, in dem Spezialfall definiert werden, 
da8 R,, ein n-dimensionaler euklidischer Raum £,, ist. 

Zu diesem Zwecke bedienen wir uns der Kriimmungstheorie von C. Burst1n 
und W. Mayer”*) fiir eine V,, im £,. Mayer definiert fiir jeden Punkt der 
durch den Ortsvektor r(u”) gegebenen, als hinreichend oft stetig differenzierbar 





*2) Eine Invariante der im Ry, liegenden V,», ist z. B. der Betrag des Vektors h‘ ihrer 
mittleren Kriimmung (vgl. (5.1)!). 
3) Siehe dazu [5]; eine verallgemeinerte Kriimmungstheorie findet sich in [16]. 
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vorausgesetzten V,, den t-ten Schmiegraum S, als denjenigen linearen Vektor- 
raum im £,, welcher von allen Vektoren: 

or er rr 

duh? Ouhiduts °° Ou Out... ute (1 S 4, dy, .. ., 4,5 m) 
dieses Punktes aufgespannt wird™‘). Diese Definition hingt, wie man sich 
leicht iiberzeugt, nicht von der Wahl der Parameter wv” ab, so daB man sich S, als 
invariant mit der V,, verkniipft vorstellen kann. Weiter bezeichnet MayErR das 
orthogonale Komplement von S, _, in bezug aufden S,_, enthaltenden Schmieg- 
raum S, mit N, und nennt diesen linearen Vektorraum den t-ten Normalen- 
raum des betreffenden Punktes der V,,(t 2 2). Er setzt noch speziell N,= 8, 
fest. Es gilt also, symbolisch ausgedriickt: 

S,= S,-1+ N,, So 1 N, 

und damit: 
(8.1) S,= N+ Nat+-+++N,N,1N, (LS4<%S1). 


Wegen S, ¢ Z, muB daher einmal ein NV, Null werden, d.h. in der Folge der 
sich enthaltenden S, miissen einmal zwei aufeinanderfolgende Glieder gleich 
sein. Dies sei zum ersten Male fiir t = t, der Fall. Dann fallen nach unserer 


Definition nicht nur S,,,, mit S,, sondern auch S, ., mit S,.,, S,,.3 mit 
S,.9 usw. zusammen; d. h. es gilt: 
8, . S.C nail °C S,,= 8,4 “oagiatindinee = E,. 
Wir zerlegen schlieBlich noch den £,, in folgender Weise: 
(8.2) E,= S..+ Nii, Si Neus 
und nennen N,,, , den uneigentlichen Normalraum der V,, in E,,, im Gegensatz 
zu ihren eigentlicnen Normalriumen V,(t = 1, 2,...,7,). Fiir die Dimen- 
sionen d, der letzteren gilt die Abschiitzung: 
—1 
Oe ph ) (lstst). 


Wird hier fiir ein gewisses t das Gleichheitszeichen erreicht, so nennen wir 
den zugehérigen N, nicht ausgeartet, andernfalls ist der N, ausgeartet. Die 
Dimension d,,,, von N,,, ist dagegen natiirlich keiner Beschrinkung unter- 
worfen. Nach Hilfssatz 3 ist S,, und damit auch N, ., fiir alle Punkte der 
V,, konstant. Aus diesem Grunde sowie wegen (8.1) und (8.2) kann man jetzt 
fiir jeden Punkt uw? der V,, ein begleitendes n-Bein aus zweimal stetig differen- 


. * . . t . 
zierbaren, paarweise orthogonalen Einheitsvektoren n(u’) a  *} ae © 
T 


t? 


1 <t<t)+ 1) so angeben, daB N, gerade durch die Vektoren n, sve of 


aufgespannt wird und 
(8.3) 


t+1 

," (u®) = const. 

gilt. Die Basisvektoren dieses n-Beins sind dabei bis auf Bewegungen in 
jedem Normalenraum bestimmt. 


*) Vgl. [5], 8. 201 ff. S, ist also mit dem in §3, 8. 450 eingefiihrten Kriimmungs- 
gebiet der V» identisch. 
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. P , rr . 
Mayer betrachtet nun die Projektion des Vektors in to = den 


— rr A : 
t-ten Normalenraum N,, welche wir mit jen dun. dem | bezeichnen wollen, 
Nr 
und stellt dieselbe in der Form: 
ar dr t 
(8.4) Out: uaz... Outer | = 2) faves...af 
x, *= 


(1 Sa, ag,...,€,2m; 1Stst)+1) 


dar*). Aus dieser Darstellung ergibt sich sofort, daf die Koeffizienten 


fara... a, in den Indizes a, bis a, voll symmetrisch sind und sich in bezug 


auf diese Indizes (mit festem A,!) bei einer Parametertransformation wie ko- 
variante Tensoren verhalten. Weiter folgt nach (8.4) aus einer orthogonalen 
Substitution 
dy d, 
(8.5) p= Dy Cag ne H Mit DS’ Cy, Cu», = Of. 
= pfyp=1 Mr v= 1 
der Basisvektoren des N, die orthogonale Transformation 
dy 
(8.6) a = >’ Cay ite Aaa:...a, (A,, Me _ 1, ss ., @,) 


Mr Pa 


der Koeffizienten Aava....ap und auBerdem ergibt sich die Giiltigkeit der 


Beziehungen : 

(8.7) Rang (A,4,...1,(%”)) = a, (lst<1) 
und 

(8.8) 1A arei...tress(®) = 0. 


Endlich sind die Funktionen faa, a,...a, (¥”) alle zweimal stetig differenzierbar und 


gegeniiber orthogonalen Koordinatentransformationen des E,, invariant. 

Wir kénnen jetzt auf eine rein invariantentheoretische Weise aus den 
A Vollinvarianten der V,, gewinnen, indem wir die GréBen: 
4,0 % m & 


(8.9) We Pe... P Ave... a Adybe...be 
(lstst+ 1) 

betrachten. Diese transformieren sich bei der Anderung (8.5) der Basis des 

N, wegen (8.6) nach der Formel 


tr dy t 
= J’ cac W 
-— rd “ 
Ay tr Yr, A 1 ee ae Pe "Xr 


tT 


tT 
und sind in /A,, uw, symmetrisch. Die Matrizen (ww) und (7) besitzen also 
Lad Mr. 


beide dieselben d, reellen Eigenwerte, welche wir mit E (A,= 1, 2,...d,) 


25) Siehe [5], S. 204. 





Ww 


— 


) 
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bezeichnen wollen, und wir nennen solche Basisvektoren i des N,, in bezug 


* : 
auf die (ir) die Diagonalgestalt (z ox) annimmt, kurz Eigenvektoren des 


N,. Wenn die £ alle verschieden sind, so sind sie zweimal stetig differenzierbare 


Funktionen der Parameter wu’, und sie kénnen so numeriert werden, daB 


(8.10) E < E fiir A,< p, 


gilt. In diesem Falle haben wir ein System von d,+ d,+ ---+d,,+d,,,,;=n 
[nach (8.1) und (8.2)!] Funktionen der V,, gefunden, welche siimtlich gegen 
Parametertransformationen der V,,, Koordinatentransformationen des Z,, und 
Anderungen der Basis der Normalenraume invariant sind. Aus der Definition 
dieser Invarianten ergibt sich nun allgemein: 


1 
(8.11) K =], 
(8.12) £ >0 (2 St ST) 
und 

tT +1 
(8.13) E =0, 

A+ 


wie man folgendermaBen einsieht : 
Wir denken auf der V,, ein im Punkt P, lokal euklidisches Parametersystem 
gegeben. Dann kénnen wir in diesem Punkt die Basisvektoren des Tangential - 


raums so wahlen, daB r mit ee zusammenfiallt und so nach (8.4): Aa, (P,)= 
= 62: gilt. Jetzt berechnet sich: 

1 

W (Po) 


Aris 


=X a (Po) Aa, (Pa) = df; 


und damit E (Py) =1(1S/,Sm). Weil P, beliebig sein sollte, ist in der Tat 


_ 


allgemein: E(w) = 1. Weiter ergibt sich im Falle t < t, als Gramsche Deter- 
minante der d, nach (8.7) linear unabhingigen Vektoren Aa, a: >-ae (Pe 
(mit festem A,): 


ZS fart (Po) Aey...eg (Po)]| = ||,W(Pa)|| > 0, 


|| @y,...,@¢= 1 


Tt 


und darum sind wegen |W || = BE b a -B sicher alle EZ von Null verschieden. 
| Ag Me 2 tT 


Keine von ihnen ist negativ, da-sie sich, bezogen auf Eigenvektoren des N,, 
in der Form 


(Po) _ P ly (Aaw.. “dr (P,)), 


@,...@7=1 


Tt 
. 

W 
Aa 


ArAr 


E(P,) = 
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d.h. als Quadratsumme ausdriicken lassen. Also gilt allgemein: E (u’) >0 
tje+1 
(2 < t ST,), und nach (8.8) ist schlieBlich: Pil (u”) = 0. 
et 


Wir bemerken noch, da8 E (2 < t <T,) von der Differentiationsordnung rt 
ist, d.h. durch t-maliges Differenzieren von x(u”) berechnet werden kann. 
Wegen (8.11) nennen wir die Eigenwerte B trivial und die ibrigen nichttrivial. 


t 


Interessant ist nun, wie die Z im Falle einer Kurve des Z,, und im Falle einer 


Hyperflache des Z,, mit den in diesen Fallen bekannten Invarianten zusammen- 
hangen, was wir im folgenden untersuchen werden. 

1. Die eigentlichen Normalenriume einer Kurve V, des £,, sind alle ein- 
dimensional, und fiir die sie aufspannenden Normalvektoren n gelten die 
Frenetschen Gleichungen**) : 





dr 1 
as 
an > —-t per 4 1 " ‘ 
= “2 n + = n , | er 0 (s = Bogenlange der V,!). 
(l StS Tp) 
1 2 
Daraus errechnet sich wegen (8.4) und (8.9): E = (4,)? = 1, E = (4n?= a 
E 2 1 - 1 ws 
= = ——— = 2 — —_—_—— - = - 
# = (dun) (o1)* (g2)* °° * B= (4h...) (01)* (@2)* - - « (Ore—1)* > A o 


und umgekehrt folgt: 


t+1 


+ 
, E 
(8.14) =-1 
E 
1 


wn (lStSto— 1). 


2. Der zweite Normalenraum einer Hyperfliche V,,, des Z,, ,, ist natiirlich 
eindimensional. Wir erhalten demnach 
B= W= go Aaa, Ann, = 0" Aase)?— 
—("* base, F** hayes — I" Aare, 1° Aase.) = (Dy*— 2 Dy 
wegen der aus (7.1) folgenden Identitat : 
(y)"— Dy (y)"~* ++ > +(— 1)" Dy, = — | yGa,, — Aa,o,] = 


1 as c ‘ a, c " 
ex g I(y On: — Aae,) GJa,>, | = ly 6a" — ff Agel: 


a) 


2 
Unter Verwendung der Hauptkriimmungen _ der V,, stellt sich dann £ in 
der Form 


in p-(3 me) ~2( 5, te) ~ (ae) =e 


a=1 





~ 28) Siehe [5], S. 74 
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dar, wenn wir mit C die sog. Casorati-Kriimmung der V,, bezeichnen®’). 
Nach diesen Vorbereitungen liegt es nahe, zur Bildung von natiirlichen 
Gleichungen einer V,, ‘im HE, gerade die d,+---+d,,,,;="—~m nicht- 


trivialen Invarianten £ (2 St < t,_+ 1) heranzuziehen und die V,,, wie schon 
oft, auf geoditische Parallelkoordinaten p* zu beziehen. Es mu8 nur noch der 
Begriff eines dazu ebenfalls notwendigen (m— 1)-dimensionalen Streifens J 
der V,, prazisiert werden. Dies geschehe folgendermaBen : 

Wir denken uns eine durch r(p*) (1 < @ < m— 1) definierte V,,_, im EZ, 
und fiir jeden Punkt (p*) eine Folge von zueinander paarweise orthogonalen, 
den £,, aufspannenden linearen Vektorriiumen N,, N,, .. ., N,,,, des £, mit 


d,= Dim N,= m; d,= Dim NV, s (" sb C7 ') (2S tS); N,,,,= const. 
gegeben. Dann bilden V,,_, und NV, einen (m— 1)-dimensionalen Streifen Jim 
E,,, wenn die Vektoren =; in N, und wenn alle Ableitungen nach p* von irgend- 


welchen, den NV, aufspannenden Vektoren in N,+ --- + N,,,firl sts 1,—1 
bzw. in N,+ ---+ N, fiir t = 1, enthalten sind. Wir sagen, eine durch r(p*) 
gegebene V,, des HZ, gehe fir p"= 0 durch J’, wenn r(p*, 0) mit der V,,_, 
von J’ und wenn die Normalenriume der V,, fir p"= 0 mit den V, von I" 
tibereinstimmen. 

Damit sind wir endlich in der Lage, in bezug auf natiirliche Gleichungen 
einer V,, im Z,, den folgenden Satz zu formulieren: ; 

Satz 15. 

Vor.: Es sei I’ ein durch den im Nullpunkt analytischen Vektor r(p) 
und durch die ebenfalls im Nullpunkt analytischen, orthogonal normierten 
Basisvektoren je") der N, gegebener, (m— 1)-dimensionaler Streifen des E,, 

t+1 
(8 @) - const; 1 <asm—1;A,=1,2,...,.d,;1StSt+1; ¥ d= n) . 
ot! t=] 
Weiter seien (p%) beliebige positive, im Nullpunkt analytische Funktionen 


(A, = 1,2,...,d,; 2 St St), welche noch der Bedingung 
(8.16) $(0) < (0) fiir Ay <p, 
ae Mr 
unterworfen seien. SchlieBlich sollen diese Funktionen und I" den folgenden 


drei Nebenbedingungen geniigen: 


m+r—l 
t 





(8.17) 1. a,=( 


) fiir Ls tS ty—1 und aT a. 


To 
t m 1 
2. Es gebe reelle Werte Kol4.= 1,2,...d,;1St St), fiirdie 3’ Az(0) Xo= 
A=1" 1 
m 1°\2 
=0(lsasm—1) sowie ¥ (x,) =1 gilt und fiir die die Higenwerte der 
a=1 \* 


7) Siehe [4], S. 99. 
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symmetrischen Matrizen v(x.) (A, = 1,2,:..43%=1,..,.¢g;la0s 


< 1) gleich (0) werden (2 <x < rq), wobei ,V (x) durch 
at if 


y (x) - oy (0)... (0) Bi,..i4(0) Bi...8 0) fi, (0) Ag, (0) + 


Acme \Pa/ a, yl 


(8.18) 
t1 zr dy, ee - am Yr er 
pe Ogres by * . % re 
HEC), 2 FeO) FBO) Bing 520) Brug. 50K x)+4 x 


(1<4,,...,4,,5,...,6,<m—1) 


mit 
@r 1 = s 
As=—30. 96= LALA, 9%? H2= 8; 
1 d 1 ani A 
und 
“si “ + r r+l t1 
B- - = tee H- H. ... H- 
ion” ' beet Guenl bactea“kee§ 8 §©fualke 


(lsr’st—1; 2st) 
Me an +1 
mit Hz =—*‘n- definiert ist. 
de dese Oph Ars . 
3. Wenn Pd (x) durch die Polynomidentitat 








(8.19) ly ast — v (x) 


Ar Mr \¥ 


d, tse 
= (yet 3 (1 1 (X) (yy) 
a=l 7” 


“4 (iy) +0 


(Ay r= 1,2,...,4,5%,=1,2,...,4,; lSoat; 2StS%,). 


definiert wird, so sei: 





Beh.: Dann existiert in einer Umgebung des Nullpunkts (mindestens) eine 
im Nullpunkt analytische, m-dimensionale Mannigfaltigkeit x(p*), welche fiir 
p™=0 durch I" geht, p* als auf I’ bezogene, geodiitische Parallelkoordinaten 
besitzt™) und fiir welche die Beziehungen 


(8.20) E(p*) = 9(p*) (2251S) 
bestehen. 7 
8) Hierbei sind (y) “ bzw. (y) 4*~4: Potenzen von y. 


%) Es ist zu beachten, daB die p* nur bis auf zwei Arten durch I eindeutig bestimmt 
sind. 
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Beweis: Wir vermerken zunichst die Ableitungsgleichungen einer V,, im 
E,,, welche nach [5]**) die Gestalt: 


"7 or = 1 
Tp — Fo(P*¥) = apr — X do (wd =0 
"agile oo” ae es 


821) GF — (py) = a— LHe ("dn — - Toe" n— 


Ace <7 Ag drs 
— $ A, (p*)* = =0 
og Ae Ages 
(4,= 1,2,....4,; laces te+ 1) 
mit 
t t t t 0 T. ™%+1 %+1 
Ay=— Mh, =— TM, = H=- T%% = HH =0 
Arti dy Ag det: Me Ae Mette Arde Appi de, AntaMeyes | Aete Ae ee 
besitzen. Diesen Ableitungsgleichungen entsprechen in den Bezeichnungen 
von §2, Hilfssatz 2a) die Integrabilitaétsbedingungen : 


(8.22) So. (p*) = Ee Pre (P*) (p*) + By oe (P*) f (p*) = 


a s ™2 


(8.23) Bee) =— =, 1 ews m - a. Sx (p*) | (p*) + 


> Ser iors 3 3 Bt (OY, P+ 3S  Boeiw"y i'w) = 0 








(lst ST) 
t+1 
(8.24) ipre (p*) = 0. 
Hierbei ist zur Abkiirzung 
ado = m 1 
Poe= Spe — +, (4,2 ma Ae 1,) 
m 
G.= Bled H.— A, H,) 
e Ap=1 \ALD AAs A Can 
8.25 Gren , t t+1 t t+1 
4 at (fe He —, He , He ) 
n Aedgte agg peed \agdeas Apaadeee Agden Aeasdgee 
d t t+1 
t 1 fe, tT+1 
e - T H H T. 
,) ay +e (6, x(’ ap* ® Za tr tess + deciniets Mr+iArer 
t (28 de41 H _— ¢-—# _ ms, ms 
e c T. Te+ 
pt =& ap* + 2 att me At i das 3 7 a 5 
it - 


3°) Siehe S. 207—208. 
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gesetzt*). Dann errechnet sich aus (8.4) und (8.21): 


8.26 A OS... SS A, He, Ha... He, 
( \e ) = floves--.0e= Oe ~, es ad ty i Bran 

(l St ST+ 1) 
Weiter gilt allgemein 
(8.27) Tab -2 4 ae (lsa,bsm—1); 
sowie fiir eine V,, in geoditischen Parallelkoordinaten : 
(8.28) -S4 m fa = OF . 

ani” 


Wegen (8.21) sind uns nun die Anfangswerte der GréBen r, He Aa. Hi 
t AgAe 


und 3s fiir p" = 0 bekannt; sie bestimmen sich nach den Gleichungen: 
My 


(8.29) 2%; (pb, 0) = 0 (1<@,6<m—1) 


aus dem vorgegebenen Streifen J" in eindeutiger Weise als analytische Funk- 
tionen der p>: Um jetzt eine V,, zu finden, die den Bedingungen (8.28) und 
(8.20) bzw. der dazu aquivalenten Bedingung 


sli de s 
(8.30) ly os — W |= 17, (v — ¢) (2<1t<1%) 


geniigt, benutzen wir den folgenden Satz iiber implizite Funktionen **): 
Sind die (reellen) Funktionen O (z*, w”) (e = 1, 2, . . ., £9; 4, € = 1, 2, ..-, Mo) 
fiir z* = 25, w” = wi analytisch und ist 


OF (28, w2) = 0 r . a (z; wh) +90, 


so besitet das Gleichungssystem 6 (z*, w”) = 0 genau eine, far 2 = zj, ana- 
lytische, explizite (reelle) Lésung w” = #(z*) mit w? = 0" (25). 

Auf Grund dieses Satzes lassen sich nun nimlich (8. 28) woul (8.30) unter 
Beriicksichtigung von (8:9), (8.26), (8.27) wegen den Voraussetzungen 2. und 
3. von Satz 15 und wegen Rang (4a(0)) = m—1,d.h. 





1 
|4.) eos {m-1(0), 2X, a 0 
lokal nach den Am. ..m(de = 1,2,...,d,; l1StSt,) auflésen. Wir er- 
halten auf diese Weise: 
An HR, 
(8.31) a “(45 Pets te ;) 
geal aia <%; l<SoSm—1; 2505 1%) 


3) J ist hier als alternierende Summe erklart. 
(6,¢) 
2) Siehe [3], S. 39. 
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mit 
oe 


wobei die Qi im Punkt (4: (0), Hi (0), +10) analytische Funktionen der an- 


He 
gegebenen age ah sind. Weiter k6énnen wir das lineare Gleichungssystem 
x a 1 aa 5 ° 
rn Bf, He Pion, ar Pa Eb He Ho 
dy, d, r1 t dyr4s dy r+ r 
tee as ' ee Re mee 2 +: 3 Ae « Mh... & 
eal th. “etn” eae Me 6oht Ca A Se 
(8.32) d; t 


fim...m = =A 
A=l Ag Aess deta 
(lsa,s---S4,54,5m—1; 1 sr’'st—1; lstst—}) 


wegen (8.17) und wegen der gleich zu beweisenden Beziehung 
(8.33) | Areva, Si a 


lokal und eindeutig nach den GréBen fim auflésen und haben dann nach 


+1 


(l<sts%—1) 





Einsetzung von (8.31): 


t t o e 
(8.34) we al (43. ts. ’). 
(lso,tSt—1; 2505 1%) 
Hierbei sind wiederum die P im Punkt (4; (0), H; (0), 20) analytisch. 
Ar +1 wh Ho Ho+1 


Wir miissen jetzt noch den Beweis von (8.33) nachholen. Dan beachten wir, 
daB nach (8.23) und (8.25) die Bee -+1---@¢(0) in den rechts stehenden Indizes 


vollsymmetrisch sind und damit aid Voraussetzung 2. unseres Satzes und 
nach dem Determinantenmultiplikationssatz 


t t | o \ I) 
P (0)... PO) =|],¥ (X)) = lg™™(0) .. .g2*(0) a...0¢(0) Ar,..0e Ol = 


* IT m(a;, ies iad a,)) IAc.a. a2 a) (0) ° ” ais (0)| 


(@;,@2,.. +, ar) 





gilt, wenn wir mit m(a,,a,,...,a,) die Anzahl der verschiedenen Per- 
mutationen der Indizes a,,a,,...,a@, und mit A%-**(0) den Tensor 
gf (0)... gr (0) AAb,...0, (0) bezeichnen, wihrend aus Voraussetzung 2. trivi- 
alerweise Ja, (0)|| + 0 folgt. Hiermit ist (8.33) vollstandig bewiezen. 


7s ne —1 
33) Hierbei durchlaufe (a,, az, .. ., a,) alle “Tt. 
zwischen 1 und m ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge und mit Wiederholung. 


Math. Ann. 132 16 


) Kombinationen von t Zahlen 
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tT t 


Die Funktionen fa, a f4> : 1%, x, f der gesuchten Vm lassen sich nun in 
der iiblichen Weise durch sR von An und Hm mittels Einsetzen 
von (8.31) und (8.34) in die Ditferentaiglechungen 


+1 


Pam= 0, Sim = 0, Sin= 00, > fr), An =0 


gewinnen. Wir erhalten so wegen (8.21) und (8.25) das Gleichungssystem : 
ada 0A; 1 1 
=~ =¥, Ay, op’ Ti, Tm 











op™ "2%. "Ks 
f H: ae 
0H; . 0H: 
Aes: 3 AS... deters rs hn 
aH _W,\4;,—.,. He, , Ta, Tm, ?; 
op Hs” Ap "Agta: Bp* ” exe’ ere yy apt 


(lstst—1) 
a tn 


ar e 
= (lSt St, A, > p,) 


Mr a 
(8.35) ap" — (4s i, rea’ neh Par 
ox 

op" -¥,(4i8 ‘ 


ea 














ap yw H eC; . nm 

_— Aj, é, Nn, m> ) 
oe ie (4s deter” wpe £ (lstst,+1) 
(lsa,b,c,dsm—1; 1SA,y.%%54,; loosm—1; 1sSesty; 
252<5%), 


wobei V,, Y,, Y,, Y%,, Y, analytische Funktionen der angegebenen Argu- 
mente in den Punkten sind, welche als Koordinaten die Werte der Argumente 


e 
fiir p*= 0 besitzen (dabei ist zn (0) als beliebig anzunehmen). Setzt man in 
(8.35) noch 


e 
T= 0, Ja=— Tily, > %) und e- ee) 


"exe 
ein, so nimmt dies mene TT die Santen des siutow von CaucHy- 
KowaLEwskI an. Es besteht also fiir das System zusammen mit den (im 
Nullpunkt) analytischen Ashaghetingmgn on p™= 0 genau eine im Null- 


punkt analytische Lésung Aa(r?), , Ha Ca Ter (, > pz), 2 (p?), t( (p?). 


Diese Funktionen geniigen zusammen mit i, (p®) = 0 und den durch Ein- 
the ° 
setzen von ihnen in (8.31) und (8.34) erhaltenen Funktionen An (p") und 


Hn (p’), sowie mit 


+1 


t t 0 T. tT Hl 
H, (p’)=— Ha (p’), Ha(p’)= Ha (p’)= Ha (p’) = 9, 
Artide Ay Arts Ae Ay ony Are+ 1 Aro+2 


T.(p)=— T.(p), Ts (p)=0 
By Ay Ay Me 


To+1 Mto+1 
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den Gleichungen: 


(8.36) Yn (p*) = 0 

und 

(8.37) Din(p)=0, G;,(p") =0, §;,(p>)=0 (ILSt St) +1), 
. Ants Ar ur 


wobei die letzten wegen der Schiefsymmetrie von Doe sogar fir beliebige A, 
Ay br 
1 
und u, richtig sind. AuBerdem gilt nach der Definition von H m (p”) durch (8.32) : 
Aas 


(8.38) Fam (p*) = 0. 

Definieren wir jetzt schlieBlich An _..m(p) durch 

(8.39) Ar...m (P*) = (4:0. Hs (p"), $0) 
i a Ho Mo+s Ke 


{vgl. (8.31)!] und definieren wir Ag....a,(P") bzw. fa...sden.. 0? mittels 


4g 
nach (8.34) bzw. (8.32) fiir @,>a,>---24,: 


An. (P*) durch (8.26), so finden wir wegen der Definition von Hn (p?) 
2 


tri 


ad, ° 4 drys ° tt ° 
x Aai...te Sin = & Aau,...46 Ha — Ani,...d6% 
Ap=1 Ag Anas Ages = 1 Alay Arts Ants Arse 
Oras ° a te ° 4 
= D Aj..é..a Hea — dins..i..(m08 Sz, 2] 
Angi = 1 Aegs Agta Arte = Arte 4a dare 
mit 4,>---2a42-::24,. 
d t+1 
t+1 ° ° ° 
Daraus folgt aber wegen 5° As,...3...c4¢ Ha = Augs,...4...d : 
Ages = 1 Agss Area Aree = Arte 
dy o 4 - ¢ 
2 Aa... $n = 0( mod di, é;;). 
Ay=1"F Ar Arse 4a hora * 
(l<a@,...,4,,6,eéSm—1; G2>---24,; lSo,rS%—2) 


Entsprechend findet man: 
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Aus diesen drei Beziehungen ergibt sich infolge von Lee...) (0)]| +0 
nach der Cramerschen Regel in einer Umgebung des Parameternullpunkts : 


(8.40) $= 0 mod $s, é:). 
Aerts Agtare “* 
(lsa,b,¢ésom—1; lso,rst+1) 


Jetzt kénnen wir in bekannter Weise aus (8.22), (8.23), (8.24), (8.37), (8.38) 
und (8.40) auf die Giltigkeit der Beziehung 

Sim(p*) = 0 (mod 55 ;(p")) 
schlieBen, aus welcher nach § 2, Hilfssatz 2d) zusammen mit (8.36) und den 
wegen (8.29) geltenden Beziehungen a; (p>, 0) 


A, (p” )=0 

resultiert. Die durch 2‘= z‘(p>) definierte V,, im Z,, erweist sich also als eine 
m-dimensionale Mannigfaltigkeit, die wegen (8.29) fir p"= 0 durch J” geht, 
wegen (8.39) d.h. (8.28) die p® als auf I” bezogene, geodiitische Parallel- 
koordinaten besitzt, und fiir welche nach (8.39) die Bedingung (8.30) und die 
damit [wegen (8.16)!] aquivalenten Gleichungen (8.20) gelten. Diese V,,, ist 
also in der Tat eine Mannigfaltigkeit der in Satz 15 geforderten Art. w.z.b.w. 

Die Voraussetzung 1. von Satz 15 bedeutet keine wesentliche Einschran- 


kung, da natiirlich im allgemeinen fiir eine V,, im Z, d, = “ re ei ‘) fiir 
1<tSt,— | zutrifft. Sie ist fir den eben bewiesenen Satz notwendig, wie 
das folgende Beispiel zeigt : 

Es sei n= 4, m= 2, d,= }, d,=1. Der Streifen J’ werde durch r(p') 
{cosp!, sinp!, 0,0} und 1 (p*) = {—sinp!, cosp!, 0,0}, n (p!) = {0, 0, 1, 0}, 
ni (p) = {— cosp", — sinp*, 0, 0}, n (p) = {0,0,0,1} definiert; es gilt also 


masro Il 


1 1 2 

4, (0) = 1, 4; (0) = 0, H, (0) = 1, A, (0) = 0, Ay (0)=0. Setzen wir weiter 
o(P, p*) = 2, 9 (Pp, p*) = 1, so sind fir J’ und diese Funktionen die Vor- 
1 1 


aussetzungen 2. und 3. von Satz 15 erfiillt (42(0) = 0, A2(0) =+1, Ass (0) 
=+1, As (0) = =+ 1). Trotzdem existiert keine V,, die fiir p?= 0 durch I 
- und in geodatischen Parallelkoordinaten die natiirlichen Gleichungen 


E- = 2, E = = 1 besitzt, da die Gleichungen (8.32) zusammen bei unserem Bei- 


spiel tiaeudandl werden. 
Ebenfalls ist Voraussetzung 2 Satz 15 notwendig. So gibt es z. B. 


keine V, im £;, deren Invariante E = (z) + (z-) [vgl. (8.15)] kleiner als 
1 = 


das Quadrat der Normalkriimmung 6 eines auf ihr liegenden Streifens I’ ist, 
so daB also die Funktionen g und J’ nicht véllig unabhingig voneinander 
orgegeben werden kénnen. Auch existiert keine Fliche, bei welcher im Null- 
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punkt die geodiitische Windung a von J" Null ist sowie (6(0))* = F(0) gilt und 
bei welcher auBerdem fir die ibrigen Punkte von J” (b)* gréBer als E ist, ob- 
= die Voraussetzung 2. von Satz 15 hier sutriffe( 7 (x) = (6(0))*+ (x) ; 

= 0}. Der Grund dafir liegt darin, daB die Voraussetzung 3. von Satz 15 


fiir dieses Beispiel nicht gilt. Diese Voraussetzung ist somit auch als wesentlich 
erkannt. 


Es fragt sich nun, ob die Invarianten f einer V,, im Z,, selbst unabhiingig 


voneinander sind. Dariber gibt der folgende Satz Auskunft: 
Satz 16. 


Vor.: Es seien 9 (p*) beliebige, positive, im Nullpunkt analytische Funktionen 
Ay 


(4. 1,3,...&3 83S08 tet 3 d,s n—m); welche lediglich noch den Be- 


t™=2 
dingungen 
(8.41) 9(0) < p(0) fiir A<p, 
ay My 
und 
(8.42) d,= uA ‘I ') fir 2st St)—1 sowie q,,=(™ ihe * ') 
° 


unterworfen seien. 

Beh.: Dann existiert fatatesione) eine im Nullpunkt analytische V m im 
E,,, fiir deren Invatianten E als Fun.‘ionen geeigneter Parameter p* die Be- 
ziehungen . 
BO") = $0" (2StS%) 
richtig sind. Das System der nichttrivialen, nichtverschwindenden Invarianten 
f einer V,, ist also unabhingig. 

Beweis. Wir wollen diesen Satz durch Anwendung von Satz 15 beweisen 
und miissen zu diesem Zweck einen Streifen J’ konstruieren, fiir welchen zu- 


sammen mit den vorgegebenen Funktionen ¢ die Voraussetzungen 2. und 3. 
ay 
von Satz 15 erfiillt sind. Dies geschehe folgendermaBen: Es sei 0,4. 


ain 
m+t—l 


= {Pea,...ap} fiir jedes t mit 2 << t < t, ein System von ( . ) paarweise 


orthogonalen, normierten Einheitsvektoren (A, = 1,2, ..., ¥ be 7 y * Bay « ».-5%) 
durchlaufe alle Kombinationen von natiirlichen Zahlen a,,...,a@, mit 
m >= a,=a,=>---2a,2> 1), welches der Bedingung 
(8.43) Bon.....m+ 0 fiir jedes 2; 


geniigt. Ein derartiges System von Vektoren léBt sich, ausgehend von 
Pcm,...,m)> immer finden. Fir die Vektoren D4, 4.) gilt 


_— et 
Pra, ++» @z) Dib, .. bp) i 3 
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und damit auch 
(8.44) mE 2 it «oy @y) laws --- : = Or. (2stSt). 
Wir definieren nun die vO GréBen Aa. ..a,(0) der gesuchten 
V,, durch: 

Aa, (0) = 83: 


und (0) 
| ? 
(6.46) fa -.ez (9) -_ ——— V(a,,.. 0x) 
“Ths Vm(@,,...,4,) gh te 
(@,2a,2---2a,;15A,5d,; 25 tS), 
wobei wieder mit m(a,,...,a,) die Anzahl der verschiedenen Permutationen 
der Indizes der Kombination (a,, . . ., a,) bezeichnet sei. Dann wird nach (8.43), 
(8.45) und (8.44): 





(8.46) Am...m(0) +0, 
und damit Gav(0) = 0 
(8.47) iW (0) = ie of val fa. a, (9) A,,.. .a, (0) = 0) red (2S tS). 


Die Konstruktion von I erfolgt jetzt cdhritowelie auf den Parameter- 
bereichen (0, . . ., 0), (p', 0. . . 0), (p', p®, 0. . 0) usw., indem fiir diese Bereiche 


die J’ bestimmenden Funktionen z’, a A,=1,2,..,¢4;latat+1; 
d,= m; d,..,=n—m— s d,) nacheinander konstruiert werden. Man geht 


t=2 


dabei von einem beliebigen Vektor x(0) und einem beliebigen Quhansemel- 
system 1) (lS t<t)+1) aus. Denkt man sich etwa schon r(p”’, 0) 


und ie. 0) so bestimmt, daB 
Aq: (p’,0)=0 (lsa"’,b’<m'—1; ls<m’sm—}1) 


gilt, so wird r und a analog wie beim Beweis von Satz 15 durch Elimination 


von Aw . Hw und Tw aus dem System der algebraischen Gleichungen 


Ay Ants 
ng (0), 
d, d, 1 tr1 d, dy 1 t 
B+ 3 fey Hay ++ Hee Hw = S++ Aw 0) Hey. He: 
Ay=1 Ap=1" AvAy iF Ae dees A=1 A= ™ AlAs Ag Ages 
d,, d, : r t1 t 
at 0) Hee... Her Hy = 
2, 2%, a 7 wet Apia Ay dre 
das +1 t 
7 Az... az, m’ (0) Ay.,,--- H,. 
"tate Ag = 1 Agta Agog iderts Ar Arts 
J te. (0) Hy » = Ayam’ (0) 
Arti Arts 


ete ellteiee -2a) 21;1<1t's1t—1;1<1<1,—1), 














° 
ly 
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Tm =0 (lstst), 
und der Differentialgleichungen +4” 


Dom’ = 0, Gam’ = 0, Da” m’ = O(A, > Hy), a =0 
A dey Aes Ae « 
mit Hilfe des Satzes von CavucHy-KowaLEwskI auf den Parameterbereich 


(p',..., p™,0...0)ausgedehnt. Die Elimination von ded ist hier wegen (8.42) 
Arts 
sowie der aus (8.45) folgenden Beziehung ||, (0)|| = 1 und wegen 


a, 
(|Acen...00 (O)))® IT m(ay,....4,)= TT 90) +0 (2545 t%—1) 
(@y, «+ +5) Ap= lay 

moglich. Fiir die so definierten x (p”’, 0) und rt (p”, 0) gilt dann %,,,(p"’, 0) = 0 

und (nach einer Beweisfiihrung ahnlich derjenigen von 8. 227) 
Sem (p", 0) = 0 (mod By-—-(p",0)) (1 Sa”, b",c"< m'—1), 

d. h. es gilt nach §2, Hilfssatz 2d) auch 

a, (p’’, 0) = 0. (1 sa’, b's m’) 
Auf diese Weise fortfahrend gelangt man schlieBlich zu Funktionen r(p*), 
pr) (1 < 6 < m— 1), welche einen Streifen J” bilden, fiir den zusammen mit 


den GréBen (0) wegen (8.47) die Voraussetzung 2. von Satz 15 erfiillt ist, 
Ay 


wenn man fo= Am...m(0) setzt (l <1 <T,). Es ist naimlich: 


m 1 m 1 \2 
E 4:0) Xo-0, F(X.) -1 
und ant” P >t ee 
(8.48) AY, (Xe) = (= 0) &e. (lsost; 25tSt%) 


Um den Beweis von Satz 16 zu vollenden, mu8 jetzt nur noch gezeigt 
werden, daB J’ und die Q auch der Voraussetzung 3. von Satz 15 geniigen. 


ri 
Zu diesem Zwecke beachte man, daB aus der Definition (8.18) der Funktionen 





i (x); 
Arte \¥%e ov. o t 

ack (x,) = 2 0 Oh: (lsost; 2ST S Tp) 
(8.49) Y a 

7 


folgt. Nun ist die Voraussetzung 3. von Satz 15 gleichbedeutend mit der 
linearen Unabhangigkeit der Polynome*™) 


t 





r a Z a 

P(y)= s (—1)"- (x.) (y)**~* (lsu,sd,). 
Mr Ag=1 ax "a 

_— Mr 

%*) Wir bezeichnen eine endliche Zahl von Polynomen als linear abhangig, wenn eine 

Linearkombination von ihnen mit konstanten Koeffizienten, die nicht simtlich Null 

sind, identisch verschwindet. Anderenfalls nennen wir die Polynome linear unabhangig. 
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Die so definierten P(y) lassen sich aber auf Grund der Identitat (8.19) unter 
Benutzung von (8.48) und (8.49) folgendermaBen umformen: 

















Ply) = ~ (\w + Eur i(¥) (yy-*) | - 
apn eg et 


Sie sind also dann und nur dann linear unabhiangig; d. h. es ist dann und nur 


dann 
lal Je 
= (x.) +0, 
Z* 
i) we 











wenn fiir jedes feste rt alle Werte (0) voneinander verschieden und auBerdem 
Ar 


t % 
alle Xo von Null verschieden sind. Ist dies nimlich der Fall, so gilt: 
P (9100) = pox mit p+ 0, 
sand f Mr " Me 


d.h. die Polynome Py) kénnen nicht linear abhingig sein (da dies sonst 


auch die Vektoren | P (70), Pp P(y )) waren!) ; wihrend umgekehrt aus 
1 dy 


einer Gleichheit zweier g(0) die lineare Abhangigkeit zweier Py) und aus 
: ay 

dem Verschwinden eines X_das identische Verschwinden von dem entsprechen- 

den Py), d.h. in jedem Falle die lineare Abhangigkeit aller Pty) folgte. 


Wegen Xo= Am...m(0) + 0 fir 2< tr < Tt, [(8.46)!] und (8.41) ist somit neben 


den Voraussetzungen 1. und 2. auch die Voraussetzung 3. von Satz 15 erfiillt, 
und es existiert demzufolge eine V,, im Z,, mit 


E (p*) = 9 (p*). 
Ar 
w.z.b.w. 
Wir kommen nun auf Satz 15 zuriick und wollen insbesondere untersuchen, 
wieviele Mannigfaltigkeiten V,, in geodatischen Parallelkoordinaten durch J" 


gehen und der Gleichung (8.20) geniigen. Zu diesem Zweck beweisen wir 
zunichst : 
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Satz 17. 
Vor.: Es seien E(p*) und E(p*) zwei ee m-dimensionale 





Mannigfaltigheiten im E,, mit den Invarianten «f (p*) und yf (P*) (Az = 1, 

- d,;2 St St), welche beide fiir p"= 0 durch denselben (m — 1)-dimen- 
sionalen Streifen {x (p*), jp) (ls @<m—1; 1 St<1%+1) gehen, die die 
p* als auf I” bezogene, geodiitische Parallelkoordinaten besitzen und fiir welche 





(8.50) af (p*) = aff (p*) (2S t St) 
gilt. AuBerdem setzen wir noch zusiitzlich 

rr 
(8.51) Fi ) = eat (01%) (lsr<r) 
sowie analog wie bei Satz 15 
(8.52) aE (0) < a (0) fiir A, <p, (2 St St) 
und 
(8.53) a,=("* 30") fir Vststy—1 
voraus. 


Beh.: Dann ist im allgemeinen ji, (*) = & (P*). Das System der nicht- 


a 
trivialen, nichtverschwindenden Invarianten E einer V,, kann also auch als (in 
einem gewissen Sinne) vollstindig bezeichnet werden**). 
Beweis. Wegen (8.51) gilt zunachst 


@Am...m (0) _ Am...m (0) (A,= + ar d,; l<t ST). 
Setzen wir nun X= wAn. m(0) und pe") = w (p*), so ist fiir die durch 


(8.18) einheitlich-fir beide Mannigfaltigkeiten definierte Matrix (, 7 ( Vv (x}) die 


Voraussetzung 2. von Satz 15 erfillt. Im allgemeinen wird auch ¢ die Vor- 
aussetzung 3. von Satz 15 erfiillt sein, und wir wollen jetzt dies ausdriicklich 
voraussetzen. 

Dann lassen die Bedingungen (8.28) und (8.30), wie wir auf S. 224 gesehen 
—haben, die fir E und EE, gleiche Auflésung (8.31) zu, aus welcher sich wegen 


3) Daf diese Voraussetzung wirklich notwendig ist, werden wir im Anschlu8 an den 
Bowels Giese Gatens eutihall  Costegen. 


*) Die Vollstandigkeit der E bezieht sich auf spezielle Koordinaten und die Ein- 
schrankung (8.51), welche, da sie nur fiir einen Punkt gilt, in diesem Zusammenhang 
t . 

nicht wesentlich ist. Eine Vollstandigkeit der F in bezug auf allgemeine Parameter 


t - 
kann nicht erwartet werden, da ja nur n — m nichttriviale f vorhanden sind. 
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(8.53), sowie (8.32) und (8.33) die ebenfalls fiir beide Mannigfaltigkeiten 
giiltige Darstellung (8.34) ergibt. Nun kann man aber die Basisvektoren der 
Normalenriume von E und gE, nach dem Muster des Beweises von §3, Satz 2 so 


normieren, daB 
8.54 T'm e = Tn > 0 
(8.54) adm (P ) (a) J'm (P*) 


wird und daB die normierten Basisvektoren auf dem Streifen mit. den ur- 
springlichen Basisvektoren iibereinstimmen. Durch diese eeeengrey wat 


das vorher Gesagte nicht beriihrt, da in der Definition der E die GréBen Te 
nicht auftreten ; (8.34) gilt also som i in bezug auf die suite Dastivebione. 


Durch Elimination der fim und Hn aus (8.31) bzw. (8.34) und den fiir E und 
zB gleichermaBen giiltigen Differentialgleichungen 


6 


Pim= 0, eam = 0, Sin ho O(A, > My); An = 


ergibt sich unter pate. dit von (8.54) und der aus (8.52) folgenden 
Analytizitaét von oP p*) das fiir beide Mannigfaltigkeiten gleiche Cauchy- 


Kowalewskische eae (8.35) mit fiir E, und 3 gleichen Anfangsbedingungen. 


Hieraus folgt wegen der Eindeutigkeit einer analytischen Lésung von (8.35) 
aber schon die Behauptung 


xr (p*) = x (p*). 


qb q@) 
w.z.b.w. 


Satz 15 und Satz 17 gestatten es uns, die Beziehungen E(p*) = 9 (p*) 
. Ar 


(2S tt.) im Falle d,= ¥ T ') (lS t<St )— 1) als die natirlichen 


Gleichungen einer (analytischen) m-dimensionalen Mannigfaltigkeit V,, im 
n-dimensionalen euklidischen Raum anzusprechen. Allerdings ist eine solche 
Mannigfaltigkeit im Gegensatz zu einer Hyperflaiche (Satz 10!) nicht allein 
durch ihre natirlichen Gleichungen und einen (m — 1)-dimensionalen Streifen 
eindeutig bestimmt, sondern wir miissen dazu noch etwas mehr, namlich (8.51) 
voraussetzen. Hierbei stellt sich nun die Frage: Wie viele Mannigfaltigkeiten 
V,, mit vorgegebenen natiirlichen Gleichungen gehen durch einen vorge- 
gebenen (m — 1)-dimensionalen Streifen J"? Satz 15 lehrt zuniachst, daB fiir 
die Existenz einer durch J" gehenden V,, mit gegebenen natiirlichen Gleichungen 


die Existenz einer reellen Lésung Xo( 1 So S Tp) des Gleichungssystems: 


bo m 1\2 
0)X- 0, == ] l<asm—l1), 
~, a0) (x) (scam 


(8.55) 


ie oh ba 9(0)~0)...9)  (2<5tS%) 
iia stich <iy Say i, is in, 
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notwendig und im allgemeinen, d. h. unter der Zusatzvoraussetzung : 

| al 

ee A +(x ») | +0 
| 


auch hinreichend ist. Aus Satz 17 — hinzu, daB eine durch I" gehende V,,, 





(8.56) 








mit gegebenen natiirlichen Gleichungen durch die Lésung x o= An...m(0) 
des vorigen Gleichungssystems im allgemeinen (d.h. wieder unter der an- 
gegebenen Zusatzvoraussetzung (8.56)) eindeutig bestimmt ist. Dies kénnen 
wir wie folgt zusammenfassen: Im allgemeinen ist die Zahl der in Frage 
kommenden V,, gleich der Zahl der reellen Lésungen der Gleichungen (8.55), 
die der Nebenbedingung (8.56) geniigen. Was la8t sich aber itiber diese Zahl 
aussagen ? 

Zunichst ist das System (8.55) ein System von m + d,+---+d,=n— 
—d,., Gleichungen mit ebensoviel Unbekannten. Diese Gleichungen sind 


algebraisch und (fiir tr > 2) jeweils vom héchsten Grade 2 in den X, wie aus 
Mr 


der Definition von f (x ) durch (8.18) und (8.19) und aus der Tatsache folgt, 


daB die Matrix (xx X} den Maximalrang 1 besitzt. Es existieren im allgemeinen 


héchstens 2! +4: +°""+ dr, — 9n—dr,1-™ +1 peelle Lésungen des Systems (8.55), wie 
die vollstaéndige Induktion nach t ergibt. Nehmen wir niémlich an, die Glei- 
chungen fiir tr = 1, 2, .. ., 7— 1 von (8.55) besiBen héchstens 2'* 4+ +4 


reelle Lésungen 4 (¢=1,2,...,7— 1), so stellt (8.55) fiir t = t und irgend- 
eine dieser Lésungen X, ein System von d, Gleichungen zweiten Grades in 
"6 


den d; Unbekannten x dar (2ST T,). Dieses besitzt aber nach dem Satz von 
Bézout*’) im allgemeinen héchstens 2¢* reelle Lésungen, so daB allgemein 
von den Gleichungen fiir t = 1, 2,..., 7 im ganzen héchstens 2'*+%*°" + 4% 
reelle Lésungen vorhanden sein kénnen. 

Andererseits kann man in dem Falle, daB (8.55) itiberhaupt eine reelle 


Lésung X, hat, welche auch (8.56) geniigt, folgende Aussage iiber die Min- 


destlésungsanzah! machen: Mit X, ist auch e, Xe. = +1;9,=1,2,...,4,; 
1 <o<T,) eine Lésung von (8. 55), die (8.56) erfiillt. Man rechnet linlich 


aus der Definition von I(x x) sofort i(x) - = il x) nach, was 


t | } | 


| a > a Nal se 
(«| = tat | +(x.) +0 
ax ha itl | 


Mr | He 
87) Siehe [17], 8 
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zur Folge hat. Da I(x x) ein Polynom in den x ist und keine in den x linearen 


Glieder enthalt, folgt weiter aus (8.56), daB fiir ae t > 1 nicht alle i Null 


sein kénnen, wihrend dies nach (8.55) auch fiir die x, der Fall ist. ‘Wir kénnen 
damit zusammenfassend feststellen als 

Korollar zu Satz 15 und Satz 17: Durch einen vorgegebenen, analyti- 
schen, (m — 1)-dimensionalen Streifen J" mit d,= ( ws a ‘) (lstst—1) 
und d,, < i. ae ') gehen fiir p"= 0 im allgemeinen keine, oder mindestens 


2" bis hichstens 2"-™—d,+:+1 reelle, m-dimensionale, analytische Mannig- 
faltigkeiten mit vorgeschriebenen natiirlichen Gleichungen. 

Im Falle einer Kurve r(s) im £, (s = Bogenlinge!) ist m=1 und 
T)+d,,,,; =”. Hier fallt also die Minimalzahl des Korollars mit der Maximal- 
zahl zusammen, und in der Tat existieren genau 2" verschiedene Kurven 
durch ein Anfangselement mit den natiirlichen Gleichungen 


t+1 
(e) O=—, 


P (8) 
-%) (lsotst,—1) (vgl. (8.14)!). 
Man stellt nun fiir diesen Fall bekanntlich dadurch eine Eineindeutigkeit 
zwischen Mannigfaltigkeit und ae neti her, daB man etwa durch 
die SentaRerngangE r’(0) = n (0) und = 0) > 0 (1s ts t— 1) die Basis- 
vektoren n der chidtaseitention Normalenriume N, eindeutig festlegt. Es 


liegt deshalb nahe, in Verallgemeinerung dieser Tatsache bei einer beliebigen 
V,, durch eine geeignete Orientierung der N, die Vieldeutigkeit zwischen 
Mannigfaltigkeit und natiirlichen Gleichungen aufzuheben. Eine derartige 
Orientierung lat sich fir 1 <1 <1,— 1 wegen (8.53) durch die Forderung 


(8.57) Ace. @y,..+, a-)| >0 
und fiir t = t. durch eine geeignete Modifikation davon definieren, da nach 
(8.7) die Matrix (ae,...ar) den Rang d, besitzt (1 <1 <r1,) und damit fiir 
1S 1S t——1 lc, ....¢9)|* 0 gilt. Durch (8.57) ist namlich eine Basis t des 
N, bis auf eigentliche Bewegungen eindeutig festgelegt, und auBerdem 
14Bt sich die Giltigkeit von (8.57) stets nach etwaiger Ersetzung von n durch 
—n erreichen. Speziell legt diese Orientierung des Tangentialraums N, die 
geodatischen Parallelkoordinaten p* der V,, eindeutig fest und beseitigt die 
bisher hierbei vorhanden gewesene Zweideutigkeit (vgl. FuBnote auf S. 222). 
Man sieht nun sofort ein, daB eine Orientierung der N, von I’ die Mindest- 


vieldeutigkeit in dem Korollar von S. 236 gerade beseitigt, welches sich jetzt 
folgendermaBen formulieren laBt : 


88) Hierbei werden zwei zusammenfallende Kurven, die bei wachsendem s in ver- 
schiedenem Sinne durchlaufen werden, als verschieden angesehen. 





o(é) 
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Durch einen vorgegebenen, analytischen, den Bedingungen (8.17) ge- 
niigenden, (m— 1)-dimensionalen Streifen J" mit orientierten Normalen- 
réumen gehen im allgemeinen héchstens 2"-™-4t+:+1-" reelle, analyti- 
sche V,, mit gegebenen natiirlichen Gleichungen. 

Damit haben wir durch die Orientierung der Normalenriiume im Falle 
einer Kurve (m = 1, d,,.,,+ 7) =) und im Falle einer Hyperfliche (n — m = 
= 1, d,..,3+ t= 2) die Vieldeutigkeit der V,, véllig aufgehoben, aber das 
folgende Beispiel zeigt, daB im allgemeinen auch durch einen orientierten 
Streifen mehrere Mannigfaltigkeiten mit denselben natiirlichen Gleichungen 
gehen kénnen: Es sei n= 4, m= 2, d,,,,= 0, t,= 2, und der orientierte 
Streifen I" sei so beschaffen, daB fir ihn 


1 1 1 1 
A, (0) =I, A, (0) = 0, H, (0) = 0, H, (0) = 0, H, (0) =l, H, (0) =1 


gilt®*). AuBerdem sei p(p', p?) =4-—2 y2, o(p, p?)=4+2 y2. Dann lautet 
1 2 
(8.55) in diesem Fall: 


2/e 1\2 2\2 2\2 
1(x) =4(x) + x) + (x) =8, 
1 \ve 2 1 2 
2/¢ 1\2/2 2\2 
I(x) =2(x) (x—x) = 8. 
2 % | 2 1 2 
Dazu kommen die Orientierungsbedingungen 
1 1/2 2 
X>0;X(X—X)>0. 
2 _—_- . 
Dieses System besitzt genau die beiden Lésungen: 
1 


1 1 2 2 1 2 2 


welche auch den Ungleichungen (8.56) geniigen, so daB also zwei verschiedene 
reelle V, mit denselben natiirlichen Gleichungen fiir p"= 0 durch J" gehen. 
Durch dieses Beispiel ist bewiesen, daB die Voraussetzung (8.51) von Satz 17 
wesentlich ist und auch nicht durch die zusitzliche Annahme der Orientierung 
der Normalenraume von I" ersetzt werden kann. 

Bemerkungen. 1) Die Satze 15, 16 und 17 gelten analog, wenn man bei 


den natirlichen Gleichungen der V,, als Invarianten an Stelle der £ die aus 


den BE (fiir festes r) gebildeten elementarsymmetrischen Funktionen ver- 


wendet. Diese Funktionen kénnen wegen der nuiwendigen Bedingung 2. ven 
Satz 15 nicht beliebig-vorgegeben werden, sondern miissen der Einschriinkung 


%*) Durch Integration des Systems gewodhnlicher Differentialgleichungen 2, (P') = 0 
(vgl. S. 230) folgt sofort die Existenz eines derartigen Streifens. 
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unterworfen werden, da die Gleichungen 
d, t/e 
(y)*+ L (—1)** J (x) yy" * =0 
a= "0 
jeweils d, reelle, positive Wurzeln (0) besitzen. AuBerdem kann auf die 


Verschiedenheit dieser Wurzeln fiir ‘eis feste t nicht verzichtet werden, da 
sonst nach dem Beweisgang von Satz 16 die als wesentlich erkannte Voraus- 
setzung (8.56) nicht mehr giiltig ist. 

2) Es lassen sich leicht auch ganz andere Beziehungen gewisser, auf einer 
V,, definierter Funktionen und geoditischer Parallelkoordinaten der V,, 
finden, durch welche zusammen mit einem (m— 1)-dimensionalen Anfangs- 
streifen die V,, im EZ, im wesentlichen eindeutig charakterisiert ist. Solche 
Beziehungen sind z. B. die Gleichungen 


fim...m(P*) = dat. *°) (A,= i aan 94,32 St ST), 


wie schon GriNnBavuM im Spezialfall n = 3, m = 2 feststellte [8]. Aber auch 
fiir die Beziehungen: 


Cm ...m b,...b,(P*) = dat. (m26,2---26,21;2Stst—1) 


sowie fiir passend modifizierte Beziehungen fiir t = t, gelten den bisher bewiesenen 
entsprechende Siatze, wenn wir mit C, 4,4, den vollsymmetrischen Tensor 
der Koeffizienten des von Burstrin und Mayer in Verallgemeinerung der 
ersten und zweiten Grundform einer Hyperfliche zuerst angegebenen, voll- 
stindigen Multilinearformensystems der V,, im EZ, bezeichnen. Nach deren 
Definition ist: 


Ca,a,... a2 2( 5 4 a. tr flag ss...0 .) (1 SQ, ..-) 4g, SM), 
wobei die erste Summe rechts iiber alle verschiedenen Permutationen von 
@,,@_,...,@,, zu erstrecken ist"). Die Cy m»,...o,(m2b,2--- 26,21) 


bilden also ein vollstandiges und unabhingiges Teilsystem des vollstandigen 
Systems aller C,,, «,,*). Es soll schlieBlich noch erwahnt werden, daf 
hier an Stelle der Voraussetzungen 2. und 3. von Satz 15 die folgende ein- 
schrinkende Voraussetzung tritt: Die Cy, m»,...., miissen so vorgegeben 
werden, daB die d,-reihigen, symmetrischen Matrizen 


dy 
(2, fa,, ++ey Gy) fo, soe 6] 
positiv definit ; d. h. alle ihre Abschnittsdeterminanten positiv sind *). 
<i 4°) Die Am...m beziehen sich hierbei natiirlich auf ein etwa durch die Bedingungen 


t 
Pah = 0 nach dem Muster des Beweises von Satz 17 normiertes System von Basisnormal- 
Mr 


vektoren. 

“1) Siehe [5], S. 219—221. 

*2) Hiermit ist eine von ScHOUTEN und v. KaMPEN ([16], S. 159) gestellte Frage be- 
antwortet. 

4) Siehe [15], S. 50 (Satz 22). Fir r= 1, muB diese Bedingung etwas modifiziert 
werden. 
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Der Beweis fiir die in dieser Bemerkung angefiihrten Behauptungen ergibt 
sich aus der Existenz von analytischen Auflésungsformeln der Art (8.31) fiir 
die GréBen fAm...m: Diese Tatsache weist den Weg zu weitergehenden Ver- 
allgemeinerungen, auf die jedoch nicht eingegangen werden soll. 

3) Alle Sétze dieses Paragraphen gelten auch fiir eine V,, in einem n-dimen- 
sionalen Riemannschen Raum C,, konstanter Kriimmung™). Es sind bei der 


Definition der N, und der E nur die gewohnlichen partiellen Ableitungen 


durch in bezug auf die Koordinaten zx‘ des C, und auf die Parameter p* der 
V,, kovariante Ableitungen zu ersetzen“*). Die Beweise verlaufen formal fast 
genauso wie im euklidischen Fall; auBer der Art der Ableitungen andern 
sich lediglich die Integrabilitatsbedingungen (8.23) und (8.24). 


§ 9. Zur geometrischen Deutung der in § 8 definierten Invarianten 


Eine direkte geometrische Deutung der im vorigen Paragraphen fiir eine 
m-dimensionale Mannigfaltigkeit V,, im n-dimensionalen, euklidischen Raum 


E,, definierten Invarianten E erscheint schwierig. Es lai8t sich jedoch leicht 


ein Zusammenhang zwischen den E und der Einbettungszahl e von V,, an- 


geben, wobei e als kleinste Dimension aller linearen Unterriume von £,, de- 
finiert ist, welche V,, vollstandig enthalten. Es gilt nimlich: 

Satz 18: Die Hinbettungszahl einer (hinreichend oft dijferenzierbaren) 
Mannigfaltigkeit V,, im E,, ist gleich der Anzahl aller nichtverschwindenden 
Invarianten der V,,,, oder in einer Formel ausgedriickt : 


(9.1) e= ¥'d,*). 
t=] 
Beweis: Wegen N,,,, 1 N, gilt fiir die durch x(u*) dargestellte V,,,: 
tT +1 

(9.2) wee) y (ut) = (A,,41= 1,2, ..-, de, 43), 
wobei nach (8.3) 

+1 te+1 

att (u*)= No = const. 


ot) 
tT+1 


gesetzt werden kann. Integration von (9.2) liefert dann “ae r(u*)= hop = const., 
d.h. die V,, liegt ganz in einem (n — d,, +1)” dimensionalen, linearen Unter- 
raum des E£,, woraus e sn d,..- 34, folgt. Ware nun e < yd, 80 


t=1 


4) Eine . Ausdehnung unserer Sitze auf Mannigfaltigkeiten in allgemeinen Riemann- 
schen Raumen scheint wegen der dort nicht mehr vorhandenen Symmetrie von fa....dy 


unmdglich zu sein. 
45) Diese kovarianten Ableitungen sind in [5], 8. 154ff. definiert. 
6) Wegen (8.11), (8.12), (8.13) ist namlich die Anzahl aller nichtverschwindenden 


To 
Invarianten der V» gleich ¥ d,. 
t=] 
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existierte jedenfalls ein linearer Raum L, im EZ, der Dimension e, welcher die 
V,, ganz enthielte. Nach Definition der Schmiegriume S, der V,, ergibt sich 
leicht, daB jetzt auch alle Schmiegriume der V,, in L,, also insbesondere S,, 


in L, enthalten wiren. Dies hat aber Dim S,,= x d,<e zur Folge, was mit 
tT=1 


der Annahme 5’ d,> e einen Widerspruch ergibt. Damit ist schon (9.1) be- 
t=I1 
wiesen. w.z.b.w. 

Korollar: Hine lineare (ebene) Mannigfaltigkeit V,, im E,, ist durch das 
Verschwinden aller ihrer nichtirivialen Invarianten charakterisiert. 

Wir wollen nun Zusammenhinge zwischen den Invarianten von Unter- 
mannigfaltigkeiten V,,- einer im EZ, gegebenen V,,(1 < m’< m) und den In- 
varianten von V,, selbst untersuchen. Dabei ist zunichst klar, daB man fiir 
eine ganz beliebig in der V,, liegende V,,. keine allgemeingiiltige Beziehung 
zwischen den Invarianten von V,, und V,,- erwarten kann. Dies zeigt uns 
namlich Satz 16 fir den Fall V,,= £,,= EZ,,. Wir spezialisieren uns aus diesem 
Grunde auf die sog. ,,c-normalen“ Untermannigfaltigkeiten der als hinreichend 
oft stetig differenzierbar vorausgesetzten V,,. Eine in der V,, liegende, hin- 
reichend oft stetig differenzierbare V,,, heiBe hierbei o-normal, wenn fiir den 
Normalenraum N, der V,, und den Normalenraum N; der V,,- (jeweils in bezug 
auf den Einbettungsraum £,, betrachtet) in jedem Punkt der V,,: 


(9.3) NicN, 


gilt, wobei o irgendeine Zahl zwischen 1 und dem Minimum rt, der Anzahlen 
t, bzw. to aller eigentlichen Normalenriume von V,, bzw. von V,,, sei*’). 

So ist z. B. eine in bezug auf V,, ¢ Z,, total geodiitische V,,-**) 2-normal 
in der V,,. (Dies ist etwa bei einer Geraden auf einem einschaligen Hyper- 
boloid des dreidimensionalen Raums oder bei dem Schnitt einer Hyperkugel 
mit einem durch ihren Mittelpunkt gehenden linearen Raum der Fall.) Para- 
metrisiert man namlich die V,, derart, daB die V,,- durch wu” +! = --- = u™=0 
gegeben wird, so ist eine totalgeoditische V,,- durch I@,(u“, 0) = 
(m’+ 1s asm; 1 <b’,c’, d's m’) charakterisiert, woraus wegen den sich 
durch Vergleich von § 3, (3.23) und 4 4) — Ableitungsgleichungen 

arb Toe tet +S Ave (LSB, e' Sm’) 
der V,, folgt: Nz ¢ N,*). Andererseits ist senna auch die Erzeugende 
x(u* ) der (hinreichend oft differenzierbaren) zylindrischen m’-Torse 


r(u*)=x(u")+ DS wtbdz 
a=m’+1 
mit 
= const.; bbz = 68; 5 





(lsa’,b' sm’; m'+1<4,6<m) 


7) Trivialerweise ist also pf Uitamnsanighigh Vim der Vm 1-normal in Vp. 
‘*) Zur Definition einer totalgeoditischen Untermannigfaltigkeit vgl. [6), “ 184. 
totalgeodatisc 


**) Umgekehrt ist auch jede in V,, 2-normale V in der Vm 
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t-normal in dieser Torse (tr = 1, 2, .. ., t)), denn hier gilt sogar N} = N, fir 
1<tS%%,. 

Wir beweisen nun: 

Satz 19. ; 

Vor.: Es sei V,, eine (hinreichend oft stetig differenzierbare) m-dimensionale 
Mannigjaltigkeit des E,, mit den eigentlichen Normalenriumen N, (1 < t S t,) 
und mit d, = Dim N,. V,,enthalte eine (ebenfalls hinreichend oft stetig differenzier- 
bare) o-normale, m'-dimensionale Mannigfaltigkeit V,,, (1 << m'<m) mit den 
eigentlichen Normalenriiumen N{(1 St S to) und mit d} = Dim N}. AuBerdem 


seien die nichtverschwindenden Invarianten von V,, bzw. von V,,- mit E 


(A, = 1,2,...,d,; lStSt») bzw. mit f (A, = 1,2,...,d{; lS tS 14) bezeichnet. 
Beh.: Dann ist fiir alle Punkte der V,, 


o 


(9.4) i. F’ Ee .. E's 


_ a 
1si,<i<-<iisds" Ye 1S4 <i <iyisdg 4 
(a4, = 1, 2,..., a5) 


Gilt bei einer dieser Ungleichungen das Gleichheitszeichen, so gilt es auch fiir alle 
Ungleichungen, und es ist auBerdem Ni = N,. In diesem Fall wird also insbe- 
sondere wegen (8.10): 


“Ryo 
ots 


R50 
fer | ). 


f’=£ (A, = 1,2,...,4,) 
fiir alle Punkte der V,,.. 
Beweis: Wir denken uns zunichst wegen der Voraussetzung (9.3) die 


Basisvektoren von N, so gewahlit, daB die Basisvektoren Hy von N; einen Teil 
der Basisvektoren n von N, bilden, daB also etwa 


(9.5) n=3B (a2 = 1,2,...,d%) 
fir alle Punkte von V,,: ist. Weiter werde die V,,- auf der durch r(u*) ge- 
gebenen V,, durch w™+!=---=w"=0 dargestellt, und die Parameter u* 


seien auBerdem noch so spezialisiert, daB fiir einen willkiirlich auf der V,,, 
gewihlten Punkt P,: 


or or 
(9.6) Jar(Po)= Due (Po) rr (P.)= 
gilt. Unser Ziel ist, (9.4) fiir den Punkt P, zu beweisen. 1 a wir nun 
. Cans or 
dazu die Projektion von a oe auf WN, (in S,) mit —~— 0% ae | und die 
or - 


Projektion desselben Vektors auf N/ (in S%) mit 





du”... du” * 


“a 


ar: dg ” 
ar gener 4 lee Ae « 
au” ... au = 2 ha. 
Me 


5°) Dies ist fiir o = 1 nach (8.11) trivial. 
Math. Ann. 132 











or Labs do 1 
but... du | mei 
in Verbindung mit (9.5) und der Tatsache, daB 

wr wr 


au”... du” au”... au” | 
No Ne 








ist : 
9.7) a...25(Pa = fas...ag(Po) (1Saj,...,0, Sm’; H=1,2,...,dy). 


Damit erhalten wir nach der Definition unserer Invarianten von V,, und V,,,- 
wegen (8.9) und (9.6): 


| & (Pa) «= <W (Pe) 





E(P,)...B(P,) = 
do 

















1st<-< ig Se 1si4,<-+*<igg Sdo : 
By W (Po) +, ue (Pa 
m m 
(9.8) | = (fe:---40(Pe))* eee 2 = Aay...ag(Po) Aa, ...ag(Po) 
@,,--.@g=1\% @;,...@g=1 4% "% 
Yeh K tags ™ : 
le © gir to (Pe) fr... Pa)-- Eo (de <a (Ps))* 
sowie analog 
E'(P,)... BE’ (Po) - 
Isic: <insds 
i cb 
(9.9) , Ens (48-0 (Pod)*-- ZA Ati co (Po) ai... (Po) 
Isic “Sig sas - 


- 
 Aai---ao (Po) Aai...ag(Po)...  E _ | (;Aai...aa (Pod)* 
@j,...@g=1'% a @}j,....€6=1 \"% 

Entwickeln wir nun die auf den rechten Seiten von (9.8) und (9.9) 
stehenden Determinanten nach dem _ verallgemeinerten Determinanten- 
multiplikationssatz, so zeigt sich, daB die rechte Seite von (9.8) alle Summanden 
der rechten Seite von (9.9) enthalt, wozu noch zusitzlich die Quadrate aller 
derjenigen 4;-reihigen Unterdeterminanten der Matrix (Aa,...0(Po)) hinzu- 
kommen, bei welchen mindestens ein Zeilenindex A, gréBer als d, ist oder bei 
welchen mindestens ein Spaltenindex a,...a, ein a, > m’ enthalt (1 < 9 <a). 
Es ist also in der Tat 


E(P,).. J (Po) 2 2 B’(P;).. B (Po 


Ist<<igsds* 1st<<insds © 
‘a <4, 4) 
und das Gleichheitszeichen kann hierbei dann und nur dann gelten, wenn alle 
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der eben angegebenen Unterdeterminanten Null sind. In diesem Fall mu8 
notwendig d, = d,, d.h. N, = N, sein, da andernfalls alle maximalen Unter- 
determinanten der aus den Vektoren 
A. .:.a (Feo. A P,), ..+ P. ~ = fest! 

a Aayjte (Pos | Ary sstg(Pabr +s flnnuta (Po) (de = fest!) 
gebildeten Matrix verschwinden wiirden, d.h. diese Vektoren linear abhingig 
sein miBten, was mit (8.7) einen Widerspruch ergeben wiirde. AuBerdem folgt 
in diesem Fall aus dem Verschwinden aller A,-reihigen Unterdeterminanten von 
(Aa....0g(Po)), bei denen mindestens ein Spaltenindex a,...a, ein a, > m’ 
enthalt (1 < @ <a), die lineare Abhingigkeit des Spaltenvektors 


{4a,...05 (Po), Aa,...ag (Po), adhd +» fa,...0g(Po)} 


mit diesem Spaltenindex von je 4, — 1, also um so mehr von je d, — 1 Vektoren 
aus einer wegén (8.7) und (9.7) sicher existierenden Menge von d, = d‘, linear 
unabhingigen Spaltenvektoren der Matrix (Ai... ag (Po). Dies bedeutet 
anschaulich gesprochen, daB der angegebene Spaltenvektor in allen denjenigen 
Hyperebenen des d,-dimensionalen affinen Raums liegt, welche durch den 
Nullpunkt dieses Raums gehen und von je d,— 1 der d, linear unabhingigen 
Spaltenvektoren von (Aai...0e (Po)) aufgespannt werden. Der Durchschnitt 
aller dieser Hyperebenen ist aber ein Punkt allein, was fia,...09(Po) =0 


(A,= 1,2,...,d,) fiir den Fall zur Folge hat, daB hierbei ein a,>m’ ist 
(1S osc). Daraus ergibt sich nun unter Benutzung von (9.7): 


JW: (Po) = ,W (Po), dh. wegen (8.10) £' (Po) = E (Po) (Aor fo= 1,2, -- +») 


womit im Falle der Gleichheit bei einer Ungleichung von (9.4) auch die Gleich- 
heit bei allen Ungleichungen (9.4) und damit die ganze Behauptung von Satz 19 
erwiesen ist, w.z.b.w. 

Wir bemerken noch, daB z. B. fiir den auf S. 240 behandelten Fall der 
Erzeugenden V,, einer zylindrischen m’-Torse V,, tatsichlich in (9.4) fiir 
jedes o > 1 iiberall das Gleichheitszeichen steht"). 

Es soll jetzt die Differenz e—e’ der Einbettungszahlen e und e’ einer V,,, 
im £,, und einer in V,, enthaltenen Untermannigfaltigkeit V,,, abgeschitzt 
werden. Wir beschriinken uns dabei auf total geodiitische V,,, der V,,. Dann 
besteht der folgende Zusammenhang zwischen e—e’ und den Invarianten 
von V,, und V,,’: 

Satz 20: Die Giiltigkeit der Beziehung 


a% 2 ad, 2 
(9.10) Dd Eur, = £ (u* ,0)*) (lsa’sm’) 
wa1* a=" 





8) Natiirlich kann in (9.4) wegen d; = m’ < m-= d, fiiro = I niemals ein Gleichheits- 
zeichen auftreten, was man auch direkt mit Hilfe von (8.11) bestatigt. 
52) Nach Satz 19 geniigt es hier auch, die Gleichheit entsprechender anderer elementar- 


2 2 
symmetrischer Funktionen der Fe", 0) bzw. der ed (u®’, 0) vorauszusetzen. 
17* 
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ist eine hinreichende, wenn auch keineswegs notwendige Bedingung fiir das Be- 
stehen der Ungleichung 


(9.11) e—e’>m—*m’ 
fiir die Einbettungszahlen e und e’ einer zweimal stetig differenzierbaren V,,, im E,, 
und einer durch u™'+!— --- = u™= 0 gegebenen, totalgeoditischen Untermannig- 


faltigkeit V,,- der V.,. 
Beweis: Wir kénnen uns zunichst die Parameter u* der V,, und die 
Vektoren n so gewahlit denken, daB die Beziehungen 


(9.12) gar (u*, 0) = d% 

und 

(9.13) Ar(u*, 0) = 62 (m'+1sa4<m; 4,=1,2,...,d,) 
bestehen. Durch eine Parametersubstitution der Form 

(9.14) u* = U* (Py, u’), wa= ue 


1aBt sich ferner wegen (9.12) erreichen, da8 fiir einen beliebig gewihlten 
Punkt P, der V,,: 


Gav (Po) _ 4 


gilt. Aus der vorausgesetzten Gleichung (9.10) folgt nun, da V,,- als total- 
geodatische Mannigfaltigkeit 2-normal in der zweimal stetig differenzierbaren 
V, gelegen ist, nach dem Beweisgang von Satz 19 unter Beriicksichtigung 
von (9.13): 


m 1 1 
Jaw (Po) - x _ fa (Po) A Hy’ (Po) = fv (Po) =O (Ag=1,2,...,d,). 


Wegen des tensoriellen Verhaltens von Hy (P,) bei Riickgingigmachung der 
Substitution (9.14) ist dann aber auch ganz allgemein : 


(9.15) Hye =0 (lsa’,b' sm’; m'+1<a<m;/,=1,2,...,d,), 


weil P, ja beliebig auf der V,,, gewahlt war. 
Weiter ergibt sich aus - Tatsache, da8 V,,- 2-normal in V,, gelegen ist 





an 
und daB sich der Vektor = p(w", 0) von 8, nach (8.21) in der Form 
1 
an m 1 m . qd, 1 4 
= Ty’ n+ » Hy 
dub oy ea H+ 2 1 A a = cA, 4: 


darstellen laBt : 


1 1 
(9.16) Ty (u*, 0) =— J'v (u*, 0) =0 (1 <a’,b’,c' < m';m'+ 1<4<m). 
ca ac 





ae 


ee one ft fees fee 


___  * —_— sir tee foe 


ee ee, es ee Oo ee ee es leet ee et Ol OP 


gums fp 








Das Problem von Cauchy in der mehrdimensionalen Differentialgeometrie. III 245 


Jetzt wird wegen (8.21), (9.15) und (9.16): 


1 

au 

sor (u, 0) = by Bout, OB (u", 0) (m’'+1<a@<m), 
c=m'+14 


und damit istnach §2, Hilfssatz 3 der von den m—m’ Vektoren 0 aufgespannte 
a 


lineare Raum fiir alle Punkte der V,,- konstant. Dieser Raum ist zu dem 
linearen Teilraum L, des E£,, in welchen V,, nach Voraussetzung eingebettet 
werden kann, parallel und andererseits zu Nj orthogonal, woraus ahnlich wie 
beim Beweis von Satz 18 wie behauptet e’ < e — (m — m’) oder e—e’ => m— m’ 
folgt. 

Das Beispiel eines GroBkreises auf der Einheitskugel zeigt endlich, daB 
ee \ whee macarons m’=1l,e= 3, e’=2 


und Nj = Ny, aber 5? f — Lund 5 f= 2. w.z.b.w. 
a= 


Der eben Lohse Satz enthilt als Spezialfall die Tatsache, daB jede 
geodiatische Linie einer Fliche des dreidimensionalen Raums notwendig eben 
ist, bei welcher das Quadrat ihrer Kurvenkriimmung gleich der doppelten 
CasoratTI-Kriimmung der Flache ist™). Wir erwihnen zum SchluB, daB in 
(9.11) z. B. dann das Gleichheitszeichen steht, wenn neben (9.10) noch d3 = ds, 
d,=d,,...,d,,=d,, gilt (t)»= Anzahl der eigentlichen Normalenriume der 
V,,), wie dies etwa bei der Erzeugenden einer zylindrischen Torse der Fall ist. 
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58) Man sieht dies ohne weiteres ein, wenn man bedenkt, daB eine solche geoditische 
Linie gleichzeitig Kriimmungslinie der Flache sein mu8. 
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Uber einen Satz von L. E. Dickson. II 


Von 


Hans-Joacnim Kanowp in Braunschweig 


Wir beziehen uns in dieser Arbeit auf Teil I [1], der kurz mit I zitiert wird. 
Das Ziel dieses zweiten Teils soll sein, den am Schlu8 von I als Vermutung 
ausgesprochenen Satz 6 vollsténdig und in einer verallgemeinerten Gestalt 
zu beweisen. Ferner sollen aus diesem Satz einige Folgerungen hergeleitet 
werden. 

§1 

Wir wollen zunachst mit Hilfe eines bekannten Satzes von A. Tuvuk (vgl. [3]. 
insbesondere auch die dort gestellte Ubungsaufgabe) einen Hilfssatz beweisen, 
der spiter als Grundlage fiir weitere Uberlegungen dienen wird. 

Hilfssatz. Es sollen a,b, x, y natiirliche Zahlen bedeuten; a und b seien fest 
gegeben und sollen 1 < a < b erfiillen. Dann besitzt die Gleichung 


(1) l+as+a®?s+---+at-1=14+604684+---+ 59-1 


nur endlich viele Lésungen x, y. 
Beweis. Die Gleichung (1) ist gleichbedeutend mit 


(2) a*(b — 1) — b*(a — 1) = 6b —a. 

Ist 

(3) x=r(mod3); y=s(mod 3), 

so kénnen wir 0 < r,s < 2 annehmen. Wir setzen ferner 

(4) ai =X; 63 =¥; a(b-1)=A,; b(a—-1)=B,. 
Dann nimmt (2) die Gestalt 

(5) A,X*— B,Y2=b-a>0 


an. Nach dem erwahnten Satz von Tuur und der daran anschlieBenden 
Ubungsaufgabe geniigt es zu zeigen, daB 


f(z) B, 
© ~ eo hes 


nicht die dritte Potenz eines Polynoms ersten Grades mit rationalen Koeffi- 
zienten sein kann, um die Richtigkeit unseres Hilfssatzes nachzuweisen. Ist 


aber R eine beliebige rationale Zahl, so ist immer (z — R)* + 2? — 2, weil 


nach unseren Voraussetzungen B, + 0 ist. 
§2 
Wir wollen nun darangehen, die in I begonnenen Untersuchungen zu ver- 
allgemeinern, zu verschiirfen und zu einem gewissen Abschlu8 zu bringen. 








a ay 


e 


—_ — oO, ~*~ 


_~ 
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Wir formulieren dazu den folgenden Satz 1, der eine Verallgemeinerung von I, 
Satz 6 darstellt. 

Satz 1. Es sollen k, n, N, r, Z natiirliche Zahlen bedeuten; mit Ausnahme 
von n seien alle fest gegeben, wobei wir noch o. B.d. A. (N,Z) = 1 annehmen. 
Es sei V(n) die Anzahl der verschiedenen Primteiler von n und o,(n) = 5; d’. 


din 
Dann gilt: Es gibt dann und nur dann unendlich viele n, die 





ay “Am) _ % und b) V(n) = 
geniigen, wenn alle vier folgenden Bedingungen erfiillt sind: 
a) r=l; B) Z = 0 (mod 2); 


y) es gibt mindestens eine ungerade Zahl m, die 
ole) _ si) = — und V(m)=k — 2 geniigt; 

6) es gibt unendlich viele gerade vollkommene Zahlen. In jedem Fall gibt es 
nur héchstens endlich viele n, die a) und b) geniigen und nicht die Gestalt n=m - v 
besitzen, wobei (m,v) = 1 gilt und v eine gerade vollkommene Zahl bedeutet, von der wir 
noch annehmen kénnen, da sie oberhalb einer beliebig vorgegebenen Schranke S 
gelegen ist. 

Beweis. Wir nehmen an, es gibe eine Folge von unendlich vielen paar- 
weise verschiedenen natiirlichen Zahlen n,(o = 1, 2,3, ...), die alle die Be- 
dingungen a) und b) aus Satz 1 erfiillen. Wir bezeichnen 


k 
1 
7 = mex =| ee ee —— , 
(7) No IT | + a +set + en? 
Es ist 
1 
(8) +5 S ben <l+ 3 -T- 


Wir wihlen, wie in I, aus {n,} geeignete Teilfolgen aus und erhalten schlieBlich 
die Folge {n{*} mit 


(9) (P+kh, far x=—1,...,k. 

Ferner ist wieder fiir alle n{* und x =1,..., k 

(10) {® =h, + €,, mit lim e,, =0. 
e-7ae 


SchlieBlich erhalten wir 
(11) 


|S 


k 
_ IT h, 
x=] 
Genau wie in I, §3 gelangen wir zu einer Einteilung der h, in drei Klassen, 
die folgendermaBen gekennzeichnet sind: Klasse I enthalt die h, mit 
(12) h,=1; Dep >®3  &, > 0. 
Klasse II enthalt die h, mit 


1 


(13) h,=1lt+S+5- Fe°* + oars 


= 
wobei ¢,, = 0 ist und p, « von g unabhiingig sind. 
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Klasse III enthialt die h, mit 





(14) A, = 1 +> z= > €x<0, p unabhiangig von 0. 
Aus der Bedingung a) von * 1 sowie (10) und (11) erhalten wir jetzt 
(15) 5 _ st). If} = IT (hs +0) = IT hy. 

N (ny a=] =1 . ” x=l1 . 


Wir lassen’ von nun an der Einfachheit halber wieder die oberen Indizes (k) 
fort, denken uns g hinreichend gro8 (was spiter noch genauer erklart werden 
soll) und kennzeichnen die h, bzw. ¢,, aus den drei Klassen I, II, III mit 
einer entsprechenden Anzahl von oberen Strichen. Die Anzahlen in den ein- 
zelnen Klassen seien wieder a, 6 und c. Damit k6nnen wir (15) in der folgenden 
Gestalt schreiben : 














Zo py Mt et + ee 4 (1 + met -** + me") 
(16) . a Pos" fl, al 
ko (lL + pets + pte’) at : Py 
x - - hy: = 
oF 7 Zt, idee P, —1 


Wir beachten jetzt, daB die Beziehungen 
lim p,,=co fir l1sxsa; 


l eo 
(17) lim «,,=oco fira+b+1lsx<sk 

eo 
gelten, wahrend die p, bzw. die «, von o unabhingig sind fir a+lsx<sk 
bzw. a+1<x<a+56. Wir bemerken, daB in (16) noch die Méglichkeit 
offengelassen ist, daB eine der Zahlen a, b, c gleich Null ist. Dann ist das ent- 
sprechende Produkt durch 1 zu ersetzen. Wir beachten, dab 


a+b 1+pet+ sss + pa’ a+b 





(18) Il ; = [J hy 

x=a+l1 | x=a+1 
ist, andern wie in I, (55) die Bezeichnungen um, indem wir statt p, 4543, .- -, Pe 
jetzt q,,...,q, und statt a, .++1,-- +» Xp, jetzt B,,,..., B,, schreiben, und 


erhalten so aus (16) und (17) 


a ce 
IT (1 + #%, +--+ + 9a") IT (ger* ”— 1) 
(19) x=1 y=1 
= [1 ve" - Tage; lim ~,,=0 fir y=l,...,¢ 
x=1 eco 
§3 

Der weitere Beweis von Satz 1 besteht jetzt im wesentlichen in einer 
Diskussion von (19), wobei der Hilfssatz aus § 1 entscheidend benutzt werden 
soll. Zunachst fiihren wir die Abkiirzungen 
l+g,+@+---+q7=Q,,; 
1+ qrev*? + qfer*) + oo 2 qr —R 


(20) 


ey 








KF re 
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ein. Weil die g, von 9 unabhingige, feste Primzahlen sind, kénnen wir nach 
dem Hilfssatz aus § 1 nun g so groB wihlen, daB die Ausdriicke Q,,,.. ., Q,, 
fiir ein festes 9 paarweise verschieden sind. Wir denken uns solch ein g heraus- 
gegriffen und wollen jetzt zur Vereinfachung auch die Indizes 9 fortlassen. 
Durch eventuelle Umnumerierung kénnen wir ferner erreichen, daB fiir a > 1 
bzw.c>1 


(21) Pix Po<***<Po baw. << --'< Q, 
gilt. Nun sieht (19) so aus: 


(22) IT ( + p+ pet +++ + pie’) IT (4, —1)Q,R,= [] pv" IT ar". 
«= y= on 


«<1 
Wegen (17) und (19) kénnen wir dabei annehmen, da alle p, und #, gréBer 
als eine beliebig vorgegebene Schranke sind. Wie friiher gezeigt wurde [2], 
folgt aus Satzen tiber Kreisteilungspolynome, da8 jedes Q,, stets mindestens 
durch eine der Primzahlen p:, teilbar sein muB. Es sei nun 


(23) Pi< Po <***< Py< Pi < Posi<***< Poi n< M< <*''< Da; 
Q1< Q< +++ < Q< PIS Bsi<-: *<Qi45< PIS Qissa1< <Q, 
wobei wir fiir h, i,j auch den Wert Null zulassen. 
Aus (20) und (22) ergibt sich 
(24) it(1+++3 me 


x=] 








“+ ae) = (+ a —GE)) GS Ry 


y=1 

Wir bemerken, da8 wir ac > 0 annehmen diirfen, weil alle n, paarweise ver- 
schieden sein sollten. Wie in I, §8 kénnen wir zeigen, daB jede der Zahlen 
Q,,..-, Q; gleich einem p, (wegen (23) mit 1 < x Sg) sein muB. Die Zahlen 
Qi+1 +--+» Qg+5 sind entweder gleich einem p, (wegen (23) mitg+1sax<s 
<g +h) oder gleich einem Produkt von zwei (gleichen oder verschiedenen) 
Pp, (wegen (23) mit 1 < x < g) oder, falls 8, + 1 keine Primzahl ist (dann mu8 
B,+ 1 das Doppelte einer Primzahl sein fir i+ 1 < y Si +), gleich (1 + 
+ 4,) Px Pp, mit 1S x<Asg. Im letzten Fall hat Q, die Gestalt 


(25) Q,= (1+ 9) me Pa=(1+9,)(1+@+a+---+¢"") 

Nach dem Hilfssatz aus §1 kann es nun nicht vorkommen, daB fiiri+1<y, 
6< i+) zu zwei verschiedenen Q,, Q, die gleiche Kombination p, p, gehéren 
kann, derart, daB p,p, sowohl Teiler von Q, als auch von Q, ist. Jetzt schitzen 
wir die rechte Seite von (24) nach oben ab. Aus den soeben durchgefiihrten 
Uberlegungen ergibt sich 

i 


HT (\+@=hee)s 1 (1+ Gane) 


y=1 
H+ amie) § (+ qe) s (+ x) * 


(26) oT, e+ a) 
HH, (i+ wahee) =, IT (+5) <1+ . 
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Somit erhalten wir | 


(1+ @=neR) (1+ Gam) (+): TT (1+) 


1 1 +) 
(27) x A, ('+ a) 5 (1+ Gana) (+ nm)” 
gt+h 


x TT (1+) Ih (t+ er): 


y=2 x=1 


lA 








wobei wir beachten, daB i < g sein muB. 
Ist g, >2, so ergibt sich ein Widerspruch nach (24) bis (27) aus der Un- 


gleichung 
~ 1 = 1 
4 




















8) (1+ ghz) (0+ G2) (0+ 4) (42). (14 44) s 
+h 
(1+ s%)(0+ 2”) T(r+4), 





§4 
Wir kénnen von nun an bei unserem Beweis 
(30) = 2 
voraussetzen. Jetzt wollen wir zunichst zeigen, daB 
(31) +>0 
sein mu8. Wire i = 0, so erhielten wir aus (23) und (24) den Widerspruch 
1 1 \e c+l 1 
(32) 1+ ss (144) <1+ a <1l+ +. 
Aus (30) und (31) folgt 
(33) 14+24+2%4+---42%-Q=p, (lsx Sg). 


Das bedeutet, daB fir hinreichend groBes'p die Zahl n, immer eine (groBe) 
Mersennesche Primzahl als Teiler besitzen mu8B. Aus (26), (30) und (31) ge- 
winnen wir die schirferen Abschatzungen 

1 (1+ pa )s(1+=) I (l+55): 

FAV @-DGE, m) Nt am] 


(34) i+j 1 


1 o+8 1 
teaatan) «ff (+a), (0+ abs) 
ALAA *@—DGR, _ * om teice " mai) 








e) 
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die zu 
(1+5-+ +3) IT (1+ 3) 5 
. h 
= s(1+ az) (1+ + H (t+3%),_ 17, (1+ ma) 
+h 
= +2) (04592) (1 ap) t+ ay) at (4 $2) 





fiihren. Daraus ersehen wir, daB 
sein muB. Ware nun Q, >?p,, so wire statt (34) und (35) 




















: l 18 1 
II (1+ Gane) = (1+) I (+35, ; 

= 1 1\°t* 1 g g+1 c+l1 

(37) I (1+) 8 (1+ 5) ff, (1+ aya) HT (1+ tam) (1+ pi 
(g+1) e+1\ 75 pk 

s (1+) (1+ Ser) UH, (+ 52)» 

also auch 
sas oo) e+1 

(38) 1+ -s(1+ or) \i + 37) 
giiltig, was aber bei groBen p, einen Widerspruch darstellt. Also mub 
(39) 14242%4---4%Mo Q=p, 


sein. Mit Hilfe von (22) und (36) ergibt sich daraus fiir r= 1 


a ce 
Qh +h TTL + Pet Pat <** + PE): PL* IT, — 1) Q 
y= 


(40) a , 
= py: ID pe 2"**- IT a'y*. 
a=2 y=2 


Es muB dann c= a= 1 sein. Damit ist die Richtigkeit von Satz 1 fir r= 1 
bewiesen. 


§ 5 
Wir nehmen jetzt 
(41) r>l1 
an. Wire Q,,= pj, so hiitten wir nach (39) 
(42) Ligtats + Gy = (2%+1— 1), 


woraus wir 
(43) Gy (1 + gy ++ * + G1) = 2h 48 (2P: — 1) 
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erhielten. Aus dieser Gleichung leiten wir jetzt einen Widerspruch her. Denn 
sei 2 | 1 + g,; 2*1 41+ q,, 80 folgt aus (43) 


qy (1 + 9,) (1 + 93) (1+ gt) == (1+ ge?) | 242 (2% — 1); 
get SF < gah t8—% — oep+e, 


7 
Nun kénnen wir annehmen, daB f,+3—¢>“++ ist. Dann ist die Un- 


gleichung von (44) sicher falsch fiir hinreichend groBe f,. Also ist 


(44) 


(45) Q, + pt. 
Sei jetzt 
(46) Pris Po<*** < Por < Pi Pe < Po’ +13 


Pr= A< Q2< +++ < QOp< Pe S Qvr +2 
so erhalten wir 


ce 


Hi (1+ aaa) <(1+ 5%) JO t+ 3%), HT, (1+ a) 


(47) y=1 ¥¢ . via a ' 
c+ 
< (1+ x)(1+ am) (1+ kx) I, (1+ a) <I (1+ x) 


womit Satz 1 auch fiir r > 1 bewiesen ist. 
§6 
Wir wollen nun einige Folgerungen aus Satz 1 herleiten. Dazu erklairen 


wir zunichst die Menge %(Ky, N,) als die Menge, die genau aus den natiir- 
lichen Zahlen n besteht, welche die beiden Bedingungen 


o,{n) Z : : 
(48) a) — mit (Z,N)=1 und NEeN,j; 
b) Vin) s £y 


mit vorgegebenen natiirlichen Zahlen N,, K, erfiillen, wobei wir fiir r alle natiir- 
lichen Zahlen zulassen. Es bezeichne A(Ky, No, z) die Anzahl der 
n€EN(Ko, No), nS x. Nico, Ng) soll die Menge aller n bedeuten, welche die 
Bedingung (48), a) erfiillen. A(co, No, x) sei sinngemaéB wie oben erkiart. 
Wir bemerken jetzt, daB fiir n, r > 1 gilt 





1 o,(n 4 1 1 
wy REPL eed) 
< on) sfQ)=2<2. 
Aus (49) und (48), a) folgt 
(50) N<Z<2N22N,. 


Wir sehen daraus, daB rd nicht mehr als (3) verschiedene Werte annehmen 


kann. Die Ungleichung 1 + x < C(r) liefert auch fir r nur endlich viele 
0 
Méglichkeiten. 








n 
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Satz 2. Es ist A(K,, No, 2) =O (eter) 


Beweis. Sei zunichst r>1. Wie wir oben sahen, bestehen fiir r und = 
dann nur endlich viele Méglichkeiten. Nach Satz 1 existieren also nur end- 
lich viele Zahlen, die bei r > 1 die Bedingungen (48), a) und b) erfillen. Wir 
kénnen daher im weiteren Beweis r = 1 voraussetzen. Dann folgt aus 


a(n) Z 


(51) —— ae < Ky+1 
sofort 
(52) Z< N,(Ko+ 1). 


Die Anzahl der verschiedenen in Frage kommenden Zahlen + ist also wiederum 


endlich. Aus Satz 1 folgt ferner, daB es nur endlich viele ungerade Zahlen m 
geben kann, die die beiden Bedingungen 


(53) om) 5s Vim) < K,-2 


erfiillen. Daher ist A(Ko, No, x) kleiner als eine Konstante, multipliziert mit 
der Anzahl der geraden vollkommenen Zahlen < z. Das liefert den Beweis 
von Satz 2. 


§7 


Wir betrachten zum SchluB die Menge N(co, Ny). Es gilt 

Satz 3. Es ist A(co, No, x) = 0(2''***), bei beliebig vorgegebenem e > 0. 

Beweis. Nach § 6 brauchen wir nur solche n zu betrachten, fiir die V(n) = k 
gréBer als eine beliebig vorgegebene Zahl K, ist. Aus 


(54) n=pr...ptsz 

folgt zunichst fiir k die Abschitzung 

(55) BPR<kli<p,...p,.S 7; k+1< logz. 
Wir erhalten damit 


(56) = <k+1< logz. 


Die Anzahl der verschiedenen in Frage kommenden 5 ist also nach oben 
beschrankt durch 

(57) Nj (k + 1) < Nj logz. 

Wir greifen jetzt eine bestimmte rationale Zahl < heraus und halten sie fest. 


Wir denken uns die natiirlichen Zahlen » < z in zwei teilerfremde Faktoren 
zerlegt : 


K’ 
(58) n=] pr=n'-n"; (n’,n”) = 1, 
a=] 


wobei n’ gleich dem Produkt aller in n enthaltenen p™ mit «, > 1 sei. Dann 
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ist n” eine quadratfreie Zahl. Wir behaupten nun, da die Zuordnung 
(59) neon’ 


eineindeutig sei. DaB jedem n genau ein n’ entspricht, ist klar. Sei jetzt n 
gegeben und sei 








ma m= n'* ni’ < n= n n’: _ (n’, ni’* Ns'} = 1; 
(60) ohed SM Smee 501,28. 
——_— nit ™ Fi 

Die n;’ sind nach den obigen Ausfiihrungen quadratfrei. Es sei ferner 

(61) ni =h- nj"; (nj, no") = 1. 

Wir erhalten aus (60) und (61) 

(62) No,(n' h) o, (ni) = Z(n' hy ni” (¢ = 1, 2). 

Das liefert 

(63) l< om ) -_ or(ms_) . 
™ NN 

Daraus folgt wegen (61) 

(64) nj” |o,(n;”) (§=1, 2). 

Es muB also q 

m 4 

(65) ot A>] (=1,2) §& 

‘ 


sein, wobei A eine natiirliche Zahl bedeutet. Nach (49) ergibt sich ein Wider- 
spruch, wenn r > 1 ist. Fiir r= 1 erhalten wir den Widerspruch so: Es sei 


(66) Mm" = hGe---G. mit q<--*<%% 
die Primfaktorenzerlegung der quadratfreien Zahl n;". Aus (65) folgt 
(67) (L+q)(1+q)-..-(l+@)=2a.- 

o(n;’) 





Das fihrt zu g, = 2,¢. = q, = 3, A= 2. Aus na = 2 folgt aber n;"" = ny" = 6 
entgegen der Annahme (60). Damit ist die Richtigkeit von (59) gezeigt. Aus 
(57) und (59) ergibt sich 
(68) A (oo, No z)< Nj: logzx - A’(z), 

k 
wobei A’(x) die Anzahl der n’= IT p™ < x mit a, >1 fir x=1,..., k be- 


x=1 
deuten soll. Wir ordnen jetzt jedem n’ die Zahl 


k [% 
(69) w = [1 pl?) < ya's yz 
x=1 


zu. Diese Zuordnung ist zwar eindeutig, aber nicht mehr eineindeutig._ Zu 
einem w’ kénnen -ber nicht mehr als 2* verschiedene n’ gehéren. Ahnlich 
wie in (55) erhalten wir 


(70) "P< ze. 





7 
6 
wv 
§ 
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2 
Beachten wir, daB k > K,> 2‘ bei beliebig vorgegebenem ¢ > 0 angenommen 
werden kann, so folgt 


2\ 4, ag: &: 
(71) o—(9*) 2 <k *<2*. 
Daraus erhalten wir schlieBlich 


 £ eas 
(72) A (co, Ng, a) < N2-logz- x’ +2? mo(2? ), 
womit die Richtigkeit von Satz 3 bewiesen ist. 


Zusatz bei der Korrektur. Verf. trug u.a. iiber die vorliegende Arbeit auf dem IV. 
Osterreichischen Mathematikerkongre8 in Wien vor. In einem Brief vom 2. 10. 1956 
bemerkt Herr Tx. Skovem, daB der Hilfssatz aus § 1 bereits ohne Anwendung des Satzes 
von THUE aus einem Ergebnis von B. DeLaunay und T. Nace tu folgt, welches besagt, 
daB (5) nur endlich viele ganzzahlige Lésungen X, Y besitzt. 
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Filter mit endlichem Index 
und Linearformen auf Produkten R’ 


Von 


Max LANDSBERG in Dresden 


Einleitung und Ergebnisse 


Mit J bezeichnen wir im folgenden eine unendliche Menge. Abweichend 
von BourBakI verstehen wir unter einem Filter auf J ein nichtleeres System 
von Teilmengen von J, das mit A auch jedes X CJ mit X>A und mit A, B 
auch immer A /\ B enthalt. Wir nennen einen Filter ® eigentlich, wenn die 
leere Menge 8 nicht zu ® gehért. Offensichtlich gibt es genau einen un- 
eigentlichen Filter auf J, naimlich die Potenzmenge J(J) von J. Ein Filter ® 
wird als Ultrafilter bezeichnet, wenn fiir jedes X CJ entweder X € ® oder 
J —X€@ gilt. Insbesondere ist also die Potenzmenge B(/) ein Ultrafilter. 
Der Filter ® wird > Filter genannt, wenn fiir jede Folge (A,),.1.... von 


Filtermengen auch n A,, zu @ gehort. Alle X CJ mit endlichem J — X bilden 


den sog. hansbnaialindhi Filter von J. Einen Filter, der feiner als der 
charakteristische Filter ist, nennt man hypercharakteristisch. Der Filter ® 
heiBt prinzipal, wenn es ein J,C J gibt, so daB ® aus allen XCJ mit XDJ, 
besteht. Man sieht, daB der Ultrafilter Q(J) hypercharakteristisch und 
prinzipal ist. 

Wir sagen, daB ein Filter einen endlichen Index hat, wenn er mit dem 
Durchschnittsfilter von endlich vielen Ultrafiltern zusammenfillt. D(®) sei 
die Menge aller Ultrafilter, die den Filter ® enthalten. Man erkennt leicht, 
daB ein Filter ® genau dann einen endlichen Index besitzt, wenn D(®) endlich 
ist. Die Kardinalzahl von D(®) nennen wir den Index von @. Es ist klar, 
daB T(J) den Index 1 hat, waihrend jeder eigentliche Ultrafilter den Index 2 
besitzt. Ist ® kein Ultrafilter, so ist offenbar D(®) > 2. Ist ® eigentlich, 
so sei Q(®) das System aller XC J mit XA +0 (A € ®). Es wird Q(D(/)) 
= DB (J) gesetzt. 

Ein Filter ® ist nun genau dann von endlichem Index, wenn es endlich 
viele Ultrafilter gibt, deren Vereinigung mit Q(®) zusammenfiallt. Der 
Filter ® besitzt genau dann den Index n(n = 2, 3, . . .), wenn es in Q(®) n— 1 
paarweise fremde Elemente gibt, waihrend n Elemente aus Q(®) in keinem 
Fall paarweise fremd sind. Ist ® von endlichem Index, so ist ® genau dann 
prinzipal bzw. ein 6-Filter, wenn alle Ultrafilter aus D(®) prinzipal bzw. 
6-Filter sind. 

R sei der Koérper der reellen Zahlen. Das Produkt R’, d. h. den linearen 
Raum aller Abbildungen j-> x(j) von J in R, denken wir uns mit der tiblichen 
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Topologie versehen. RY ist dann ein lokalkonvexer Hausdorffraum. (R’)’ sei 
der duale Raum von RY, d.h. der lineare Raum aller stetigen Linearformen 
auf RY. Mit o wird das Nullelement von (R’)’ bezeichnet. Ist nun u + 0 eine 
Linearform auf RY, so sei ® {u} das System aller nichtleeren ACJ, fiir die 
aus x € RY, x(j) = 0(j € A) stets u(x) = 0 folgt. Es wird @ {o} = B(J) gesetzt. 
Fiir jede Linearform u auf RY ist ®{u} ein Filter auf J. Wir sagen kurz, 
daB die Linearform wu einen endlichen Index hat, wenn das fiir ®{u} gilt. 
Man erkennt leicht, daB fiir eine stetige Linearform u der zugehérige Filter 
®{u} von endlichem Index und prinzipal, also auch ein 6-Filter ist. Ist (R’), 
die Menge aller Linearformen auf RY, deren zugehériger Filter von endlichem 
Index und zugleich ein 6-Filter ist, so ist also (R’)’ c (R’),. 

Eine Linearform u auf RY ist nun genau dann stetig, wenn der Filter 
@{u} eine endliche Menge enthalt. Eine Linearform u mit einem endlichen 
Index ist genau dann stetig, wenn alle Ultrafilter aus D(®{u}) prinzipal sind. 
Genau dann fallt (RY), mit (R’)’ zusammen, wenn jeder Ultrafilter auf J, 
der ein 6-Filter ist, prinzipal ist. 


§ 1. Filter von endlichem Index 

Bemerkung 1. Ein Filter ® ist genau dann von endlichem Index (s. Ein- 
leitung), wenn D(®) endlich ist. 

Beweis. Wir kénnen @ als eigentlich voraussetzen. a) Bekanntlich ist 
jeder Filter der Durchschnittsfilter aller ihn enthaltenden Ultrafilter. Ist also 
D(®) endlich, so ist ® nach der oben gegebenen Definition von endlichem 
Index. 

b) @ besitze einen endlichen Index. Es gibt dann eine Menge U = {¥,,,...,'¥,,} 


von eigentlichen Ultrafiltern mit U Y¥,=@. Y sei ein eigentlicher Ultra- 
k=1 

filter, der Oberfilter von @ ist.  ¢ U soll gezeigt werden. Wir nehmen an, 

daB Y mit keinem Y,(k = 1, 2, ..., m) identisch ist. Es gibt dann zu jedem 


kein A,¢ ¥ mit A, ¢ Y,. Setzt man M A,= A, so gehért A zu Y und J—A 
k=1 


zu allen Y,. Also gilt J—A € n had @ und damit auch J—Aécé VW. Ac ¥, 
J —A € ¥ ist aber beim Ginaitahad Filter Y nicht méglich. WY gehért doch 


zu U, es ist also D(®) = {P(J)} UU = {PiJ), %,..., Pa}. 
Der Teil b) des letzten Beweises enthilt 
Korollar 1. {¥,,..., %,} sei eine Menge von » eigentlichen Ultrafiltern. 


Ist ® der Durchschnittsfilter der V,.(k = 1, 2, ..., m), so ist 
D(®) = {Di(J), Y, ss fae 


Satz 1. Hin Filter ® ist genau dann von endlichem Index, wenn es endlich 
viele Ultrafilter gibt, deren Vereinigung mit Q(®) (s. Einleitung) zusammenfallt. 
Beweis. Wir kénnen @ als a: annehmen. a) U={¥%,..., P,} 


sei eine Menge von n Ultrafiltern mit u Y.= Q(D). Wegen 8 ¢ Q(®) ist 
=1 
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PB(J)¢U, die PV, (k = 1, 2,..., ) sind also alle eigentlich. Wir zeigen zu- 


n 
nichst @c f V,. Essei A ein Element von @, das nicht zu einem gewissen VY’, 
k=1 


gehért. Dann gehért J —A zu Y,, also auch zu Q(®). Ac @D, J—A€ Q(D) 
ist aber wegen hs A)r\A = 8 beim eigentlichen Filter ® nicht méglich. 


Nun wird noch A Pec @ gezeigt. P gehére zu jedem Y,. Dann gehért J—P 


zu keinem vy, _ auch nicht zu Q(®). Es existiert daher ein A ¢ @ mit 
(J— P)”\A=89. Das bedeutet aber AC P, P ist somit ein Element des 
Filters ®. b) ®sei von endlichem index. Es gibt dren eine Menge { ¥,, . . .. Y,} 


von n eigentlichen Ultrafiltern mit A Y= ®. u YC Q(®) ist klar. Es sei 
k=1 


nun P ein Element von Q(®), das zu are Vik =1,2,..., ) gehért. 
Dann gehért J — P zu jedem Y,, also auch zu D®. J—P€@, P€ Q(®) ist 
aber wegen P -\ (J — P) = © beim eigentlichen Filter ® nicht méglich. Daher 


n 
gilt auch Q(®)c U V,. Der Teil b) des letzten Beweises enthilt 
k=1 


Korollar 2. {¥,,..., Y,} sei eine Menge von n eigentlichen Ultrafiltern. 
n 
Ist ® der Durchschnittsfilter der WY, (k = 1, 2,..., 2), so ist U P,.= Q(®). 
k=1 


Hilfssatz 1. ® sei ein Filter auf J. A, B seien Teilmengen von J mit 
Av Bé Q(®). Dann gehért A oder B zu Q(®). 

Beweis. Wir kénnen ® + 93(J) voraussetzen. Wir nehmen A ¢ Q(®) und 
B ¢ Q(®) an. Es gibt dann Elemente A’, B’¢ ® mit An A’= 8, Br B’=8. 
Dann ist aber (AU B)7\ A’ B’ = 9, was nicht méglich sein kann, da AV B 
nach Voraussetzung zu Q(®) gehért und A’ /\ B’ ein Element von @ ist. 

Bemerkung 2. @ sei ein Filter auf J. P,,..., P,, seien n paarweise fremde 
Elemente aus Q(®). n + 1 paarweise fremde Elemente soll es in Q(®) nicht 
geben. Mit Y wird das System aller XC J mit P,~ X € Q(®) bezeichnet. 
Dann ist ¥ ein .eigentlicher Ultrafilter aus Elementen von Q(®), der Ober- 
filter von @ ist. ° 


Beweis. Nach unseren Voraussetzungen ist ® +Q(J), d.h. @ ist eigent- 
lich. Offensichtlich gilt X + @ und X € Q(®) fiir jedes X ¢ YW. Wegen J ¢ V 
ist Y nicht leer. Man sieht, daB A ¢ VV, XC J, ACX stets X € VY nach sich 
zieht. Wir zeigen nun, daB aus A, Bc VY immer AX BE ¥ folgt. Wire 
nimlich A7\B kein Element von Y, so wiirde aus A/\ P,= A’€ Q(®), 
Bo P,= B’¢ Q(®) und aus Hilfssatz 1 folgen, daB A” = A’—(A/ B) und 
B’ = B’—(A~% B) zum System Q(®) gehéren. Dann gibt es aber im Gegen- 
satz zu den Voraussetzungen in Q(®) n +1 paarweise fremde Elemente, 
nimlich P,, P;,..., P,, A”, B’. ¥ ist also ein eigentlicher Filter, der nur 
aus Elementen von Q(®) besteht. Es sei nun Y eine Teilmenge von J mit 
Y ¢ ¥. Wir wollen J—Y ¢ ¥ zeigen. Y¢ Y bedeutet P,~ Y ¢ Q(®). Nach 
Hilfssatz 1 gehért P,~\(J—Y) zu Q(®), also gilt J—Ye WV. ¥ ist somit 
ein Ultrafilter. Es ist noch nachzuweisen, daB Y ein Oberfilter von @ ist. 
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Es sei A ein Element von ® mit A ¢ Y. Dann gehért J —A zu Y, also auch 
zu Q(®). Das ist aber wegen (J —A)/7\ A = @ nicht méglich. 

Bemerkung 3. Es sei ® ein Filter von endlichem Index und ¥ ein eigent- 
licher Ultrafilter aus D(®). Dann existiert ein P¢ Y, so daB VY aus allen 
XcJ mit PAX € Q(®) besteht. 

Beweis. Offenbar ist ® eigentlich. Nach den vorangegangenen Uber 
legungen ist D(®) von der Gestalt D(®) = {P(J), V,,..., %}, wo die 
Y,.(k = 1, 2,...,) eigentliche Ultrafilter sind. Man stellt leicht fest, daB 
es zu jedem Y, ein P,¢€ VY, gibt, so daB die P, paarweise fremd sind. Wegen 


n 
der aus Korollar 2 folgenden Beziehung U Y,= Q(®) kann es nicht n + 1 
t= 


1 
paarweise fremde Elemente in’ Q(®) geben. Alle XC J mit P,~ X € Q(®) 
bilden nach Bemerkung 2 einen eigentlichen Ultrafilter Y,, der Oberfilter 
von ®@ ist. WY; gehért zu D(®) und muB wegen P,¢ Yj mit Y, zusammen- 
fallen. Aus der Tatsache, daB Y mit (genau) einem ¥, identisch sein muB, 
folgt dann die Behauptung. 

Bemerkung 4. @ sei ein Filter auf J. P,,..., P,, seien n paarweise fremde 
Elemente aus Q(®). » + 1 paarweise fremde Elemente soll es in Q(®) nicht 
geben. Y,(k = 1, 2,...,) bezeichne das System aller XC J mit P, 1X € 


€Q(®). Dann ist N ¥,= @. 
k=1 
Beweis. Nach Bemerkung 2 ist jedes System ¥, ein eigentlicher Ultra- 
n 


filter, der Oberfilter von @ ist. Es ist also  Y,>@. Wir zeigen noch 
k=1 


nN Yc ®. Es gehére P zu jedem ¥,, also J — P zu keinem ¥Y,. Es gibt 
k=1 
dann zu jedem k ein gewisses A,€ ® mit (J — P)\ P,-\ A, = 9. Dann irt 
A=fNA, ein Element von @ mit (J— P)A ANP, =9(k=1,2,...,n). 
k=1 
(J — P)-\A kann wegen der letzten Beziehung nicht zu Q(®) gehéren, da 
dann im Gegensatz zu unseren Voraussetzungen n+ 1 paarweise fremde 
Elemente in Q(®) existieren wiirden, nimlich P,, P,,..., P,, (J — P)OA. 
Wegen (J — P) A ¢ Q(®) gibt es ein BED mit (J — P)X AN B=8. Das 
besagt aber, daB P das Element A /\ B aus @ enthiilt, also selbst zum Filter ® 
gehért. 

Satz 2. Lin Filter D besitzt genau dann den Index n (n = 2, 3,.. .), wenn es 
in Q(®) n— 1 paarweise fremde Elemente gibt, wiihrend n Elemente aus Q(®) 
in keinem Fall paarweise fremd sind. 

Beweis. a) P,,..., P,,, seien n — 1 paarweise fremde Elemente aus Q(®). 
n paarweise fremde Elemente soll es in Q(®) nicht geben. Y,(k = 1, 2,..., 
n — 1) bedeute das System aller X C J mit P, \ X € Q(@). Nach Bemerkung 2 
ist Y,, ein eigentlicher Ultrafilter und ein Oberfilter von ®. Nach Bemerkung 4 
ist der Durchschnittsfilter der Y, mit ® identisch. Nach Korollar 1 ist 
D(®) = {BiJ), V,..., M,-1}. O hat also den Index n. b) Nun sei ® vom 
Index n. Es gibt dann eine Menge {¥,,..., %,-,} von n—1 eigentlichen 
18* 
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n-1 
Ultrafiltern mit M Y%,= ®@. Man sieht leicht.ein, daB es zu jedem VY, (k = 1, 


k=1 
2,...,n—1) ein gewisses P,¢ Y, gibt, so daB die P, paarweise fremd sind. 
n paarweise fremde por peed kann es in Q(®) wegen der aus Korollar 2 


folgenden Benlgbeng | U La Q(®) nicht geben. 


Anmerkung. Man po leicht, da8 ein Filter ® genau dann hyper- 
charakteristisch ist, wenn jeder Ultrafilter aus D(®) hypercharakteristisch ist. 

Satz 3. D sei ein Filter von endlichem Index. @ ist genau dann prinzipai, 
wenn alle Ultrafilter aus D(®) prinzipal sind. 

Beweis. Eine einfache Uberlegung zeigt, daB ® prinzipal ist, wenn alle 
Ultrafilter aus D(®) prinzipal sind. Es sei nun @ prinzipal und eigentlich. 
@® besteht dann aus allen X CJ, die eine gewisse nichtleere Teilmenge J, 
von J enthalten. Gehért j zu J, so bilden alle Y CJ mit Y > {j} einen eigent- 
lichen prinzipalen Ultrafilter Y;. Offensichtlich kann es nur endlich viele Y; 
geben, und es ist M Y¥;= ®. Nach.Korollar | ist jeder eigentliche Ultrafilter 


it¢de 

aus D(®) mit (genau) einem Y; identisch, also prinzipal. 

Satz 4. D sei ein Filter von endlichem Index. ® ist genau dann ein 6-Filter, 
wenn alle Ultrafilter aus D(®) 6-Filter sind. 

Beweis. Falls alle Ultrafilter aus D(®) 6-Filter sind, ist ersichtlich auch 
@ ein 6-Filter. Es sei nun @ ein 6-Filter und eigentlich. ¥Y sei ein eigentlicher 
Ultrafilter aus D(®). Wir wollen zeigen, daB auch ¥ ein 4-Filter ist. Nach 
Bemerkung 3 existiert ein P ¢ ¥, so daB VY aus allen X CJ mit X™ P € Q(®) 
bestest, Es sei nun (A,),1,2 ome Folge von Elementen aus ¥Y mit 


A= Ad Y. Dann ist J—A= U - A,,) ein Element von ¥, wobei 
aber Kein J —A, zu ¥ gehért. Es. gibt dann zu areal n ein B,€ ® mit 
(J —A,)\ PB, =9. Nach Voraussetzung gehért B = A B,, zum Filter @, 


n=1 
und es ist (J — A)-\\ P-\ B=9@. Das ist aber wegen J — A, P, Be ¥ nicht 
méglich. A mu8 zn ¥ gehéren, ¥ ist ein 6-Filter. 


§ 2. Linearformen auf R’ 

Bemerkung 5. Ist uw eine Linearform auf RY, so ist ®{u} (s. Einleitung) 
ein Filter auf J. 

Beweis. Wir kénnen «+0 annehmen. Wegen J ¢ ®{u} ist ®{u} nicht 
leer. Offensichtlich folgt aus A € O{u}, XCJ, ACX stets X ¢@P{u}. Es 
seien nun A, B zwei beliebige Elemente aus ®{u} und Ay= A‘) B. Dann ist 
zunichst A,+@. Denn aus A, = 9 wiirde fiir beliebiges x ¢ RY 


u(x) = u(x— y) + uly) = 
(d.h. w= 0) folgen, falls man y(j) = 0(j ¢€ A), y(j) = x(j)(j€ J — A) sett. 
Es sei nun z ein Element aus RY mit z(j) = 0(j € Ay). Dann ist u(z) = u(z—y)+ 
+u(y)=0, wenn man jetzt y(j)=0(j« A), y(j)=2(j)(j¢J—A) setzt. 
Ay= A B gehort also zu O{u}, O{u} ist ein Filter. 








or Sry, | se 


_— 
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Satz 56. Hine Linearform u auf RY ist genau dann stetig, wenn der zu u 
gehdrige Filter D{u} eine endliche Menge enthilt. 

Beweis. Bei festem j € J ist durch die Abbildung z— x(j) von RY in R ein 
Element u, aus (R’)’ erklirt. Jede stetige Linearform u auf RY ist von der 
Gestalt wu = a,u, +-+++a,u, (a, reell, j,¢J;k=1,2,...,). Wir kénnen 
u + o voraussetzen. a) Die nichtleere endliche Menge A = {j,, . . ., j,} gehdre 
zum Filter ®{u}. Ist 7 irgendein Element aus J, so soll mit h, die charakte- 
ristische Funktion von {j} bezeichnet werden. z sei ein beliebiges Element 
aus RY. Wir setzen 

y= x—u, (x) hy —--+— uy, (x) hy. 
Dann ist y(j,;) = y(j2) = *- * = yin) = 9, also u(y) = 0, somit 
u=u(h;)u;,+--++ul(hy) uy, . 
wist stetig. b) u sei stetig. u ist dann von der Gestalt u = a,u, +--+ +a,u,. 
Verschwindet ein x € RY auf der Menge A = {j,, . . ., j,}, 80 ist offenbar u(x) =0. 
Also gehért die (nichtleere) endliche Menge A zum Filter D{u}. 

Satz 6. wu sei eine Linearform auf RY mit endlichem Index (s. Einleitung). 
u ist genau dann stetig, wenn alle Ultrafilter aus D(®{u}) prinzipal sind. 

Beweis. Wir kénnen u +o voraussetzen. a) Alle zu D(®{u}) gehédrigen 
Ultrafilter seien prinzipal. Dann ist auch ®{u} prinzipal nach Satz 3. D{u} 
besteht aus allen X CJ, die eine gewisse (nichtleere) Teilmenge A von J ent- 
halten. Da offensichtlich {j} € Q(@{u}) gilt fiir jedes j ¢ A, muB A nach Satz 2 
endlich sein. Nach Satz 5 ist u stetig. b) wu sei stetig. u ist dann von der 
Gestalt u=a,u;,+--++a,u,. Man stellt leicht fest, daB ®{u} aus allen 
XcJ mit X>D{j,,:..,j,} besteht. O{u} ist daher prinzipal. Also sind es 
nach Satz 3 auch alle Ultrafilter aus D(®{u}). 

Hilfssatz 2. Y sei ein Ultrafilter auf J und ein 6-Filter. Es existiert 
dann eine Linearform w auf RY, deren zugehdriger Filter ®{w} mit VY identisch 
ist. 

Beweis. Wir kénnen Y als eigentlich annehmen. z sei ein beliebiges 
Element aus RY. Man bestiitigt leicht die Existenz einer Folge (J,),~1.2... 
von abgeschlossenen Intervallen in R, wo I,,(n = 1, 2,...) die Lange 1/2" hat 


und J,, > In41, 27 (1,) € Vist. S = 2-1 (I,) gehdrt dann nach Voraussetzung 
n=1 ‘ 


zu VY und fiir jedes j € S ist z(j) = 9, wenn @ die durch die Intervallschachte- 
lung (J,,),<1,2,.., bestimmte reelle Zahl ist. Man sieht, daB es zu jedem x ¢ RY 
genau eine reelle Zahl w(z) und eine Filtermenge A-mit 2(j) = w(x) (j € A) 
gibt. Ersichtlich ist w eine von o verschiedene Linearform auf RY. Wir wollen 
O{w} = ¥ zeigen. Es sei A € O{w}, jedoch A ¢ Y. Wir nehmen nun das 
Element y € RY mit y(j) = 0(j € A), y(j) =1(7€J—A). Wegen A € D{w}, 
y(j)=O0(j¢€ A) ist w{y)=0. Wegen J—AEcE Y¥, y(j)=1(j¢J—A) ist 
aber auch w(y) = 1. Widerspruch. Also gilt ®{w}c WY. Nun sei P ein Ele- 
ment aus Y und z ein Element aus RY mit z(j) = 0 (j € P). Dann muB aber 
w(z) = 0 sein. Also gehért P auch zu ®{w}, es ist auch VC P{w}. 

Satz 7. Genau dann fallt (R’), (s. Einleitung) mit dem dualen Rawm (R’)' 
von RY zusammen, wenn jeder Ultrafilter auf J, der ein 5-Filter ist, prinzipal ist. 
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Beweis. a) Jeder Ultrafilter auf J, der ein 6-Filter ist, sei prinzipal. 
u sei ein Element aus (RY), u ¢€ (R’)’ ist zu zeigen. Nach Satz 4 sind alle 
Ultrafilter aus D(®{u}) 6-Filter, also nach Voraussetzung prinzipal. Nach 
Satz 6 ist u stetig. b) Es sei (RY), =(R,)’. Wir nehmen an, daB es 
auf J einen eigentlichen nicht prinzipalen (also hypercharakteristischen) 
Ultrafilter Y gibt, der ein 6-Filter ist. Nach Hilfssatz 2 existiert eine (von o 
verschiedene) Linearform w auf RY mit D(®{w}) = D(¥) = {P(J), PF}. 
w gehért offenbar zu (R’),, jedoch im Widerspruch zur Voraussetzung (R’), 
= (R’)' nach Satz 6 nicht zu (RY)’. 

Die Begriffe charakteristischer, hypercharakteristischer, prinzipaler Filter 
stammen aus einer Arbeit von J. Scumiprt [5], die Bezeichnung 4-Filter ist 
dem Ndbelingschen Buch iiber analytische Topologie entnommen (s. [4], 
S. 22). 

Die Arbeit [1] von W. F. Donocuue und K. T. Sutra enthalt (ohne Ver- 
wendung des Filterbegriffs) verschiedene Angaben, die mit den hier durch- 
gefiihrten Uberlegungen im Zusammenhang stehen. Nach Ansicht des Verf. 
vorliegender Note sind die Aussagen auf 8. 336/337 in [1] nicht geniigend 
begriindet, da ohne Beweis jede beschriinkte Linearform als Linearform mit 
endlichem Index, um es mit der hier gebrauchten Terminologie auszudriicken, 
vorausgesetzt wird. Es wird in [1] angenommen (s. Satz 2 dieser Note), dab 
es zu jeder beschrankten Linearform u +0 eine gewisse natiirliche Zahl n 
gibt, so daB in Q(M{u}) n paarweise fremde Elemente existieren, wihrend 
n + 1 Elemente aus Q(®{u}) in keinem Fall paarweise fremd sind. In Lemma 5 
von [1] wird nur gezeigt, daB Q(®{u}) keine unendliche Folge von paarweise 
fremden Elementen enthilt. 

Die im ersten Teil des Beweises von Hilfssatz 2 angegebene Konstruktion 
der Linearform w stammt von Mackey [3]. 

Uber die Existenz hypercharakteristischer Ultrafilter, die zugleich 6-Filter 
sind, findet man Naheres in LanpsBER@ [2]. 


Zusatz bei der 1. Korrektur. In einem Brief vom 13. Juni 1956 teilte W. F. DonocHvur 
(Lawrence, Kansas) dem Verfasser dieser Note einen Satz mit, mit dem sich die in [1] 
vorhandenen Ungenauigkeiten, auf die oben hingewiesen wurde, beseitigen lassen. 
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h 
: An Estimate for the Fundamental Solutions 
, of a Generalized Pell Equation 

do By 


J. H. H. CHavk in London 


1. It is well known that, if o = 1 or 2 and D is a positive integer other 
I than a perfect square (with D = 0,1 (mod 4) when o = 2), the Pell equation 
t?— Du*=o* always has a solution in integers t,u > 0 and that if T> 0, 
U > 0 is the solution with least u > 0, all solutions are generated by 


c. yp \n. 
+ (¢+upD) a= (£+01P ) eth. 48 206: 


it Various elementary methods") give an upper bound for 7 and U (e.g. by 
considering the continued fraction for /D) but the most effective is that 


ee ee 


-_ 





B discovered by J. Scour [13] and developed by E. Lanpavu [8]. For o = 2, 
n D =0,1 (mod 4) and ¢(D) = + (T+ U yD), Scuur found the inequality 
d 
1 

5 log loge(D) < > log D + log logD; 
F a significant improvement on those given by elementary means. In fact, the 
n first term in this estimate is of the correct order of magnitude when D is large. 

For, as he showed, in the case D = 2*"*! where m is a positive integer, 

1 1 =~ 
r ] fe 2m+1 - 
og log (2®*1) = > log2 +108 (75 log (3 + V8)) 

. His method is based upon Kronecker’s form [7] of the class-number. formula 
, D\1 

of DiricHLET, where h(D) denotes the number of classes of properly primitive 

indefinite binary quadratic forms a z*+ b x y + c y* of determinant D = b?— 
! —4ac> 0, and the sum on the right is over all positive integers n prime to 
4 2D. Since h(D) = 1 when D = 0,1 (mod 4), this sum is an upper bound for 
y VD log e(D), and Scuvr estimated its order of magnitude by means of the 
zs famous result of P6étya [11] and Viyocrapov [16] on character sums. 
fe In this note, I apply Schur’s method to the Pellian-type equation 

(2) a+ y®@— D(2z*+ w*) = 1, 


where D is any positive integer. We observe that this equation always has 
a solution in integers x, y, z, w with 2?+ w*> 0. For if D = Bj, there is such 
a solution with 22+ w*= D, x = Di y = 1, and if D +B, there is a solution 


1) See e. g. L. E. Dicxsow [1], II, pp. 399—400. 
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with y= w=0, x=T, z= U. Moreover, there are an infinity of such so- 
‘lutions; a fact which is obvious from our remarks on the ordinary Pell equation 
in the case D +. Our object is to obtain an upper bound for the least 
value of z*+ w*>0 in terms of D, and henceforward, I exclude the case 
D =f, since it requires slight modifications in the argument and the final 
result is no better than that given by the obvious solution with z*+ w*= D. 
But if D +2, I do not know of any simple direct method of improving the 
obvious bound arising from our knowledge of 7,U. We put t=2+iy, 
u = z+ iw and consider the same equation 


(3) tt—Dut=1, w+0, 
expressed in terms of gaussian integers t,u. Then Schur’s method leads to 


the following result. 
Theorem. There exist gaussian integers t, u satisfying (3) for which 


, —1)\1 
(4) nsi+DR(+(S)5): 


As I show in § 8, (21), it is possible to improve this bound by a constant 
factor (when D is large), on using the StrcE.-Tsvst (14, 15] estimate for the 
number of generators of a Fuchsian group, but it appears unlikely that its order 
of magnitude can be improved by arguments of this kind. The basis of our 
proof of the inequality (4) is an effective use of the group G, of proper auto- 
morphs of the special hermitian form /,= x%7— Dyy. We observe that, 
if t, u are any gaussian integer solutions of (3), then 


(=O 7G) 


is a proper automorph of /,, and in § 4, we show that all proper automorphs 
of f, arise in this way. While these automorphisms are relevant to the Pell 
equation (3), it is important to note that the group G, is (isomorphic to) 
a proper sub-group of the group J", of proper automorphs of the special real 
quaternary quadratic form 2z*+ y*— D(z*+ w*) where, of course, a more 
general class of automorphisms is allowable. This suggests, and leaves open, 
the question of whether an investigation of J, rather than G,, would lead 
to a substantially better estimate for a small solution of (2), and so of (3). 

The classic method of DrrICHLET, mentioned earlier in connection with 
quadratic forms, has also been applied to binary hermitian forms and the 
first stages of the development are analogous, Fatou [2] and Humsert (4, 5, 6] 
having considered positive definite and indefinite hermitian forms, respectively. 
Here, we shall be concerned exclusively with indefinite forms. Let f(z, y) 
= (a,b,b,c) = axz + bry + bzy + cyy denote an indefinite binary hermitian 
form of positive determinant D = 6b —ac +[J, where a,c are rational in- 
tegers, b is a gaussian integer and z, y are gaussian integer variables. We shall 
say that f is properly primitive if a,c are not both even, and if a,b,c have no 
common rational integral factor. Our argument depends upon an identity, 
due to HumBert, which is the counterpart of (1) for hermitian forms. Since 
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this involves a knowledge of the group @ of proper automorphs of / and its 
fundamental domain, we introduce and summarize their properties in the 
following paragraph. It will be convenient to refer to the standard work [3] 
on groups of linear transformations, “L. R. Forp, Automorphic Functions’’, 
by the letter F. 


2. We identify Q = (? a , the matrix of coefficients of an element S of the 
group @ of proper automorphs of f(x,y), with S. Then — Q = t? — % eG. 


If we denote by A the group of order 2 consisting of the elements J = i 1) 


and — J, then G/A is isomorphic to the group, which we shall denote by G, 
of linear transformations 7’: 
(5) doe rz+ s 
of the complex z-plane. We shall say that a point z, is congruent to a point z, 
with respect to G if and only if there exists an element 7 of G such that z, = T' z,. 
By routine calculation, it is possible to characterize the elements of G, and 
so of G, and I state and prove the result in Lemma 1. From our knowledge 
of the ordinary Pell equation, it is evident that G and G are infinite groups 
(see Lemma 1, Cor. 3).. It is essential for a later argument to know that G 
is finitely generated, and this requires a deeper argument. In fact, the first 
proof was achieved by Picarp [10]}*) in his memoir on hermitian forms, by 
applying Hermite’s method of continual reduction to an associated positive de- 
finite form. Picarp showed that G is a Fuchsian group with principal circle 
C(f): f(z,1) = 0 and constructed a finite sequence of contiguous polygons, 
each within the principal circle, the sum-set of which constituted a funda. 
mental domain 9 for © (F. Ch. III §§ 30, 34; for a summary of Picard’s proof, 
see L. E. Droxson [1], III, Ch. XV, 271—272). Each polygon is bounded by 
at most five sides, each side (or arc) being an arc of a circle orthogonal to C (f). 
Thus © has at most a finite number of sides and hence 

(i) G is a Fuchsian group of the first kind (i. e., horocyclic) 


(F. Ch III, § 34, Ranxurn [12], 219) 
(ii) the non-euclidian area ¢(D) of D, defined by 
(6) o(9)=4D ff f-*(z,1) dz, dz, 


z=z,+ tz, 
z€® 





is finite. 

Now, o(®) is an invariant of the group G, and D may be replaced by 
any convenient fundamental domain. For our purpose, Picard’s domain is 
unsuitable and we shall adopt that defined by Forp for the general horocyclic 
group. Thus our fundamental domain for G, which we shall denote by 9(/) 
to distinguish it from Picard’s domain, is the region outside C(f), defined for 
horocyclic groups by Ford’s method (F §§ 19, 21, 31, 34). When G contains 


*) An account of this proof is also given in FrickE-K EIN, ,-Automorphe Funktionen“ 
(Leipzig 1897), I, (3) § 8, pp. 471—477. 
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elements, other than the identity, with a fixed point at oo, we adopt the modi- 
fied fundamental domain given in F § 35, Theorem 22. The fundamental 
domain for G is defined to be D(/). If 7 is the element of G as expressed 
in (5), the circle |r z + s| = 1 is called the isometric circle of T. We now state 
certain properties, all of which are established for the general horocyclic group, 
in Ford’s work, for later use. 

No point of D(f) is inside C(f), the sides of D(f) are arcs of isometric circles 
orthogonal to C(f) and these arcs are congruent in pairs. Two congruent arcs 
are equal in length and, if two points on them are congruent, they are equidistant 
from the centre of C(f), (F § 31). The transformations by which the boundary 
arcs of D(f) are congruent form a set of generating transformations for G (F §§ 23, 
28, 32). 

Since o(D) = o(D(f)) it follows from the work of Prcarp (loc. cit. [10]) 
that o(D(f)) is finite, and hence by the SreceL-Tsust theorem, that the 
number N (/) of arcs of D(/) is bounded in terms of a(D(f)): 


(2) Nif) <6 + 0(9(f). 


We shall also need an explicit definition of D(/,) in the case {,= xz — D yy. 
By Lemma 1, Cor. 1, G, consists of all elements of the form 
z’=(Az+ D>) /(vz+A), 


where A,» are gaussian integers satisfying AA—Dvy=1. There is only 
one element z’= — z, apart from the identity, which has a fixed point at oo 
(Lemma 1, Cor. 2). Hence (F § 35), we define D(/,) in a half-plane Jz 20, 
say. The set of inner points of (f/,) then consists of all points z satisfying 


Iz>0,‘\z*#>D, |yz+Al>1, 


for all gaussian integers 4, y with AA—Dvy=1, To this set, we adjoin 
certain boundary points (F §§ 19, 21 (c)): 

(i) all boundary points with J z= 0, Rz2D, 

(ii) one arc from each pair of (open) congruent arcs, 

(iii) one vertex from each ordinary cycle of congruent vertices*). 

3. We are now able to introduce Humbert’s identity. If f(29,y9) = » for 


some gaussian integers 2», ¥, then we shall say that (**) is a representation 
of n by f. If (x9,y,) = 1, the representation is proper, otherwise it is im- 
proper. For each such representation, A (= *) where A is a proper automorph 
of f, is also a representation of n by /. For the moment, let us regard such 
representations as identical, so that in particular, (33 is identified with 
(**). Let f;,..., fx (fp= x2—D yy) denote a complete set of properly pri- 
mitive forms of fixed determinant D > 0, notwo of which are properly equivalent, 


3) Since D + 2, there are no parabolic cycles. We remark that 9 (/,) was discovered 
by Humpent, ibid, 162, 697—702 (1916). 
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(by a classical result, A is finite). As in the case of quadratic forms, there 
is no loss of generality in assuming that their first coefficients a,,.. ., a, 
are all positive and prime to 2 D. Then it may be verified (by modifications 
of a well known method) that the total number‘) of distinct representations 
of a number n > 0 prime to 2 D by the set of forms /,,.. ., /, is a(n), the 
sum of the divisors of n. This result, when expressed analytically takes the 
form stated below; the factor 2 on the right of (8) arising from the fact that 


every distinct representation (5) as well as its negative a ‘) is counted on 
the left. 
For any 8 =o + it witha > 2, 


(8) Zifp*(z.y)+ +--+ + Daffy (zy) = 2 La(n) n-* = 2 Fn Fn, 


the summations on the right being over all positive integers n prime to 2 D, and 
the symbol 2; on the left signifying summation over all gaussian integers x,y 
for which f,(x,y) is pogitive and prime to 2 D and for which the point z = x/y 
is inside or on the boundary of the fundamental domain D(f;) of the group of 
proper automorphs of f; (HUMBERT). 

This result, with an arbitrary fundamental domain (having no point inside 
the principal circle C(/,;)) in place of D(/,),j = 1,..., was first stated by 
HumBeErt [4]. The next step in Dirichlet’s method, and carried through 
by Humsert [5], consists of putting s = 2 + 9 in (8), where 9 is real and po- 
sitive and letting 9 > + 0. The resulting identity is as follows, and we observe 
that Picard’s inequality o(®(f)) < co is an obvious necessary condition for its 
validity : 


h 
‘ i at ‘gy (i+(54)2). 
(9) z SS fy * (2,1) dz, dz, # E 1+/( > 3 
2e Duh)" OD 


This is the counterpart of (1) for indefinite hermitian forms. But our know- 
ledge of the class-number A is much more precise than in the case of binary 
quadratic forms. Using a classical theorem of A. Meyer [9] on real inde- 
finite ternary quadratic form *), HumMBERT [6] proved inter alia that h = 1 
when D = +1, 2 (mod 4); and so all properly primitive forms of determinant 

=i1,2(mod 4) are properly equivalent to {/,= zz— Dyy. But so far 
as the proof of our theorem is concerned, all we need to know about h is the 
inequality h = 1. 

4. Lemma 1. The proper automorphs of { = (a,b,b,c) are given by 


(= (FQ) 
y’ re y , 
where p, r are any gaussian integers satisfying 
fip.r)=a, albr+br, albp—bp—c?, 


‘)A proof does not appear to have been published, although the result is implicit in 
later work of HumBert. For completeness, the argument is given in Lemma 2. 

5) G. L. Watson informs me that when D = 0 (mod 4), there are at most two classes 
(+-h)- 
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and q, 8 are defined by 
aq=bp—bp—cr, as=ap+brF+br. 
Proof. It is necessary and sufficient for p, q, r,s to satisfy the conditions: 


(10) app + bpr + bpr+cr7=a, 
(11) apg + bps+ brg +crs=b, : 
(12) agg +bgs + bys + css =c, 
(13) ps—qr=1. 


Substituting for g from (13) into (11), we obtain 
ap(ps— 1) + b par + br(ps—1) + errs = br, 
3f(p,r) = ap + br + bF, 
as = ap + br + br. 
From (13), we also have 
p(ap + br + br) = a(1 + qr), 
which reduces, by (10), to 
a + agr = a—bpr—crr + bpr. 


Hence either r = 0 or ag = bp — bp —c7. Conversely, if we take g,s to have 
these values, then (11), (12) and (13) are satisfied; the case r = 0 being in- 
cluded in the more general case. 

Corollary 1. The proper automorphs of the form /,= (1, 0,0, D) are given 


by 
(? DF 
+ y 7 ) ’ 
where A, » are gaussian integers satisfying 42 — D vv = 1. 


Corollary 2. The only proper automorphs with r= 0, apart from the 
identity and its negative, are given by 


th 2ba-'i 
Sos 


Corollary 3. If (i) b + 0, G contains the elements 
(' —bbu, —Beu ) 
abu, t+bbu/)’ 


where ¢, u are any rational integral solutions of the Pell equation #?@— 6b Du?=1 
and if (ii) b = 0, G contains the elements 


door herr? 


where ¢, u are any rational integral solutions of the Pell equation f?— |ac| u*= 1. 
5. Lemma 2. The total number of distinct representations of an integer n > 0 
prime to 2 D by the set of forms },, . . ., f, is a(n). 
Proof. We consider firstly any properly primitive form / of determinant D 
and suppose that /(a,y) = n, where a, y are gaussian integers with («, y) = 1. 
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Then / is properly equivalent to a reduced form 

(14) f(n;2,y) = mae+ (EF +i nm) zy t+ (E—in) zy + n—(P+ oP —D)yy 
where 

(15) &+ n2= D(modn), OS E<n, OS <n, 

the matrix of coefficients of the substitution taking f into /(n;z,y) being 


of the form S = a ni with «d— 6 y= 1. Let 8’ denote any other matrix 
with determinant + 1 and having this property i.e. reducing f to the same 
form f(n; x,y). Then S’= SA, where A is some proper automorph of /. For 
f =(S’-! 8) f with |S’-18| = + 1, and so S’-'8 is a proper automorph of /. 
Since the proper automorphs form a group, it contains an element A~!= S’-! 8 
and so S’= SA. Conversely, for any proper automorph A of /, SA effects 
a reduction of f to f (n; x,y). Thus two proper representations of n by / are 
distinct (by our definition) if, and only if, they giv rise to different values 
of &, m in the reduction of f. But any given form /(n;z,y) satisfying the 
conditions in (15) is properly primitive since (n, 2D) = 1, and hence it is 
properly equivalent to one, and only one, of the complete set of forms /,, . . ., fy. 
Thus the total number of distinct proper representations of n by the set of 
forms f;... ., f, is equal to the number of forms (14) satisfying the conditions 
(15). This is precisely the number A(n) of incongruent solution s (modn) of the 
congruence z*+ y?= D(modn). An elementary calculation gives 


: = fee =) 
A(n) =n IT (1 (>); 

when (n, 2 D) = 1. 

Suppose now that d|n and that (*) is a proper representation of n/d by /. 
Then there are + r(d) non-associated gaussian integers 4 satisfying 64 = d, 
each 6 giving rise to a different improper representation ( be) of n by f. Thus 
from each proper representation of n/d by /, there are } r(d) improper re- 
presentations of » by /. Hence the total number of distinct representations 
(proper and improper) of n by the set of forms /;, . . ., /, is 


+2 A(n/d) r(d). 
\n 
Thus it remains to prove that 
a(n) = +2 A (n/d) r(d) . 


We observe that 


vsti set Gets 
r(m) = 4 F x(d), where 7(4) =) 9 if 2|d, 


and so 


LS n-* LF x(n) n-* =I r(n) n-*, (Re > 1) 
where J denotes summation over all integers n > 0 prime to 2 D. If [7 denotes 
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a product over all primes p with p + 2 D, we have 


E y(n) n-* = 11. + x(p) p-* + x (p*) p-*# + + * >) 
= 11 (1— x(p) p-*)-*, 


Gry" 


when Rs > 1. Writing A(n) = n J’ (n), we also have 
2 A(n) n-* = J j' (n) n-*+1 
= [T(1 + a'(p) p-**3+ A’ (p*) p-***# + ---), 
= I1(1 + A'(p)p-*** + A'(p) poet? ++), 


i’ ( ) -8+1 
=-1(1+ 47"), 


= marr (Gr 


when Rs > 2. Hence 


4 LA(n) n-*§ Sr(n) n-*= Ln-* ZF x(n) n-* F A(n) n-* 
=I (\—p-*)> (1 — (>) p-*)* (1— p-**1)*1 (1 — (=) p-*) 
= 11(1 — p-*)-*(1 — p-**4)-, 
= Jn-* J n-**1, 
= La(n)n-*, 
when Rs > 2. Putting @(n) = + L A(n/d) r(d), we have 
2 D(n) n-* = 4 LA(n) n-* TS r(n) n-', (Rs > 2) 
and so Y @(n) n-* = LY a(n) n-* for Rs > 2. This implies the required result. 
6. Proof of the Theorem. Each double integral in Humbert’s identity: 
h 
xy lip (z, 1) dz, dz, = te (1 ~ (=) *) 


J=1 9D) P 


is clearly non-negative, and since /,= xx— D yy is properly primitive, we 
have 
‘ ° a —1\1 
a6) 1 [f t+4—D)-*dydysZ m7 (1+(=")5). 
2=2,+iz P>2 
26D)" vip 
Now 9(/,) is contained in the closure of the region in the upper half-plane 
Iz20, external to the principal circle |z/?= D and all isometric circles 
|\yz+A|=1 of the elements z’=(Az+ D3)/(vz+ 7) of G,. Since AZ— 
— D vy = 1, we observe that the centre of each isometric circle satisfies 
| Ap 1 1 
i-— = D+ 70 sD+ HF: 


| ae \v|? 


where 7, U denote any solutions of T7— DUU =1 for which |U| takes 
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its least positive value. Thus all isometric circles are contained in the circle 


lz] SV(D + |D|-*) + |U|-. 


Hence, if we define /7 as the region: 
lz] 2 V(D + |O|-*) + |0|-, Iz20 
then 9(/,) > 7, and so 
I(h) =f [23 + 23 — D)-*dz,dz, 
= f{ {(R—D)-*RdRdo, 
R=R, 0 
where R,= V/(D + |U|-*) + |U|-1. Thus, we have 


I(j,) = f (R—D)—*RAR, 
R, 


£2(R%—D)-, 
- 1 n jul? 
‘ \(DioF +1) 41" 





and so, on using (16), 


Dore) — 218) 
VD |UP+ 1) 1<DIT(1+( : )- 
p\D 
which gives the inequality (4). 
For the improvement of this estimate when D is large, we need an elemen- 
tary result in the geometry of circles. 
7. Lemma 3. Let C, + C, be fixed circles with the same radius r and let 
be another fixed circle containing the centres O,,O0, of C,,C, on a minor arc of 
its circumference. Suppose that the segment O, O, satisfies 


(17) 0,0, > 2rsin6, 


where 6 is thé (fixed) angle in the minor segment O,0, of the circle I’. Suppose 
also that there is some circle C(P) of radius r with its centre P on the minor arc 
0,0, of I’, such that 


(18) C,\C(P) +0, C,00(P) +0. 


Let C(P) meet the circles C, and C, at angles 0,,6, respectively (see figure). 
Then, for all such points P on the minor arc O,0, of I’, the maximum value of 
6,+ 6, is attained, and attained only when 6,= 6. 

Proof. We remark that, by continuity considerations, 0,+ 6, assumes its 
maximum value for some point P satisfying (18), and that when P = P,, 
where O, P,= O, P,, the circle C(P,) satisfies (18) and 6,= 4,. 

Suppose that C(P) is any circle satisfying the hypotheses of the lemma 
For i = 1, 2, let Q,; denote the point of intersection of C,; and C(P) which i- 
outside or on the boundary of the angular convex domain bounded by th: 
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lines PO, produced and PO, produced. Then, by our hypotheses, we have 
(i) 0,P s2r, 0,P s2r, 
(ii) 0<6,s72, 0<56,s72, 


(iii) $2<O0<z, 








and from the figure, we observe that 
0,0,P =2—6,, 0.Q,P =2—9%, 
0,P =2rceos$6,, 0,P =2rcos}6,, 
(19) 0,03 = 0, P?+ 0, P?— 2-0,P-0,P cos6. 
For conciseness, we write 
x= cos$6,, y= cos$6,, 2=0,0,/21r, c = \cosO|, 
(20) & = (A2— 2?— y*)/2c. 


Then 
O0s2751,0SyS1,A>sin8,0<c<1l. 


and, by (19), 

(21) &= zy. 

Our proof is based upon the fact that since c?+ 4?> 1, the function F(&), 
where 


F(&) = &—(1— a+ 2c & + fy 
=(c?+ A®— 1) [((1— A? 4+ 2c 4+ &)4+ 4+ c]-—c, 


is a continuous decreasing function of & for §=>0. From (20) and (21), we 
have 


2+ y+ 2cry= 2, 
and so; by the inequality of the arithmetic and geometric means, 
z+ y®> J2(1 + c)-?. 


Hence 


the equality sign being necessary only in the case z = y, 0,=— 6,. Thus, we 


have 


with strict inequality, unless 6,= 6,. Since 


by (20) and (21), and 0 < $ (6,+ 6,) < 2, the result follows. 
8. An Improvement of the Inequality (4). Writing 


for convenience, we shall prove that 


(22) 


for all sufficiently large values of D. This is a slight improvement on (4) 
for large D, since 


For reasons of symmetry, it is convenient to ignore the element z’= — z of 
G,, for then the remaining automorphs form a horocyclic group G; say with 
the simpler fundamental domain comprised of 9(/,) and its image in O. 
In fact, if we denote this sum-set by 4, its inner points consist of all points 
outside the principal circle |z|?= D and external to the isometric circles 
|\yz+A|=1, where A, » satisfy AA—D vy =1. Let N denote the number 
of bounding arcs of 4, then by the Srece.-Tsvsi theorem, 


(23) 


If two isometric circles, with centres — 7 »-!, — 7’ »’-! say, have arcs bounding 
A, then 


unless (A, vy) = +(/’, uw’) or +(t/’,i yw’), since the circles are orthogonal to 
the principal circle*). Thus we can enumerate the isometric circles which 
contribute to the sides of 4, without ambiguity, by taking them to be 


*) It is understood that arg z satisfies 0 < arg z < 27. 
Math. Ann. 132 19 
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<3, (#-74,) 


= $A(1 4+ ¢)-, 


F(é) 2 F ($A4*(1 + ¢)-), 





cos 4 (6, + 0,) = zy—V (1 — 2*) (1— y’) 
= §—(1— A+ 208 + HY", 
= F(é), 


o- B(1+(F)5) 


3 6 
\7'| <ZDQ+ > 


3 — 0,954929 ... <1. 


N<6+ 0(4), 


arg (— Av") + arg (— 2’ »’-), 


|y42+ 4) =1, @=1,2,...,N), 
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where’) arg (— A, »j,'1) > arg (— 4,97") for each i. We introduce the follow- 
ing construction. Replace each isometric circle |v,z + 7,| = 1 by the circle C;, 
with radius |U|-! which is centred at the point 
_| tn) % 
UA,| 4% ° 
Then C;, is orthogonal to the principal circle and since |U|-!2 |»,|~—1, it con- 
tains the isometric circle |»,z + 7,|= 1. Define JT’ to be the open region 








outside the principal circle and external to the circles C,;(i = 1,..., N). Then 
A>lIT' and so 
(24) 2 o(D(f,)) = (4) 2 o(T7’). 


We observe that, since arg (— 4, v;') + arg (— Z,/v;') when i +j, each of 
the circles C,; contributes an are to the boundary of J7’. Moreover, each 
circle has radius |U|~-! and its centre is situated on the fixed circle I’: 


jel*= |PU-2= D + |U|-*. 


It is essential to note that as the bounding arcs of A are external to the 
principal circle, the bounding arcs of J/7’ have the same property. That is 
to say, C, intersects C;,,, and since both are orthogonal to the principal 
circle |z|?= D, one point of intersection is outside the principal circle and the 
other is inside. Clearly, for this property to hold, N cannot be too small; 
in fact, since the distance between the centres O;,0;,, of C; and C;,, is less 
than 2|U|-1, the angle 0,00;.4 is less than 2 sin- (|U|-1/|7.U-"|) and so 


N A 
2 N sin-1(|\T|-) > ¥' 0,00,,,=2 2, 
i=1 
(25) [7 sin <1, 


where for sin-! we take the value between 0 and $2. Let Q, denote the 
point, outside the principal circle, at which C,, C,,, intersect and let 6, denote 
the angle at which the bounding arcs of C; and C,,, intersect. Then, by an 
extension of the well known formula for the non-euclidean area of a triangle, 
we have 
(26) o(IT') = N x—(6,+ 6.4+---+6y)—22. 
Our next step is to obtain an upper bound for 6,+ 6,+ ---+ 6,y, thus giving 
a lower bound for o(9(/,)), by (24). Consider then, any chain of circles (de- 
noting them for convenience by the same symbols C,,...,Cy) with equal 
radii |U|~1 and with centres O,, . . ., Oy lying on the fixed circle J’. We suppose 
that they have the property C,;\C;,,+0, (¢=1,2,...,N). We remark 
firstly that for any two circles C,; and C; with centres situated on a minor 
are of J’, the condition (17) of Lemma 3 is satisfied. For, if 6 is the angle 
in the segment 0,0, of I’, 
0,0;= 2 |T U- | sin6, 
> 2|U|-sin@. 

7) For a consistent notation, we identify the suffix j with «(1 Si < N) whenj =i 

(mod NV). 
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Now, by continuity considerations, there is some chain of circles for which 
6,+ +--+ 6y(N fixed) assumes its maximum value. Let us suppose that 
C,,...,Cy are so arranged; we shall prove that then 6,= 6,=—--- = 6y. 
For otherwise, 6;+ 6, for some suffices i,j and so there is a suffix » for which 
6,+ 6,,,;. Now, for D = 10 say, the centres O,,0,,, of C,, C,,, are obviously 
situated on a minor arc of J", since the chain is composed of equal circles with 
radius |U|-!< 1 small compared with the radius |7U-| >) D of I. Hence 
by Lemma 3, we may select a new position for C,,,, without affecting the 
other circles in the chain, or 6; for i+», »+ 1, so that 6,+ 6,,, assumes 
a larger value. This is a contradiction to our hypothesis that 6,+ ---+ Oy 
has its maximum value. Hence, we may suppose that if 6,+ --- + 6 has its 
maximum value, then 6,—6,=—---=9y and the circles C,,...,Cy are 
situated symmetrically around the fixed circle I. Thus, in general, 


(27) O+++++Oy< 2 N cos-(\-7\ sin), 


where for cos~! we take the value between 0 and $2. By (24) and (26), we 
have 


o(9(f,)) 25 ol’) 
= ZN a— Neos! sin) — x, 


(28) = Nsin- (7 sin x) ms) 


Since Q-" is of a lower order of magnitude than D when D is large, we can 
choose an absolute constant D,= 10 such that 


(29) (DQ + 2%)sin(Fx(DQ+1))z 5a 

for all D= D,. Then for the inequality (22), it suffices to assume that 
6 

(30) Ir}z2pQ+* 


for all D = D,, and deduce a contradiction. By (28) and our fundamental 
inequality 








(31) o(9(f,)) <a DQ, 

we have 
sin — \ / sin-*(|7| sin = 

(32) pain * ( ie i), 
V |? sin = 


Since N = 6 + 62-10(9(f,)) < 6 (D 2 + 1), by (23), (24) and (31), we also 
have 


[P| sin = = || sin (5 2(D 2 + >), 
(33) >32-(DQ+2) sin (52 (D2+1)4), 


27° 
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for all D> D,. Now, for 0 <sin-'t <2, + sin-14 is a continuous in- 
creasing function of t, and so by (33), 

, 1 

sin-! (iz sin #) sin! — 

(34) e _N > . 2 = 
(7 sin — z. 
N 2 

From the inequality (25), we have a lower bound for N. Since also, N is 

@ positive multiple of 4, we have 





a, (D>D,). 


oo] = 


a n x _ & 
(35) 0<sy <y om < 82 SITI? 


and so 

(36) a <2|TI. 

Thus, by (32), (34), (35) and (36), we obtain 
DQ>+x|T\(1—gex)—1 


3 6N? 
1 4n 

> 37 I7|-Fr |7|-? — 1, 
1 

>32|T|—2, 


for all D = D,. This gives the required contradiction. 
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Meromorphe Funktionen in kompakten komplexen Raumen 
I Von 


REINHOLD REMMERT in Miinchen 


1. K. Wererstrass hat 1880 bemerkt (vgl. [25]}), daB zwischen n + 1 mero- 
morphen, 2n-fach periodischen Funktionen von n komplexen Verinderlichen. 
unter denen » analytisch unabhingig sind, stets eine algebraische Relation 
besteht. Dieser WeierstraBsche Satz ist seither der Gegenstand und Ausgangs- 
punkt zahlreicher Untersuchungen gewesen. Im Jahre 1902 hat H. Pory- 
caRE [11] einen ersten Beweis fiir den WeierstraBschen Satz skizziert. Spiiter, 
1929, versuchte W.F.Oscoop in seinem Lehrbuch [10], den Satz zu be- 
weisen. Bei der exakten Durchfiihrung beider Beweise ergeben sich jedoch 
Schwierigkeiten, die im wesentlichen davon herriihren, daf die durch die 
gegebenen periodischen Funktionen vermittelte Abbildung im allgemeinen 
nicht tiberall eindeutig ist, sondern vielmehr Unbestimmtheitspunkte auf- 
weist, die als Bilder mehrdimensionale Mengen besitzen. 

Der erste einwandfreie Beweis des Satzes von WEIERSTRASS wurde meines 
Wissens 1939 von W. Txt™m in seiner Dissertation [22] gegeben. W. TH1mm 
beweist in [22] den folgenden Satz: 

‘. In einer n-dimensionalen kompakten komplexen Mannigfaltigkeit sind n+ 1 

* meromorphe Funktionen algebraisch abhingig, wenn es unter ihnen n analytisch 

r. unabhiingige Funktionen gibt. 

8) Hierin ist offensichtlich der Satz von Wererstrass enthalten, denn das 

» Periodenparallelotop von 2n-fach periodischen Funktionen bildet eine n-dimen- 

q sionale kompakte komplexe Mannigfaltigkeit. Zwei weitere Beweise fiir den 

4 Satz von WeteRsTRASS selbst, von denen der eine wesentlich spezielle Eigen- 

N, schaften der periodischen Funktionen heranzieht, gab C. L. Stecret 1948/49 in 

seinen Vorlesungen in Princeton [17]. 

7 2. Schon 1903 hat sich O. BLUMENTHAL [1, 2] bemiiht, den Satz von 
Wererstrass auf Modulfunktionen von mehreren komplexen Verinderlichen 
zu tibertragen. Der angegebene Satz von Turmm zeigt, daB eine soleche Uber- 
tragung sicher dann méglich ist, wenn der Fundamentalbereich der Auto- 
morphismengruppe eine 7-dimensionale kompakte komplexe Mannigfaltigkeit 
ist und es n unabhingige automorphe Funktionen gibt. Fiir automorphe 
Funktionen gilt nun allgemein der folgende 

Satz (C. L. Steexx, A. Borgi): Ist X ein Holomorphiegebiet im Raum C" 
von n komplexen Verdnderlichen und G eine Gruppe von auf X operierenden 
analytischen Automorphismen (diskontinuierlich oder nicht), derart, dap der 
Quotientenraum X/G kompakt ist, so sind n + 1 beziiglich G in X automorphe 
Funktionen stets algebraisch abhingig. 
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Ist X beschriinkt und G diskontinuierlich, so existieren n analytisch unab- 
héngige automorphe Funktionen; der Kérper der in X beziiglich G automorphen 
Funktionen ist ein endlich-algebraischer Funktionenkérper in n Unbestimmten’). 

In der angegebenen Fassung findet sich der Satz bei A. Borst ((3], 
théoréme 3 und 4). C. L. Steaex behandelt in [17] den Fall eines beschrinkten 
Gebietes X mit einer diskontinuierlichen Gruppe @ (theorem 18, p. 132; 
theorem 19, p. 137). In diesem Falle ist iibrigens X stets ein Holomorphie- 
gebiet ({17], Lemma 8, p. 136). Fir diskontinuierliche Untergruppen der 
symplektischen Gruppe n-ten Grades mit kompaktem Fundamentalbereich, 
die im sog. Siegelschen Halbraum wirken, ist der obige Satz bereits 1942 von 
C. L. Stecex [16] bewiesen worden. 

Als spezielle Folgerung aus dem Satz von SrecEL und Bore ergibt sich, 
daB n+ 1 meromorphe, 2n-fach periodische Funktionen von » Verander- 
lichen stets algebraisch abhangig sind; auch wenn man nicht verlangt, daB 
unter ihnen n unabhangige Funktionen vorkommen. Dadurch wird die Frage 
nahegelegt, ob etwa auch im Satze von Tu1mM die Forderung nach der analyti- 
schen Unabhangigkeit von n der vorgegebenen Funktionen iiberfliissig ist. 
Diese Frage ist nicht ganz unwichtig, weil es kompakte n-dimensionale Mannig- 
faltigkeiten gibt, in denen nicht » unabhangige meromorphe Funktionen 
existieren. (Das tritt z. B. bereits bei 2n-fach periodischen Funktionen ein, 
wenn die Periodenrelationen verletzt sind, vgl. [17], theorem 15, p. 101.) 
W. Tum hat 1954 die aufgeworfene Frage bejahend beantwortet und in 
einer umfangreichen Arbeit bewiesen (vgl. [23], Hauptsatz IV, p. 48): 

In einer n-dimensionalen kompakten komplexen Mannigfaltigkeit sind n+1 
meromorphe Funktionen stets algebraisch abhingig. 


3. Der Begriff der komplexen Mannigfaltigkeit ist in der komplexen Ana- 
lysis mehrerer Veranderlichen nicht das vollsténdige Analogon zum Begriff 
der Riemannschen Fliche aus der klassischen Funktionentheorie. Da bekannt- 
lich nicht einmal die analytischen Gebilde algebraischer Funktionen von 
mehreren Veranderlichen stets iiberall Mannigfaltigkeitscharakter haben, 
muB8 man, um nicht zu speziell zu sein, notwendig algebroide Singularitaten 
als innere Punkte der zu betrachtenden Gebilde zulassen. Fiir solche Gebilde 
ist in der neueren Literatur der Begriff des komplexen Rawmes (espace ana- 
lytique général) geliufig. Es ist keineswegs trivial, daB die Thimmschen 
Siatze iiber die algebraische Abhangigkeit auch fiir meromorphe Funktionen 
in kompakten komplexen Raéumen gelten. Indessen gelang TH1mM auch hier 
durch detaillierte Uberlegungen der Nachweis, daB die Abhingigkeitssitze 
richtig bleiben. In [24] beweist er den folgenden Satz, der alle seine friher 
bewiesenen Abhangigkeitssitze umfaBt (p. 457, Hauptsatz II): 


Satz (W. Tu1mm): In kompakten komplexen Réumen sind analytisch ab- 
hingige meromorphe Funktionen stets algebraisch abhingig'). 


1) Die zweite Aussage dieses Satzes ergibt sich auch unmittelbar aus einem Satz von 
H. CarTEN (vgl. [4], Exp. X¥). 

4a) Fiir den Fall zweier meromorpher Funktionen wurde dieser Satz auch von 
K. Srer [19], S. 106, bewiesen. 
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4. Die S&tze von THmm™ sowie Srecet und Boret lehren, daB zwischen 
den Begriffen ,,kompakt“ und ,,algebraisch‘‘ analog wie in der klassischen 
Funktionentheorie auch bei mehreren Verinderlichen starke Bindungen 
bestehen. Als weiteres Beispiel hierfiir kann der folgende Satz angefiihrt 
werden, der 1952 von W. L. Cuow ohne Beweis angekiindigt wurde*): 

Satz (W. L. Coow): Ist X. ein zusammenhingender kompakter n-dimensio- 
naler komplexer Raum, so ist der Kérper K(X) der auf X meromorphen Funk- 
tionen isomorph einer einfachen algebraischen Erweiterung eines Kérpers in 
héchstens n Unbestimmten iiber dem Kérper C der komplexen Zahlen. 

Dieser Satz wurde inzwischen von J. P. Serre (vgl. [4], Exp. I) fiir den 
Fall bewiesen, daB X eine komplexe Mannigfaltigkeit ist und der Trans- 
zendenzgrad von K(X) iiber C mit der komplexen Dimension n von X iiber- 
einstimmt. Spiter hat C. L. Smecer [18] mit den von ihm entwickelten 
Methoden ebenfalls einen Beweis fiir diese Teilaussage des Satzes von CHow 
gegeben. H. Kneser hat bemerkt*), daB die SchluBweisen von SreGEL so 
modifiziert werden kénnen, daB sich auch noch die entsprechende Aussage 
fiir komplexe Réume ergibt. Ein Beweis fiir den allgemeinen Chowschen 
Satz steht implizit in den Thimmschen Arbeiten [23] und [24]. 

5. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, mit Hilfe eines allgemeinen 
Satzes iiber holomorphe Abbildungen komplexer Riéume einfache Be- 
weise fiir die Sitze von THtmm und Cuow zu geben. Durch eine Verfeinerung 
der Beweismethode 14Bt sich auch der Satz von Srecet-Bore sowie ein 
Analogon dazu fiir komplexe Réiume ableiten‘), dariiber méchte ich jedoch 
in einer anderen Arbeit berichten. Der den Uberlegungen zugrunde liegende 
Gedanke ist sehr naheliegend und wurde auch bereits vielfach benutzt: Um 
die algebraische Abhiangigkeit von k in einem komplexen Raum gegebenen 
meromorphen Funktionen zu beweisen, wird die durch die Funktionen be- 
stimmte meromorphe Abbildung gy des Raumes X in den k-dimensionalen 
Osgoodschen Raum C* betrachtet®). Die Funktionen sind sicher dann alge- 
braisch abhiangig, wenn das Bild g (X) des Raumes X im C* eine algebraische, 
d.h. durch Polynomgleichungen beschreibbare, echte Teilmenge von C* ist. 
Hierzu reicht nach einem Satz von Cuow ([5], auch [8, 15}; [4], Exp. XIV) 
hin, daB o(X) eine analytische, d.h. im Kleinen durch lokal-holomorphe 
Funktionen beschreibbare, echte Teilmenge von C* ist. 

Zur Durchfiihrung des geschilderten Ansatzes ist es offenbar wichtig, 
Bedingungen zu kennen, unter denen bei meromorphen Abbildungen kom- 
plexer Riume die Bilder analytische Mengen sind. Es wird sich zeigen (vgl. 
§1), daB man sich dabei auf das Studium holomorpher Abbildungen beschrinken 
kann ;denn durch ein allgemeines Verfahren, welches die Unbestimmtheitsstellen 
~~ Vgl. hierzu die Bemerkung in der Einleitung der Arbeit [6] von W. L. Coow und 
K. Koparra. Mir ist nicht bekannt, ob inzwischen die dort angekiindigte Arbeit “On 
complex analytic varieties” veréffentlicht worden ist. 

%) Vortrag, gehalten auf der DMV-Tagung in Géttingen 1955. 

*) Vgl. hierzu auch J. P. Serre [4], Exp. II. 

5) Unter dem k-dimensionalen Osgoodschen Raum C* wird das cartesische Produkt 
von k Riemannschen Zahlenkugeln verstanden. 

20* 
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eliminiert, 14Bt sich jeder durch meromorphe Funktionen vermittelten Abbil- 
dung in natiirlicher Weise eine holomorphe Abbildung zuordnen. 

Fir holomorphe Abbildungen habe ich nun Bedingungen der gewiinschten 
Art in meiner Dissertation angegeben. Es wurde insbesondere bewiesen (vgl. 
hierzu auch [13, 14] und [20]): 

Ist t: X-> Y eine holomorphe Abbildung eines kompakten komplexen Raumes 
X in einen beliebigen komplexen Raum Y, so ist t(X) eine analytische Menge in Y. 

Aus diesem Satze sowie aus einigen Zusiitzen ergeben sich die Satze von 
W. Tum und W. L. Cuow als einfache Folgerungen. In §1 sind der Voll- 
standigkeit halber noch einmal kurz die grundlegenden Begriffe und Sitze 
zusammengestellt, mit deren Hilfe in § 2 der Satz von Tu1mm™ und in § 3 der 
Satz von Cuow abgeleitet werden. § 4 enthailt Bemerkungen zum Satz von 
CHow; insbesondere wird eine Beziehung zu der von K. Stern [19, 21] be- 
griindeten Theorie der analytischen Projektionen und Zerlegungen hergestellt. 
Durch Einfiithrung des Begriffes der Faserzahl gelingt es, Schranken fiir die 
Grade der Polynome, die jeweils die algebraische Abhangigkeit zum Ausdruck 
bringen, anzugeben. Auf diese Weise ergibt sich auch ein Beweis fiir den 
Hauptsatz I in [23] in seiner scharfen Form, der sich somit ebenfalls als Folge- 
rung aus dem allgemeinen Abbildungssatz erweist °). 


§ 1. Vorbereitungen zum Beweise der Sitze von THimm und Cuow 

1. Wir stellen in diesem Paragraphen einige Begriffe und Satze zusammen, 
die wir zum Beweise der Satze von THImm und Cow benétigen. Komplexe 
Raéume, analytische Mengen und holomorphe Abbildungen seien wie in [4] 
bzw. [14] definiert’); ein komplexer Raum braucht also weder zusammen- 
hangend noch endlich-dimensional zu sein. Es werden nur holomorphe Ab- 
bildungen t eines komplexen Raumes X in eine komplexe Mannigfaltigkeit Y 
betrachtet, da dieser Fall in den hier interessierenden Anwendungen stets vor- 
liegen wird. Ist rt : X-> Y eine solche Abbildung, so ist fiir jeden Punkt x ¢ X die 
Menge t~!(r(x)) eineanalytische Menge in X ,die den Punkt z enthalt. Wirnennen 
t1(t(x)) die Faser der Abbildung t tiber dem Punkt y = r(x) € Y. 

Den Begriff des Ranges einer holomorphen Abbildung definieren wir nach 
bekanntem Vorbild: in der Umgebung eines jeden uniformisierbaren Punktes 
x € X kann eine holomorphe Abbildung tr: X- Y durch holomorphe Funk- 
teonen W, = f, (Z,, . . ., Sq), - - -» Wy= fy (2, - - -, Ze) 
gegeben werden, wenn z,,...,2, bzw. w,,..., w, Ortsuniformisierende in x 
bzw. t(2x) sind. 

Unter dem Rang o,(x) der Abbildung t im Punkte z € X werde nun der 

O(fi, - + +» fs) 


Rang der Funktionalmatrix eps tend im Punkte x ¢ X verstanden. Be- 
tess 2e) 


*) Die vorliegende Arbeit ist der sehr stark abgeinderte und erweiterte 3. Teil der 
Dissertation des Verf., die 1954 der Math.-Nat. Fakultat der Universitat Miinster vor- 
gelegen hat. Vgl. hierzu auch die in den Colloquiumsberichten der Universitat StraBburg 
erschienenen Arbeit [20] von Herrn Prof. Dr. K. Stern. 

7) Zum Begriff des komplexen Raumes vgl. auch [7] sowie [12] und [13]; eine Ein- 
fiihrung in die Theorie der analytischen Mengen findet sich in [15], [13] sowie [4]. 
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zeichnet X die in X enthaltene komplexe Mannigfaltigkeit, so ist offenbar die 
Funktion o,(z) in X wohldefiniert. Fir jede zusammenhingende Komponente 
X, von X existiert 
r(X,)= sup e,(z); 
2EX,nX 
wir nennen r,(X,) den Rang von t auf X,. Es gilt r,(X,;) < d(X,), wenn d(X,) 
die komplexe Dimension von X, bezeichnet. Die Zahl 
r(t) a sup @, (x) 
2ex 
heiBt der Rang von t schlechthin. Es gilt r(r) < d(X); ist also X endlich- 
dimensional, so ist r(r) sicher endlich’). 

Aus der Definition des Ranges folgert man leicht (vgl. hierzu auch die 
schirferen Aussagen in [13, 14]): 

Satz 1: Ist t: XY eine holomorphe Abbildung und ist X zusammen- 
hiingend, so ist die Menge aller Punkte x € X, in denen gilt: 0, (x) = r(t), eine 
offene und dichte Menge in X. 

In [14] (vgl. auch [13, 20]) wurde der folgende Satz bewiesen, den wir 
in den §§ 2.3 entscheidend benutzen werden: 

Satz 2: Ist t: X-+Y eine holomorphe Abbildung und ist X kompakt, so ist 
t(X) eine r(t)-dimensionale analytische Menge in Y. 

2. Sind f,,..., f, holomorphe Funktionen in einem komplexen Raum XX, 
so wird durch die Gleichungen 


4= f,(),.. .. = f(x), e € X, 
eine holomorphe Abbildung rt : X + C* von X in den Raum C* der k komplexen 
Veranderlichen z,,...,z, definiert, die wir die zu den Funktionen jf, . . .. /, 
gehérende holomorphe Abbildung nennen. Sind die Funktionen /,, x = 1,....k. 
meromorph in X und hat keine Funktion /,, eine Unbestimmtheitsstelle in X. 
so kann in analoger Weise eine zu den f,, . . .,/, gehérende holomorphe Ab- 
bildung t+: X+C* von X in den k-dimensionalen Osgoodschen Raum C* 
(darunter wird das direkte Produkt von k Riemannschen Zahlenkugeln ver- 
standen) definiert werden. Hat jedoch eine der Funktionen /, eine Unbe- 
stimmtheitsstelle, so kann man den Funktionen /,,..., /, nicht mehr ohne 
weiteres eine holomorphe Abbildung zuordnen, da jetzt gewissen Punkten 
« € X héherdimensionale Mengen im C* entsprechen. Es gibt in diesem Falle 
lediglich noch eine natiirliche holomorphe Abbildung +: X — N+ C*, dabei 
bezeichnet N diejenige analytische Menge in X, die aus all den Punkten be- 
steht, in denen wenigstens eine der Funktionen /,, . . ., /, eine Unbestimmtheits- 
stelle hat. 

Es gibt eine recht umfangreiche Literatur, in der das Verhalten einer durch 
in X meromorphe Funktionen f,, ..., /, gegebenen holomorphen Abbildung 
t: X—N-C* in der Umgebung einer Unbestimmtheitsstelle x¢N untersucht 

5) In [13, 14] wird eine Definition des Ranges in einem Punkt gegeben, die fiir viele 
Betrachtungen bequemer ist als die hier gegebene Definition. Es la8t sich jedoch zeigen. 
daB in beiden Fallen die Begriffe des Ranges schlechthin aquivalent sind (vgl. [14)). 
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wird. Hierher gehéren z. B. Arbeiten von BLUMENTHAL [2] und Oscoop 
({9], p. 603); vor aliem aber die Untersuchungen von W. Txuimm ([22, 
23, 24] sowie die dort weiter zitierten Arbeiten). Gerade durch ein intensives 
Studium der Unbestimmtheitsstellen war es W. TH1mm méglich, seine Ab- 
hangigkeitssitze zu beweisen. 

In [12] (vgl. auch [14]) wurde gezeigt, daB im Hinblick auf Fragen, 
wie sie hier interessieren, ein naheres Eingehen auf die Natur der Unbe- 
stimmtheitsstellen nicht unbedingt nétig ist. Es gilt namlich: 

Satz 3: Sind in einem zusammenhiingenden komplexen Raum X meromor- 
phe Funktionen f,,...,f, mit der Unbestimmtheitsmenge N gegeben, so gibt es 
einen komplexen Raum 'X mit folgenden Eigenschajften: 

a) ‘X ist eine eigentliche Modifikation von X, d. h. es gibt eine eigentliche *), 
holomorphe Abbildung x von 'X auf X, die auBerhalb einer in 'X analytischen 
Menge 'N +'X umkehrbar ist. Es gilt: N = x('N). 

b) Der durch die Gleichung x*(f(x)) =‘f('x) = fo 2('x) definierte Homo- 
morphismus x* des Kérpers K(X) der in X meromorphen Funktionen in den 
Kérper K('X) der in 'X meromorphen Funktionen ist ein Isomorphismus von 
K(X) auf K('X). Die Funktionen 'f,= f,,0 2,x =1,...,k, haben keine Un- 
bestimmtheitsstellen in 'X. 

c) Zwischen den zu den Funktionen f,,...,f, und ‘},,..., fy gehdrenden 
holomorphen Abbildungen 1: X — N->C* und ‘rt :'X +C* bestehen folgende Be- 
ziehungen: 


't('x) = tom (‘2x) far ‘x €'X—'N; r('t)=r(t), t(X — N) c 't('X) C tT(X—D). 


Ein ausfiihrlicher Beweis dieses Satzes findet sich in [14], hier sei nur 
bemerkt, daB ‘X im wesentlichen der im Produktraum X x C* gelegene Graph 
der Abbildung rt ist!°). 

Satz 3 sagt — grob gesprochen — aus, daB man die Unbestimmtheits- 
stellen von endlich vielen in einem komplexen Raum X meromorphen Funk- 
tionen simultan eliminieren kann, wenn man X in den Unbestimmtheitsstellen 
geringfiigig abandert (modifiziert). Der Raum ‘X spielt im folgenden eine 
besondere Rolle; wir nennen ihn einen zu den Funktionen j,, . . ., {, gehérenden 
komplexen Raum und entsprechend ‘rt eine zugehérige Abbildung. Man kann 
im tibrigen durch eine naheliegende weitere Forderung erreichen, daB ‘X bis 
auf analytische Aquivalenz eindeutig bestimmt ist. 


§ 2. Algebraische und analytische Abhingigkeit meromorpher Funktionen. 
Beweis des Satzes von THimm 


1. Es sei X ein komplexer Raum, f,, . . ., {, seien meromorphe Funktionen 
in X. Mit P sei die Vereinigung der Polstellenmengen der Funktionen f,, ..., /, 
bezeichnet ; P ist eine analytische Menge in X. Wir definieren (vgl. auch [20}): 


*) Eine stetige Abbildung heiBt bekanntlich eigentlich, wenn die Urbilder kompakter 
Mengen stets kompakt sind. 

1°) Zu Satz 3 vgl. auch [12], § 7; zur allgemeinen Theorie der Modifikationen siehe 
etwa [7]. 
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Def. 1 (Algebraische Abhéngigkeit): Die im komplexen Raum X mero- 
morphen Funktionen f,, . . ., {, heiBen algebraisch abhingig, wenn es ein Polynom 
Q(z, . «+» 2%) #0 mit komplexen Koeffizienten gibt, so daB fiir jeden Punkt 
x€ X— P gilt: 

Q(fi(z), - - +» fe(z)) = 0. 


Wir beweisen sofort (‘X sei ein gemaB Satz 3 zu den Funktionen f,, . . ., f, 
gehérender komplexer Raum; ’r die zugehérige Abbildung von ‘X in C*): 
Satz 4: Die in X meromorphen Funktionen },,...,{, sind genau dann 
algebraisch abhingig, wenn es eine analytische Menge M im O* gibt, M + 0*, 
so daB gilt: 
‘t(X)CM. 


In der Tat! Sind f,, ..., f, algebraisch abhingig und ist Q(z,, ..., z,) ein 
Polynom mit der in Def. 1 angegebenen Eigenschaft, so sei M die durch die 
Gleichung Q(z,,...,2,)=0 in C* definierte analytische Menge, wegen 
Q(z, . . ., Z) #0 gilt M+C*. Nach Def. 1 gilt: r(X — P)C M, wenn r die 
zu den f,, . . ., f, gehérende holomorphe Abbildung von X — N in C* bezeichnet. 
Aus Stetigkeitsgriinden gilt alsdann auch r(X—N)CM. Da ‘r(’X) nach 
Satz 3c) in der abgeschlossenen Hiille von +(X — N) enthalten und M ab- 
geschlossen ist, so folgt weiter ‘r('X)c M. 

Gibt es umgekehrt eine in C* analytische Menge M mit der in Satz 4 an- 
gegebenen Eigenschaft, so folgt zunichst aus einem bekannten Satz von 
Cuow (vgl. hierzu [5, 8, 15] sowie [4], Exp. XIV), daB M eine algebraische 
Menge im O* ist. Daher ist MC* im Nullstellengebilde eines Polynoms 
Q(z, .. -» Z) #0 enthalten. Da ‘t('X)CM, so gilt wegen Satz 3c) auch 
t(X— N)CM und wegen NCP also erst recht: r(X— P)CM. Das be- 
deutet aber: Q(/,(z), . . ., {,(z)) = 0 fiir jeden Punkt x ¢ X — P, q.e. d. 

2. Um den Begriff der analytischen Abhangigkeit fiir in einem komplexen 
Raum X meromorphe Funktionen f,, .. ., /, einzufiihren, bezeichnen wir mit 
Xp die im komplexen Raum X — P enthaltene komplexe Mannigfaltigkeit. 
In Xp sind die Differentialformen dj,, . . .,d/, wohldefiniert und holomorph. 
Wir sagen nun: 

Def. 2 (Analytische Abhingigkeit): Die im komplexen Raum X mero- 
morphen Funktionen f,,...,{, heiBen analytisch abhiingig im Punkte x,€ X, 
wenn es eine Umgebung U (xq) gibt, so dap in jedem Punkt x ¢ U(a)\ Xp die 
Differentialformen df}, . . ., df, linear abhiingig sind. Die Funktionen },, . . .. fy 
heiBen analytisch abhiingig schlechthin, wenn sie in jedem Punkt x,¢ X ana- 
lytisch abhiingig sind. 

Offenbar sind algebraisch abhaingige meromorphe Funktionen stets ana- 
lytisch abhingig. Man beweist nun durch direkte Rechnung sofort : 

Die meromorphen Funktionen },,...,/, sind genau dann analytisch ab- 
hiingig im Punkte x,¢ X, wenn es eine Umgebung U(x.) gibt, so dap in jedem 
Punkt x € U(%)\Xp der Rang 0,(x) der zu den Funktionen },,..., fy ge- 
hérenden holomorphen Abbildung t : X — N +C* kleiner als k ist. 

Hieraus folgt auf Grund von Satz 1 und Satz 3: 
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Satz 5: In einem zusammenhingenden komplexen Raum X sind mero- 
morphe Funktionen },,..., f, genau dann analytisch abhéngig in einem Punkt 
x, € X, wenn der Rang r(‘t) von 't :'X +C* kleiner als k ist. 

Hierin ist der bekannte Satz enthalten: In einem zusammenhingenden 
komplexen Raum X sind meromorphe Funktionen, die in wenigstens einem Punkt 
Xo € X analytisch abhingig sind, analytisch abhingig schlechthin. 

3. Wir kénnen nun beweisen: 

Satz 6 (W. Tutu): In kompakten komplexen Réiumen sind analytisch ab- 
héingige meromorphe Funktionen algebraisch abhingig. 

Der Beweis ist mit den hier zur Verfiigung stehenden Hilfsmitteln trivial: 
Sind /,, . . ., f, im kompakten komplexen Raum X meromorph und analytisch 
abhangig, so betrachten wir die zugehérige holomorphe Abbildung ‘tr :’X + C*. 
Aus Satz 5 folgt sofort: r(‘t) < k — 1. Nach Satz 2 ist also ’r('X) eine héchstens 
(& — 1)-dimensionale analytische Menge in C*. Da somit sicher gilt : ‘t(‘X) + C’. 
so folgt aus Satz 4 mit M ='r('X) die Behauptung. 

Offenbar haben wir sogar bewiesen : 

Satz 6’: In zusammenhingenden kompakten komplexen Raiumen sind mero- 
morphe Funktionen, die in wenigstens einem Punkt analytisch abhangig sind. 
algebraisch abhingig. 

Aus Satz 6 folgt sofort, da in einem n-dimensionalen komplexen Raum 
(n + 1) meromorphe Funktionen stets analytisch abhangig sind: 

Satz 6": In %-dimensionalen, kompakten komplexen Réiumen sind (n + 1) 
meromorphe Funktionen algebraisch abhingig. 


§ 3. Beweis des Satzes von Cuow 


Wir beweisen in diesem Paragraphen den folgenden 

Satz 7 (W. L. CHow): Ist X ein zusammenhingender kompakter n-dimen- 
sionaler komplexer Raum, so ist der Kérper K(X) der auf X meromorphen 
Funktionen isomorph einer einfachen algebraischen Erweiterung eines Kérpers 
hichstens vom Transzendenzgrad n iiber dem Kérper C der komplexen Zahlen. 

Beweis: a) Nach Satz 6” besitzt K(X) tiber C einen Transzendenzgrad 
kan. Es sei f,,..., f, eine Transzendenzbasis von K(X) iiber C, die wir 
uns ein fiir alle Mal fest gewaihlt denken. Um zu zeigen, daB K(X) einfach 
algebraisch iiber K* = C(j,, . . ., f,) ist, geniigt es, folgendes zu beweisen: 

Es gibt eine feste natiirliche Zahl m, derart, daB fiir jedes Element f « K(X) 
gilt: [f: K*]<m"). Daraus ergibt sich dann die Pehauptung wie folgt: 
Man adjungiere zu K* ein Element f/,¢ K(X), welches tiber K* von maxi- 
malem Grad ist. Wiirde K*(f,) nicht mit K(X) iibereinstimmen, so kénnte 
man noch ein nicht in K* (f,) liegendes Element g € K (X) zu K (f,) adjungieren. 
Nach dem Satz vom primitiven Element'*) giibe es dann ein Element h ¢ K(X). 





") Mit [f: K*] wird wie iiblich der Grad von / iiber K* bezeichnet. 
#2) Der Satz vom primitiven Element ist anwendbar, da der Grundkérper ( die 
Charakteristik 0 hat. 





sic 
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so daB K*(h) = K*(jf,, g). Hieraus folgt aber 
[h: K*] = [g: K* (fo)] - (fo: K*] > (fo: K*], 

was der Wahl von /, widerspricht. Also gilt K*(/,)= K(X) wie behauptet. 

b) Sei f € K(X) irgendeine auf X meromorphe Funktion. Wir bezeichnen 
mit ‘X, einen zu den Funktionen f,, .. ., f,, / gehérenden komplexen Raum 
im Sinne von Satz 3 und mit ‘t, die natiirliche holomorphe Abbildung von ‘X, 
in den Raum C**+! der Veranderlichen 2,,...,2,,w. Da die Funktionen 
fy, .. +f, analytisch unabhingig und die Funktionen hi, - «+> tes f analytisch 
abhingig sind, so gilt: r(’t,) =k. Daher ist nach Satz 2 die Menge ‘r,('X,} 
eine k-dimensionale analytische und also nach CHow algebraische Menge im 
O*+1, Die Menge ‘r,('X,) \C*+? ist folglich enthalten im Nullstellengebilde 
eines Polynoms Q,(w, 2,, . . ., Z,) #0, das wir etwa in der Form anschreiben: 


a 
Qy (0, 24, . «5 2) =D PU (z,, .. ., 2) + w, 


a=0 


wo PY (2,,..., 2) € Czy, .. +» Ze), PY (zy, . «+5 %) #0. 


Da das iiber C(f,,..., f,) gebildete Polynom Q,(w) = s PY (fy, . - «5 fy) 


nicht identisch verschwindet und von / ¢ K(X) mai wird, so geniigt es 
also, die Existenz einer nicht von f ¢ K(X) abhangenden natiirlichen Zahl m 
zu beweisen, so daB fiir jedes f ¢ K(X) gilt: a, < m. 

Bezeichnet N, die im Raum C* der Veriinderlichen z,, .. .,z, liegende 
héchstens (&— 1)-dimensionale analytische Menge der gemeinsamen Null- 
stellen der Polynome PY? (z,, . . ., z,): 


N,: {PY (2, .. -.%) = °° = PY (a, «+ + Zp) = O}, 


so ist das sicher bewiesen, wenn gezeigt wird: 

Es gibt eine nicht von der Wahl des Elementes { « K(X) abhéingende natiir- 
liche Zahl m und eine nichtleere offene Menge B, c C*— N,, 80 da iiber jedem 
Punkt z ¢ B, héchstens m verschiedene Punkte von 't,('X,) liegen (B, darf von f 
abhingig sein). 

c) Um diese letzte Aussage zu beweisen, werde mit ‘X ein zu den Funk- 
tionen f,, . . ., fy gehérender komplexer Raum und mit ‘t die zugehérige holo- 
morphe Abbildung von ‘X in den C* der Verinderlichen z,, . . ., z, bezeichnet. 
Es gilt r(‘r) = k, nach Satz 2 gilt somit ‘r('X) = C*. Den in X meromorphen 
Funktionen /,, ..., f,,f entsprechen nach Satz 3 in ‘X meromorphe Funk- 
tionen ‘f,,..., ‘f;,'f. Die Funktionen ‘j,,..., ‘f, besitzen nach Konstruktion 
von ‘X keine Unbestimmtheitsstellen (und definieren die Abbildung ‘r); die 
Funktion ‘f kann Unbestimmtheitspunkte in ‘X besitzen. Bezeichnet N , diese 
im n-dimensionalen komplexen Raum ‘X héchstens (n — 2)-dimensionale 
Unbestimmtheitsmenge, so ist auf jeden Fall ‘f auBerhalb N , eine eindeutige. 
sicher stetige Funktion (hierbei wird w =o als Funktionswert ek 
Da die Funktionen /,,..., /,,f und also auch die Funktionen ‘f,, . . ., ‘f,. ‘/ 
einer algebraischen Relation geniigen, kann ‘f auf jeder Faser 'e1(2), 2 €C*. 
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von ‘t, soweit dieselbe in ‘X — N, verlauft, héchstens endlich viele Werte 
annehmen; dies hat zur Folge, daB ‘f auf jeder zusammenhangenden Kom- 
ponente von ’t-1(z) > (‘X — N,) konstant ist. 

Es gilt nun '2(N 1) \ C® C Ny, denn héchstens iiber den Punkten von N, liegen 
im C**! unendlich viele Punkte von ‘t,(’X,). Es hat somit keine Faser ‘t~*(z) 
Punkte mit N, gemeinsam, wenn z € C*— N,; folglich ist ‘f auf jeder zusammen- 
hangenden Komponente von ‘t~'(z), z ¢ C*\— N,, konstant. Da 'X kompakt 
ist (man beachte, daB a :'X + X gemaB Satz 3 eine eigentliche Abbildung ist), 
zerfallt jede Faser ‘t~1(z) in ‘X in endlich viele irreduzible und also auch end- 
lich viele zusammenhaingende Komponenten. Bezeichnen wir mit m(z) ihre 
Anzahl, so kann also ‘f auf ‘t~!(z), z ¢ C'*\— N,, héchstens m(z) verschiedene 
Werte annehmen. Fiir die oben betrachtete Menge ‘t,(’X,) bedeutet das, daB 
_ liber jedem Punkt z¢C*— WN, héchstens m(z) verschiedene Punkte von 
‘t,('X,) liegen. 

Nach einem bekannten Lemma von Oscoop (vgl. [9], p. 230) gibt es nun 
eine natiirliche Zahl m und eine nichtleere offene Menge B, c C*— N,, derart, 
daB die Menge der Punkte z ¢ B, mit m(z) < m dicht in B, liegt. Wenn aber 
tiber jedem Punkt einer in B, dichten Menge héchstens m verschiedene Punkte 
von ‘t,('X,) liegen, so kénnen iiber jedem Punkt z ¢ B, tiberhaupt héchstens m 
verschiedene Punkte von ‘t,(’X,) liegen. Da m unabhangig von f ist (m hangt 
nur von der Wahl der Transzendenzbasis ab!), ist somit der Satz von CHow 
bewiesen: 


§ 4. Bemerkungen zu den Siatzen von Tuimm und Cuow 


1. Spezialfalle der Satze von Tutmm und Cxuow ergeben sich aus einem 
von K. Sretn herriihrenden Satz iiber die Existenz einer ,,komplexen Basis“. 
Wir fiihren im folgenden den Begriff der komplexen Basis einer holomorphen 
Abbildung etwas abweichend von der in [21], Abschnitt 6 gegebenen De- 
finition ein. 

Def. 3 (Komplexe Basis): Ist +: X-+C* eine holomorphe Abbildung eines 
komplexen Raumes X in den Osgoodschen Raum C*, die durch k in X mero- 
morphe Funktionen f,,...,{, ohne Unbestimmtheitsstellen vermittelt wird, so 
heiBt ein Paar (®, X*) eine zu t gehbrende komplexe Basis, wenn folgendes gilt: 

a) X* ist ein komplexer Raum; @ ist eine holomorphe Abbildung von X 
auf X*, derart, daB jede zusammenhiingende Faserkomponente von PD eine zu- 
sammenhingende Faserkomponente von t ist und umgekehrt. = 

b) Ist f eine in X meromorphe Funktion, die von den Funktionen f,, . ..., fy 
analytisch abhiingt, so gibt es eine meromorphe Funktion {* in X*, 80 daB f= f*o®. 

Aus einem von K. Stern bewiesenen Satz (vgl. [21], Satz 13) kann nun 
gefolgert werden: 

Satz 8: Ist X ein zu enhiingender, n-dimensionaler kompakter kom- 





plexer Raum, so existiert zur Abbildung t : X + C* eine komplexe Basis (®, X*) 
sicher dann, wenn gilt: r(t) > n — 2. 

Hieraus ergibt sich aber unter Heranziehung von Satz 3 sofort: Sind 
fy - +++ fe, & > 2 — 2, analytisch unabhingige meromorphe Funktionen in einem 
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n-dimensionalen kompakten komplexen Raum X, 80 ist jede von f,,.. ., fy ana- 
lytisch abhingige, in X meromorphe Funktion f algebraisch von },,..., f, ab- 
haingig. Es gibt eine natiirliche Zahl m, die nicht von f, sondern nur von den 
hy--+s fy abhéingt, so daf f iiber C(},,...,f,) algebraisch héchstens vom Grade m ist. 

In der Tat! Ist ‘X ein zu den /,,..., {, gehérender komplexer Raum, so 
ist auch die zugehérige Abbildung ‘rt :'X — C* vom Range k > n— 2. Da ‘'X 
kompakt ist, gibt es also nach dem Satz von Srern eine komplexe Basis 
(®, X*) zur Abbildung ‘tr. Entsprechen nun den Funktionen /,,. . ., /,, { ¢ K(X) 
die Funktionen ‘f,,..., ‘f,, '{ € K('X), so gibt es nach Def. 3 b) Funktionen 
ff,.... ff, f* ¢ K (X*), so daB jeweils gilt: ‘f,=— ffo O,x=1,...,k, ‘f= fto®. 
Die Funktionen f,, . . ., fy, f sind offenbar genau dann algebraisch abhingig, 
wenn f* Nullstelle eines Polynoms Q,(w; ff, . . ., ff) = 0 ist. Das aber ist auf 
Grund bekannter SchluBweisen klar, denn X* kann in natiirlicher Weise als 
eine analytisch-verzweigte Uberlagerung des C* aufgefaBt werden. Ist m die 
Blatterzahl dieser Uberlagerung, so kann sogar ein Polynom Q, (w; ff, .. ., ff) +0 
gefunden werden, das in w héchstens vom Grade m ist, q. e. d. 

In genau derselben Weise folgert man aus dem Satz von Stem den Satz 
von CHow, wenn man voraussetzt, daB der Transzendenzgrad des Kérpers K (X) 
iiber C mindestens n — 1 ist. Der Grad von K(X) iiber C(j,, . . ., f,) ist analog 
wie oben héchstens gleich der Blatterzahl des zu den Funktionen jf, .. ., f, 
gehdrenden Basisraumes X*, wenn X* als Uberlagerung des C* aufgefaBt wird. 

2. Wir haben in § 3 beim Beweise des Satzes von Cuow die Schranke m 
fiir den Grad des Kérpers K(X) iiber C(f,, ..., f,) im wesentlichen dadurch 
erhalten, -daB wir die Anzahl m(zx) der zusammenhingenden Komponenten 
der Fasern 'r1('t(x)) betrachteten und zeigten, daB diese Funktion m(zx) 
in einer ,,hinreichend groBen‘’ Punktmenge beschrinkt ist. Dieser Tatsache 
liegt nun ein allgemeiner Sachverhalt zugrunde, der hier ohne Beweise an- 
gegeben sei (vgl. auch [14]; Spezialfiille des folgenden Satzes ergeben sich 
wieder aus dem Satz von STEIN): 

Satz 9: Ist t: X +Y eine holomorphe Abbildung eines kompakten komplexen 
Raumes X in einen komplexen Raum Y, so gibt es eine natiirliche Zahl m derart, 
daf fiir jeden Punkt x ¢ X die Faser t~'(r(x)) in héchstens m zusammenhidngende 
Komponenten zerfallt. 

Nennen wir die kleinste Zahl m mit dieser Eigenschaft die Faserzahl der 
Abbildung t, so haben wir also den 

Zusatz zum Satz von Cuow: Ist f,, . . ., fy eine Transzendenzbasis von K(X) 
iiber C und 't :'X > C* eine zugehdrige Abbildung, so gilt: 


| K(X): C(f,... .. fy) ] S Faserzahl von ‘tr. 


Analog ergibt sich als 

Zusatz zum Satz von Tuimm: Sind f,,..., fy, f analytisch abhdingige mero- 
morphe Funktionen in einem zusammenhdngenden komplexen Raum X, 80 ist f 
algebraisch iiber C(f,, . . ., fy) und es gilt: 


if: C(f,. .. -. fy)] S Faserzahl von ‘t. 
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On Ideals in Multidifferential Polynomial Rings*) 
By 
Frank Levin in Lexington, Ky. 


Introduction 

The object of the present paper is to extend to rings of multidifferential 
polynomials (in the sense of A. JAEGER [2]')) certain results and methods from 
the theory. of rings of ordinary differential polynomials over ground fields 
of characteristic zero as given by O. Ore [6]. The essential distinction be- 
tween the present case and the one for ordinary differential polynomials is 
that the multidifferential polynomial rings are not generally principal idealrings. 

In the first section basic definitions and properties of ideals of multi- 
differential polynomials are discussed. Canonical bases of such ideals are 
introduced in Section two, where it is also shown under what conditions the 
ring of multidifferential polynomials is a simple ring. In Section three 
examples of maximal right ideals are given; in Section four the adjoint trans- 
formation is introduced and this provides a one-to-one correspondence be- 
tween left and right ideals in the ring, so that the subsequent discussions in 
most cases may be limited to those for right ideals. 

Section five deals with solutions of the multidifferential equation in the 
ground field. The restricted similarity transform of ideals considered in Section 
six is the algebraic counterpart of the analytic one given by A. Lorwy [3], [4]. 
This was also considered by E. NozkrHER and W. ScuMEIDLER [5], and their 
results are commented upon in Section six. Section seven takes up completely 
reducible ideals which were considered in the analytic sense again by Lozwy. 
The general similarity discussed in Section eight will be of importance in 
considerations of factorizations of multidifferential polynomials. 


1. Multidifferentiations and Multidifferential Polynomials 
Let F be an arbitrary (commutative) field of characteristic zero. A mapping 


D:a>(a)D=a', acF 


of F into itself is called a derivation of F if, for any two elements a,b ¢ F, the 
following conditions are satisfied : 

1) (a+ 6b) =a'+0'; 

2) (ab)’= ab’+ a’b. 
The set C of all elements mapped onto 0 by D is a field, called the D-constant 
field of F. If C = F, the derivation.is called trivial. 


*) The author wishes to express his appreciation to Prof. ARNo JarceRr of the Univer- 
sity of Cincinnati for invaluable suggestions made during the preparation of this paper. 
1) Numbers in brackets refer to items in the bibliography. 
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D* will denote the ¢-th iteration of D if ¢ is a positive integer and the 
identity mapping if ¢=0. The semi-group generated by D (consisting of 
all D*) is called a differentiation of F and is denoted by [D]}. 

Let / be the set of all positive integers i < n, where n is a fixed integer. 
In the sequel we shall be concerned with a family (D,);-; of n (= 1) derivations 
of F, where it will be assumed that these derivations commute in pairs. To 
each D, there corresponds the differentiation [D,] and the D,-constant field C,,. 
The field ni C, will be called the field of absolute constants of F. If 1 denotes 


the identity of F, it follows immediately from the definitions that (1) D;= 0 
for any i ¢ I, so that the prime field of F is contained in the field of absolute 
constants of F. 

The commutative semi-group (with respect to the compositions of mappings 
in the usual sense) generated by the family (D,);-; is calléd a multidifferentiation 
of dimension n of F [1] and is denoted by D; [D,] is called the i-th component 
of D. If J is a subset of J, the sub-semi-group of D generated by (D,);-, is 
called a multicomponent of D. In particular, D, will be used to denote that 
multicomponent of D generated by (D,);<;. 

It follows from the above that the restriction of D to any C;, is also a 
multidifferentiation of C;. For, if c € C,, (c)D,;= 0, so that 

= (¢)D,D;= (c)D,D; , 
j < I, and hence (c)D,¢ C,. 

A multidifferentiation 9 is called regular in F [1] if there exists a set of 

elements 2, 2%, . . ., X,¢ F such that 

det ((z,)D,) + 0. 
This implies that the trivial derivation is not regular. An equivalent characteri- 
zation of a regular multidiffereritiation is given in the following theorem: 

Theorem 1.1. The multidifferentiation D is regular if and only if there do 
not exist c,< F not all zero such that 


(1.1) ¥'c,(a)D, -0 


v= 
for allac F. 
Proof: If det ((x,)D,);,<1,..... +9, it follows immediately that (1.1) 
cannot be true for all a ¢ F and non-zero c,. 
Suppose now that det ((z,)D,;)= 0 and assume that the maximal rank 
of all possible matrices ((x,)D,);,—1,... » i8 7 (<). Choose a maximal set 
of x, and number the D, such that 


| (2,)D, (%,)D,... (x,) Dy | 
| (za) Di (%,)D, . ~~ (2%) D,; +0. 
| (atp)D, (@,)Dy . . « (ap) Dy | 
Let y ¢ F be an arbitrary element and consider the matrix 
(%)D, ... (2%,)D, .. . (2%) Dy 
(wai o s-0 ie « 8 ib 
(y)D, ... (y)Dr «~~ (y)Dn 
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Since the rank of this matrix is at most r (the r was assumed to be maximal) 

the vector of the last row is linearly dependent on the other row vectors, 

so that (1.1) is satisfied for all a ¢ F and non-zero c,. This proves the theorem. 

An element of 9, say J] Dj‘, will be abbreviated by 9*, where r is an 
‘el 


ordered n-tuple of non-negative integers whose i-th component is t,. Thus, 
©°, where o denotes the vector all of whose components are zero, denotes the 
identity mapping. 

Let t denote an ordered n-tuple of positive non-zero integers 


T = (Z;, .. -» Te) 


and let Y = (¥,,..., ¥,) denote an n-tuple of independent indeterminates, 
commuting in pairs ovet F. We then use the following abbreviation : 


n 
yYa= J (11.7). a, ¢F, 
t Ty, --0T%e \ Sm 1 


where at most finitely many of the coefficients a, should not vanish. If one 


of the components of r, say t,, is zero, we use the abbreviation Y*a,= J] ( Y}/)a,. 
ik 
Similar abbreviations will be used when more than one of the components 


are zero. In particular Y°a,= a,. 
Consider two such finite formal sums 


A=} Y'a, B= Y'b,, 
a,b ¢F. When addition of A and B is defined by 
A+B=J Y*(a,+ 6,) 


and multiplication is defined by means of the associative and distributive 
laws and 


t 
(1.2) aYj=E¥;(})\(@De-), acF, 
v=0 


these sums form a ring 2(F,®D), the ring of multidifferential polynomials in F 
with respect io D [2]. The elements of 2(F,D) will be called multidifferential 
polynomials in F with respect to D. Since F is fixed for the remainder of the 
paper, we abbreviate 2(F,D) by 2(9). 

From (1.2) it follows at once that 2(F,®) is isomorphic with the poly- 
nomial ring F [2,,29, . . ., 2,] if all components of 9 are trivial. 

Let A= ¥ Ya, be a multidifferential polynomial in. Q(9). If a¢ F, 


(a)A will atond for 
(a)A = > (a) D'a,. 


The mapping: a (a)A is then an endomorphism of the additive group of F. 
Referring to the addition and multiplication rules again, we see that the 
correspondence between A and the endomorphism a -> (a) A is a representation 
of the ring Q2(®) in the endomorphism ring of the additive group of F. If 
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(a) A = 0, we shall say that a ¢ F is a zero of A and a solution of the multi- 
differential equation (z)A = 0. 

When 9 =[D]}, the corresponding ring 2([D]) of multidifferential poly- 
nomials in F with respect to [D] will be called the ring of ordinary differential 
polynomials in F with respect to [D}. 

If k is any element of J, every multidifferential polynomial A ¢ 2(D) can 
be written uniquely in the form 


t 
A= Yia,; a,€ Q(9*) 


v=1 

where D* is the multicomponent of D generated by (D,), i+ k. If a, +0, 
we shall say that the order of A with respect to Y,, is t and denote this fact by 
o,(A) =t20. The multidifferential polynomial «,, which may be thought 
of as the “leading coefficient” of A with respect to Y,, will be denoted by 
L,,(A). L,(A) = 0 if and only if A = 0. If 2 is a subset of 2(D), L, (2) will 
denote the set of all L,(B), Be 2. 

If J is a subset of Q(D), and A ¢ 2(D), A X denotes the set of all elements 
of the form AS, S¢ Z. As is customary, a right ideal in 2(D) is a subring L 
of 2(D) such that A Q(D) ¢ J for any A € J; similarly, a left ideal is defined. 
In what follows, “ideal” will stand for “right ideal’? where no confusion 
results. 

If {2} is a family of subsets of 2(D), we shall denote by 


(2a, Ze ---) 
the ideal generated by their set union, and by 
[2), 23 ao | 


the ideal generated by their set intersection. It is readily shown that ((2), 
Z,), 23) = (21, (Zz, Z3)) and [[2,, 24], 23] = (2), (Zp, 25] for any three 
ideals 2; of Q(9). 

The principal ideal generated by the element A ¢ 22(D) will be denoted by 
<A). In particular, in keeping with the above definitions, (1) will denote 
the “unit ideal”, i.e., Q(D) itself, and <0) will denote the zero ideal. Two 
ideals 2; are relatively prime if (2, 2,) = (1). This is the case if and only 
if there exist polynomials A,¢ 2; such that A,+ A,= 1. 

We note that if neither of 2, 2, is the zero ideal, [2,, 2,] + (0). This 
is true for ideals of 2([D1}) [6]. We proceed by induction. 

First, it is clear that 2(9,), t <n, is a subring of 2(D). Suppose that 
the assertion has been demonstrated for ideals of 2(9,_,). Let A, B ¢ Q(9,). 
and suppose that 0,(A) = 0,(B) + 8s, s 20. Then L,(A), L,(B) € 2(9,_,), so 
that, by hypothesis, there exist non-zero polynomials «,, a,¢ 2(9,_,) such 
that L,(A) «,= L,(B) a. Hence 

Aa= BY} a,+ K,, 
where o0,(K,) < 0,(A). Either K,= 0, or o,(K,) = 0,(B) + s,, 8, > 0, and we 
can find a, a4¢ 2(D,_,), such that 


K,a,= B fy ar Ky, 
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where 0,(K,) < 0,(K,), or K,= 0. Continuing in this way, we may eventually 
find polynomials such that 


K,-, B= BY? B,+ K, 


where 0,(K,) < 0,(B), or K,= 0, and K,¢ Q(®,). Reversing the process we 
then find polynomials C; such that 


AC,= BC,+ C;, 


where 0, (C3) < 0,(B), or C;= 0. This is the first step in the algorithm process. 
The remaining steps are now the same as for the more usual case of commu- 
tative polynomial theory, so that finally we obtain a non-zero common mul- 
tiple of the two polynomials A, B. This completes the induction and the 
demonstration. 

The following rules follow from the preceting definitions and may easily 

be deduced: Let 2,, 2, denote ideals in 2(D); A, a polynomial in Q(9); 

Rule 1: A(2,, 23) = (A2;, A2)). 

Rule 2: A[2,, 2,] = [A2}, AJ]. 

Rule 3: A2X,= A2Z,, A + 0, implies that L,= J). 

Rule 4: AX = [¢A), 2], A + 0, implies that Z is an ideal. 


2. Basis Theorems and Canonical Bases of Ideals 


For purposes of illustration of the construction of canonical bases, consider 
first a multidifferentiation D, of dimension two. 

Let 2c Q(D,) be an ideal. Let 7 be the subset of LY which contains, 
besides 0, all those-non-zero elements A ¢ J such that 0,(A) < 0,(B), for all 
non-zero Be L. L,(T) is an ideal in Q([D,}), since Z is an ideal. It can be 
shown [1] that 2([D,]}) is a non-commutative principal ideal ring, so that 
L,(T) is a principal ideal in 2([D,]). Let L,(T') = 8,.2([D,)), where 8,¢2([{D,}) 
and f, is monic, i. e., Z,(8,) = 1. Choose P,<T such that L,(P,) = 8,. Then, 
if N(+ 0) € 7, L,(N) = L,(P,) y, where y € 2([D,]}). Thus, if 


N=P, y+, 


it follows that either K = 0 or 0,(K) < 0,(P,). By hypothesis, then, K =: 0, 
so that every element of 7 is a multiple of P,. Hence, P, is a uniquely 
defined element of 7; i.e., P,€7', 0,(P,) S0,(N) for all non-zero N ¢T, 
and L,(L,(P,)) = 1. For, if Pj ¢ T also satisfies these conditions, P; = P, y 
so that y e F by the condition on the order of P,, P}, and it follows by the last 
| condition that y = 1. P, will be an element of the canonical basis of 2. We 
note that 7’ is not an ideal in Q(9,), since P, Y, ¢T. 

Since L, (2) is also an ideal in 2((D,}), it is also a principal ideal in 2([D,)}). 
Let L,(2) =o Q([D,]}), where o € 2([D,]}) is monic and let the minimum 
order with respect to Y, of any polynomial A ¢ Z such that L,(A) = 0 be m 
(finite). Suppose that 6,+ 0 and let 7’, be the subset of 2 composed of the 
elements in 7’ plus all those polynomials B ¢ X such that 0,(B) = 0,(P,)+ 1. 
The set L,(7';) is again seen to be an ideal in 2([D,]}); let L,(7,) = B,2((D,)), 
where £,¢€ 2([{D,]) is monic. Obviously, ¢(f,) ¢ (f,> ¢ (o>. If B, + Bs, we 

21 
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choose P,¢7', such that L,(P,) = £,, with the further restriction that if 
0, (P,) = t, then 

0,(L,(P,— Y; Bz)) < 0(L,(P,)). 


It follows that if there were a P,¢7, with the same conditions, P, — P, 
would be an element of 7’ so that (P;— P,) = 0. This last restriction on P, 
is always possible because of the Euclidean algorithm. If £,= £,, set P,= P,. 
This determines P, uniquely. 

If B,+ a, let T, be the subset of 2 containing 7’, and all those polynomials 
Bez such that o,(B) = 0,(P,) +2. L,(7,) is again a principal ideal in 
2Q((D,)}); L,(7'2) = Bs2([Dz]), Bs< 2((D2]) monic. Again, ¢8,) ¢ ¢B,) ¢ <Bs) © 
Co). If Bs + B, choose P,<7T, such that L,(P;) = £3, with the further 
restrictions that, if L,(P,—Y¥‘*' B,) = 6’, L,(P;—Y‘*' p,—Y¥! p’) = p", 
then 

02(B") < 03(Bz), 9 (B"’) < 03( A). 


Once again, this determines P, uniquely if when £,= f, we set P,= Ps. 

We continue this process to find eventually a finite family {7',} of subsets 
of 2 aad an associated family {P;} of polynomials, P,<7,_,, T=T7 , such 
that L,(P;) is a left divisor of L,(P,) for all k <j. The process evidently ends 
with P,, where L,(P,) =o. Also, L,(7',-,) = L£,(2). The set of distinct P,, 
i= 1,...,w, is the canonical basis of X with respect to [D,], and is denoted 
by @ (2,1). 

Theorem 2.1. The sei ® (2,1) is a basis of 2. 

Proof: Let B¢ 2. Ifo,(B) < 0,(P,,), then Bis in one of the sets 7,7,,... . 
In this case, B is, by construction of the set ® (2,1), representable as a linear 
combination of the P;. Suppose, then, that 0,(B) >o(P,,). Then, since 
L,(P,,) 2 ((D,}) = L,(2), B has the representation 


B=P,C+K, 


where K ¢ & is such that o,(P,,) > 0,(K) or K = 0. Thus, K is a linear com- 
bination of the P;, so that B is also. 

It is, of course, possible to consider the elements of XY as sums of mono- 
mials of descending orders of Y,. In this case we get another canonical basis 
of 2, @ (1,2) = (Q,), i= 1,..., 7, where Q,(+ 0) is chosen -in the following 
way: Let U be the subset of 2 which contains, besides 0, all those non-zero 
elements A ¢ Z such that 0,(A) < 0,(B) for all non-zero B¢ Z. Then, Q,¢ U 
is chosen so that L,(Q,) is monic in 2([D,)), i. e., L,(L_(Q,)) = 1, and 0,(Q,) <= 
S 0,(Q) for all non-zero Q ¢€ U. Also, L,(2) = L,(Q,) 2({D,)). 

Let mb(2) denote the minimum number of elements necessary for a basis 
of 2. If the number of elements of ® (2,1) and @ (1,2) are denoted by 9, 
and 2, resp. mb(2) < min(q,, ,). 

If p,= 0,(L,(P,)), a= 9 (L2(Q;)), we have 

Theorem 2.2. mo(2) < min(p,— p,,, 4— q,) + 1. 

Proof: The number of distinct elements of ® (2,1) is < the number of 
elements in ® (2,1), which is p,— p,,+ 1. 
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We now make use of a result from the theory of ordinary differential 
polynomials [6]: If an ordinary differential polynomial is represented as a pro- 
duct of irreducible factors none of which are units in two different ways, 
the number of irreducible factors involved in each representation is the same. 

The following is stated for ® (2,1); a similar statement is valid for ® (1,2): 
Let g,; denote the number of (non-trivial) irreducible factors involved in a 
representation of 8; as a product of such factors. If £,¢ F, g,= 0. 

Theorem 2.3. mb(2) < 9,—g,+ 1. 

Proof: By construction of ® (2,1), we have ¢8,) © (8,) ¢ <B> C--- S (B,) 
= (o) in the subring 2([D,]). Thus, P, differs from P,,, if and only if 
9: >Gis1 Noting that £,= £,,8*, 6* €2([D,]), where the number of irreducible 
factors (as defined above) of f* is g,— g,,, we obtain the desired result. 

An immediate consequence is the 

Corollary: 2 is principal if and only if L,(P,) = L,(P,). 

Also, we have the 

Corollary: Every ideal in the ring of multidifferential polynomials 2(9,) 
has a finite basis. 

It is now possible to extend these results to the case of polynomials with 
respect to multidifferentiations of an arbitrary dimension n. Let 2 now be 
an ideal in the ring 22(9) where the dimension of 9 is n. 

Suppose that it is possible to construct finite canonical bases of ideals 
in rings of polynomials with respect to proper multicomponents of 9. 

Let D’= 9,,_,, of dimension n— 1. As before, let T be the subset of X 
which contains, besides 0, all those A(+0)¢ 2 such that 0,,(A) < 0,(B) for 
all non-zero B¢é 2. Then L,(2) is an ideal in 2(9’), which, by hypothesis, 
has a finite canonical basis. Let one such canonical basis be composed of the 
polynomials o,, 42; . . .¢ 2(9’), and let the polynomials S,< XY be chosen such 
that L,,(S;) = 0, for every i. We may suppose that o,(S,) = o,(S,) for every 
j and k, since L,,(S,) = L,(S, Y%) for any positive integer y. Suppose, then, 
that o,,(S;) = t, for all S;. 

Let T, be the subset of X which contains, besides 0, all those non-zero 
elements A ¢ Z such that o,(A) <o0,(B) for all non-zero Bé X. As before, 
L,,(7,) is an ideal in 2(9’) which, by hypothesis, has a canonical basis, 
Bir, Bra» Bass - «+» Bys,€ Q(D’). Let PyjeT>, t= 1,..., 8, be chosen so that 
L,,(P,;) = 8,; for all j<s,. As in the case of the multidifferentiation of 
dimension two, this condition determines the P,, uniquely. If the set (f;,) 
do not form a basis of L,,(2), choose the subset 7’, of X such that 7’, contains 
besides 7’ all those elements B of X such that o,(B) = 0,(P,;)+ 1. It again 
follows that L,,(7',) is an ideal in 2(9’) which has a canonical basis by in- 
duction hypothesis. To this basis there corresponds a set of elements of 
T,, {P23}, 7 = 1, . . ., 8, such that L,,(P,;) are the s, elements of the canonical 
basis chosen for L,,(7',). It also follows that L,(7,) ¢ L,(7,). If the canonical 
basis of L,,(7',) is not a basis for L,(2) we continue in a manner indicated 
above to obtain T,c 2. 

21* 
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Finally, we will have a family (7,7, ...,7,) of subsets of 2 such that 
DL, (7) & Ln (Te41) S Ly(T,) = L,(2), for every k. The index p is evidently 
less than or equal to ¢. It follows from the above construction that the ele- 
ments of the 7’; form a basis of X. Thus, if the lengths of the minimal bases 
of the ideals L,,(7';) have the upper bounds, /,, respectively, then the length 

t 


of the minimal basis of 2 will have the upper bound ¥’ /,. The lengths for 


v=1 
the bases of these ideals can be determined by a finite number of repetitions 
of the above argument, and, finally, it is seen that the upper bounds for these 
lengths of minimal bases can be determined from the two dimensional case. 
This completes the construction of canonical bases for ideals of multidiffe- 
rential polynomials. 

Theorem 2.4: A necessary and sufficient condition that the ring Q(D) be 
simple, i.e., contain no proper non-zero two-sided ideal, is that the multidiffe- 
rentiation D be regular. 

Proof: The first part of the demonstration consists in showing that 
regularity of D implies simplicity of 2(D). To do this, the following lemma is 
required : 

Lemma: Let © be regular and let « ¢ Q(D,,), where D,, is as defined in 
sect. 1, and where m <n. Then, the relationship 


(2.1) aa—aa= ¥ ga?) 


vy=m+1 


for a fixed set of g,< F holding for all a ¢ F implies that g,;= 0 for all i, and that 
aeF. 
Proof: The proof is by induction. First, let m = 1, and assume that (2.1) 


t 
is true. Let « = J’ Y%b,; b.<F,b,+0. Then 
0 


a= 


t-2 
aa—aa= Fy") + J Pid, d,¢ F. 
B= 


If ¢>1, tal b,= 0, which is a contradiction to the regularity of 9. If ¢ = 1, 
n 
tab, = ¥ g,a’) which again contradicts the hypothesis of regularity of 9. 


vy=2 
Therefore, ¢ = 0, so that « ¢ F, whence it follows from the regularity of D 
that all g,= 0. 
Next, suppose that the lemma has been proved for elements of 2(9,), 
k<n—1. Suppose that for some 8 ¢ 2(9,,.,), 


(2.2) ap—pa= » ga”, g€F, 
v=k+2 
for all a € F. 





*) a® is an abbreviation for (a) D,. 
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we 

Let # have the representation 6 = * Y{.,«,, where a,¢ 2(9,), a, + 0. 
Then =e 


a s— Ba _ Yf..,(@ Lw— a4) > TF (wal®*9 a+ @ &y-1— %y—14) + 


+E Ye41 Yu» 


n=O 


where y,< 2(9,). If w = 1, then by (2.2) aa,— a, Peseta 
by induction, a,e F. If w > 1, again by (2.2) 


Bs wal® Yat a ae 1— &y-14 = 0, 


and since a,¢ F, we have a, ,¢F by induction, whence a‘*+)= 0 contra- 


n 
dicting regularity of D. If w = 1, from (2.2), B’= S° g,a‘”) which again gives 
v=k+2 
a contradiction. In the remaining case, w = 0, so that # ¢ 2(9,), and f¢ F 
by induction. This proves the lemma. 

We now return to the theorem. Suppose 9 is regular; let Z be a non-zero 
two-sided ideal in 2(9,). Then Z is a principal ideal generated by the monic 
polynomial A ¢ 2(9,). Since for any a¢ F, 0,(aA — Aa) <0,(A) or aA— 
— Aa = 0, it follows that aA — Aa = 0 for all a ¢ F,, so that by the preceding 
lemma, A = 1, 22(9,) is simple. 

Proceeding with the induction, suppose the sufficiency has been proved 
for rings of multidifferential polynomials of dimension k, where k <n. Let 
be a non-zero two-sided ideal in 2(D, ,,). 

Let 7c Z be composed of 0 and all those elements A ¢ Z such that 
Ox+1(A) S 044,(B) for all non-zero Be 2. As we have seen, L,,,(7') is an 
ideal in QQ(9,). Since o,,,(a A) = 0,4,(A a) = 0,4,(A) for any A€ 2, 
a € 2(D,), and also L,,,(aA) = a«L,,,(A) under the same conditions, the 
two-sidedness of X implies the two-sidedness of L,,,(7') in Q(9,). Thus, 
Lys,(T) = Q2(9,), by induction. Hence, there exists a P¢T such that 
Ly4,(P) = 1. In fact, P is a canonical yy of Z,i.e., 2 = <P). 


Let P have the representation P = 2. Yi 41%, Where «,¢ 2(9,), a,= 1. 


Then, for any a¢F, since 0,,,(aP— Pa) < 0.4,;(P) or else aP— Pa= 
we have (a P— Pa) = 0, and 
s-2 
0 =aP— Pa=Yj,,,(sal*+*+ aa,_,— a,-14) + Y Vex By, 
n=O 
where £,¢ 2(9,). If s > 0, the coefficient of Y{—', is zero, whence we arrive 
at a contradiction to the regularity of D by the preceding lemma. Hence, 
8s= 0, sO that P aed 1, z= 2Q(D;, 4) as desired. 
For the necessity the following lemma is useful: 
Lemma: I/ 9, is not regular but any proper multicomponent of D, is regular, 
and if, in particular 


o n 
(z) S' D,c,= 0 
v=l 
for all z ¢F, the c; may be assumed to be chosen from the absolute constant field. 
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Proof: We may obviously suppose that c,= 1. Then, since 


(z) D,( E Dus.) = eo( EDs) D, ="0 


for any i St and z€¢ F, 


n n n 

(z) .( E:.«.)—( Dm Dt.) D,| = (z) Y Dc =0, 
v=l1 v=l1 / e=2 

since c,= 1, so that, by hypothesis, since the preceding is true for all i <¢, 

the c; must all belong to the absolute constant field. 

We now return to the theorem. Let D be a multidifferentiation of dimen- 
sion n. Suppose 9 is not regular and that the D, have been ordered so that 9,, 
t < n, is not regular and any proper multicomponent of 9, is regular. By the 
lemma, we may suppose that an equation of the form 


t 
(z) (D+ Dy D,,) = @ 
v=2 
for all z ¢ F, holds with the c; all in the absolute constant field. Then, the 
principal ideal 

«Y,+ Y,¢,+ ake 5 Y,¢,) 


is a two-sided non-trivial ideal of Q(9D). For the demonstration of this fact, 
we may limit the argument to the following case: 


, 


n t t t 
Y.a( PO Y, ) = v,( 2 Y, a0, + 3a ¢,) = Y,> Y,ac, 
= y =i 


1 y= v=l1 


where c,= 1,i < n,a ¢ F. This completes the proof of the theorem. 


3. Maximal Ideals 


An ideal X different from the unit ideal is maximal if its union with any 
other ideal 2’, (X, 2’), is the unit ideal. 

In the ring of ordinary differential polynomials the maximal ideals are 
the principal ideals generated by irreducible elements of 2([D}). We shall 
now illustrate examples of maximal ideals in 2(9). 

Theorem 3.1. Any set of n polynomials {Y,+ a,},i=1,...,n, where {a,} 
is an arbitrary family of elements of the field of absolute constants of F, generates 
a maximal ideal in Q(D). 

Proof: The polynomials {Y;+ a,} are easily seen to be commutative in 
pairs. We now proceed by induction. First, it is clear that the principal ideal 
<Y, + a@,) does not generate the unit ideal. Next, suppose that r (< n) is a 
positive integer such that {Y,+a,}, i= 1,...,r—1 does not generate the 
unit ideal but {Y,+ a,}, i= 1,..., 7, does generate the unit ideal. 
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By hypothesis, there exist r polynomials A, such that 


r 
(3.1) >» (¥,+4,) A,=1 
v=l1 
where it may be assumed that A, +0. Since, for any polynomial B¢ Q(9) 
we have 


(3.2) (Y,+ a, (Y,+4,) B—(Y,+ 4,) (Y,+ a) B=0, 
it is possible to find, for any A,, k + r, a polynomial K such that 
(3.3) A,—(Y,+a,) K = K,, 


where o,(K,) = 0 or K,= 0. The construction of X;, is as follows: let 0,(A =m. 
Then, if 
T; 7 A,— (Y,+ a,) Y?-'L,(A,) 


o,(7,)<m or T,=0. If T,;+ 0, 0,(7,) = m'>0, we continue by forming 
the polynomial 7',, where 


T,= T,— (Y,+ a,) Yr—'L,(7)) 


and 0,(7',) < m’ or T,= 0. This process may be continued to find in a finite 
number of steps the desired K, in (3.3) and by proper substitution in the 
sequence of equations formed, (3.3) itself is finally obtained. From (3.2) 
and (3.3) it follows that (3.1) may be rewritten in the form 


(3.4) » (¥,+ 4,) 4,= 1, 

vel 
where the A, are polynomials such that o,(A,) 20 and o,(A,) = 0, i+r. 
Since the only term in (3.4) which involves the indeterminate Y, is (Y,+ 
+ a,) A,, (3.4) implies that A,= 0, which contradicts the induction hy~o- 
thesis. Hence, {¥,+ a,},i=1,..., , is not the unit ideal. 

The remainder of the theorem follows almost immediately. Suppose 
that the polynomial A is not an element of the ideal generated by the { Y, + a,}, 
isn. By a repeated application of the algorithm used to obtain (3.3) we 
have that the resulting ideal formed by adjoining <A) is the unit ideal. 
This proves the theorem. 

The ideal generated by the n basis elements, {Y,+ a(%}, t= 1,...,m, 
a ¢ F, where a‘) denotes the image of a ¢ F under the mapping D,, can also 
be shown to be maximal by a repetition of the above proof noting that the 
polynomials commute in pairs. 

If © is regular, the ideal generated by the n polynomials { Y,+ a}, where 
a ¢ F is not in any constant field is not a maximal ideal (distinct from the 
unit ideal). In this case, 


(Y,+ a) (Y;+ a) — (Y,;+ a) (Y;+ a) = ai) — al 


so that, if D,+ D,, there will exist an a ¢ F such that this ideal will be the 
unit ideal. 
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The following example of a maximal ideal will have application to the 
determination of zeros of differential equations associated with multidiffe- 
rential polynomials. 

Let 2, be the ideal generated by the n polynomials 

{Y,— a-tal)}, a¢éF, a+0. 


It is rather evident that 2, is not the unit ideal. For, suppose that it were, 
i. e., there could exist non-zero polynomials such that 
n 
>» (Y,—a-a) A,= 1. 
v=1 
If a + 0, the left side of this equation has a ¢ F as a solution of its associated 
differential equation, which the right side does not. Thus, 2, is not the 
unit ideal. It can also be shown to be maximal by a repetition of the above 
argument. 
The following theorem expresses a property of the basis of Z,: 
Theorem 3.2. There do not exist polynomials A, such that 


(3.5) Y,—aa= ¥ (¥,—a—a) A,, Ae Q(9). 


v=2 


Proof: Suppose that there exist n —1 polynomials A, such that (3.5) is 
true. Then, multiplying both sides from the left by a ¢ F, we get 


n 
a(Y¥,—a-a®) = }' a (Y,—a-'a) A,, 
v=2 
which, since a (Y,;— a-*a‘)) = Y,a + al — al = Y,a, reduces to 


n 
Y,a= 5 Y,aA,, 
v=2 


and, if we set A,;= aA,, we obtain 


n 
(3.6) Yia=) Y,A,, Ae Q(9), 
v=2 
which is a conttadiction, and the theorem is proved. The same properties 
are also true for ¢ + 1. 
Corollary: The canonical basis of X, is the set of n polynomials 


{¥,— a-a}. 
4. Adjoint Transformations 
Let A ¢ 2(D) have the following form f 
A=) Y'a,, a,¢F. 
The adjoint A* of A is defined by : 
At = ¥ (—1)'*'a, Y*, 


where |r| is the sum of the components of rt. 
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Lemma 4.1. For two polynomials A, B (A + B)*= A*+ Bt. 
This follows immediately from the definition. 
Lemma 4,2, (A B)* = B* A*. 
Proof: For any t and any Y,, a <¢ F, 
33 (Yra Y,)* om (Yt a) 4+ Yr Y, a)* = (— 1)""! al Yr+ (— L)it!+1q@ Y, yr 
(4. ) gv (— 1)!*! a‘) Yr + (— ])!I*1 a‘) Yr + (— ])!tl+1 Y, aYt= (Y,)* (Yta)*. 
From (4.1) it follows that for any polynomial A ¢ Q(9), (A Y,)*= Y,* A* 
from the previous lemma. In other words, (A Y*)*= (¥*)*A* for |r| = 1. 
The next step involves an induction on the numerical value of |r| in showing 
that (Y* a Y*)*= (Y¥*)*(¥*a)* for any tr’ and rt. We suppose that it has been 
shown that for all |r*|<t21 
(4.2) (YraY*)* = (¥*)* (Y"a)*. 
Choose |r’’| = t, and let Y*’= Y* ¥,, for at least one i > 0. Then, 
(Y¥raY"’)* = (¥"aYY,)* = Y¥(¥"aY*)* = Y? ¥**(Y*a)* 
— (Yr’)* (Y*a)* 

since Y* a Y* is a polynomial itself. Thus, for any A ¢ Q(D), we have 
(4.4) (A Y*)* = (Y*")* A* 
for any T. 

For the last step we note that (Aa)*=a*A* for a¢ F. This follows 


immediately from the definition of the adjoint. Then, for any A ¢ 2Q(9) 
and any a ¢ F, 


(A Yra)* = a* (A Y*)* = a* (¥*)* A* = (¥*ta)*(A)* 


(4.3) 


which follows from (4.4). Applying Lemma 4.1, it follows that (A B)* = B* A* 
for A,B arbitrary polynomials. This proves that the adjoint transformation 
is an anti-endomorphism of 2(9). 

Lemma: (A*)* = A for any A € Q(9). 

Proof: It suffices to show that ((Y‘a)*)*= Yta. By definition, (Y¥’a)* 
= (—1)'"*la Y*, and by Lemma 4.2 it follows that 


(4.5) ((—1)'"!a ¥*)* = (¥*)* ((— 1)!"la)* = Yra. 


The lemma now follows for an arbitrary polynomial by repeated application 
of Lemma 4.1. 

Theorem 4.1. The adjoint transformation is an anti-automorphism of Q(D). 

Proof: Theorem 4.1 shows that the arljoint transformation is an anti- 
endomorphism of 2(9) and the corollary shows that the mapping is one- 
to-one, thus proving the theorem. 

Theorem 4.2 provides the justification for limitimg the discussion to right 
ideals. In particular, the adjoint transformation for polynomials induces 
a mapping of maximal right ideals into maximal left ideals and a mapping 
of canonical bases of right ideals into canonical bases of left ideals. 
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5. Solution Ideals 

Ore [6] proves that a non-zero element 6 ¢ F is a solution of the ordinary 
differential equation 0 =(z)A if and only if A ¢<(¥—b-'b’), where b’ 
denotes the element (b)D. The corresponding condition for multidifferential 
polynomials is contained in the following theorem: 

Theorem 5.1. The non-zero element b < F is a zero of the multidijfferential 
polynomial A ¢ 2(®D) if and only if A ¢ 2). 

Proof: The maximality of 2, indicates that if A is not an element of 2, 
there exists Be X, such that B+ AC = 1, for some C ¢€ 2(D). Passing to 
the corresponding differential equation, we have 


(6) B + (b) AC = (6) 1, and since 
(b) (D,— b-1b() = 0, 


(b) AC = b, so that if (z)A = 0 has the zero 6(+ 0) ¢ F, then Ac¢ 2,. The 
necessity also follows from the above discussion. 

Corollary: The multidifferential equation 0 = (z) A has the r zeros b;(+ 0) © F. 
om Bs ig r, if and only if the corresponding differential polynomial A is an 
element of (, 2,. 

é=1,...,7 


Theorem 5.2. A necessary and sufficient condition that the differential 
equation (z) A = a has the solution b + 0 is that 


A = a/b (mod 2,) 
holds. 
Proof: The sufficiency is immediate, since, if A = a/b + B, Be &,, then 
(b) A = (b) a/b + (b) B= a. Next, the polynomials (Y,; — 6-'b() in the basis 
of 2, have the property that, for any A ¢ 2(9) 


n 
A=) (Y,—6°O)A,+ K, KeF, A,¢Q(9) 
vy=1 
Thus, passing to the corresponding differential equation, it follows that if 
(6) A = a, then K = a/b. 

Corollary: If b +0, the additive group of 22— X, is isomorphic with the 
additive group of F. 

Proof: Every element of F is in one and only one of the residue classes of 
{2(D) with respect to ,. The additive property is seen to hold for represen- 
tatives of these classes. 

As an immediate consequence to the corollary of Theorem 6.1 it follows 
that if the ideal 2 has the zeros, b,, i.e., if every element of the ideal X has 
the zeros indicated, i = 1, . . ., r, and if the ideal 2” has the zeros a,;,i = 1, ...,8, 
the ideal 

[2.2"}9} nN 2, NM Xa, 
i=1,....f i=1,...,8 
so that [2, 2”] has the zeros a,,b;,,i=1,...,8,7=1,...,r. Also, (2, 2”) 
has the zeros common to both Z and 2”, so that 
(2, 2) oN z,,, 
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where the c, are those a; which are also 6,. If there are no common zeros, 
the ideal (2, 2”) has the trivial zero only. 

The results of the preceding paragraphs can be stated for left ideals by 
noting that, if Y¢ 2,, the corresponding left ideals 5*, L¥, obtained by 
the adjoint transformation have the property that D*¢ D*. The basis 
elements of L¥ are 

(¥,— 6 K9)* — — (¥,+ c-*c), 
where c = 6-'. 
6. Restricted Similarity Transformations 


The restricted similarity transformation for ordinary differential poly- 
nomials A, B,C is defined by Ore [6] in the following way: A is similar 
to B if there exists a polynomial such that ({B), (C)) = (1), and (CA) 

[<B>, <C>]. Using this transformation it is possible to prove unique 
factorization up to similarity and to give other decomposition theorems for 
ordinary differential polynomials. The restricted similarity transformation 
to be defined in the present section will provide a corresponding tool for multi- 
differential polynomials. The transformation with the added assumption of 
symmetry is equivalent to that given by NoeTHerR-ScHMEIDLER [5], but here 
it is shown that symmetry is a consequence of the definition. In addition, 
the notation used here facilitates computation and gives results not anti- 
cipated in the NoETHER-SCHMEIDLER work. 

The ideal 2 corresponds to the ideal 2” under the restricted similarity 
transformation, or, X is r-similar to 2", if there exists a polynomial C ¢ 2(9) 
such that ((C), =’) - <1) and C Y= [<C), 2"). This will be denoted by 
Da 2°. 

Lemma 6.1. R-similarity is reflexive, i.e., 2 = I. 

Proof: © = X° with C = 1. 

Lemma 6.2. R-similarity is transitive. 

Proof: Let Y= 4 and +’ = Z”%. In other words, AL = (<A), 2" ]. 
Bd" = [¢B), X” |, where ({A), 2”) = <1) and ((B), 2”) = <1). Thus, 


BA -- B{<A), 3”| = |B (A), BZ’) = (CBA), [(B), =’]] 


(6.1) \((BA), (B) |. 2”) =| (BA), 2”). 


These relations are verified by application of the rules given in Section 1. 
In addition, if we can show that ((BA), 2”’) = (1), we will have the desired 
result. 

By hypothesis, B((A), 2”) -. ((BA), BZ") = B1) = ¢(B), so that 


(6.2) ({BA), BX", 2”) = (By, 2") = <b, 

also by hypothesis. By definition, (6.2) may be written in the form 
(6.3) ({<BA). S”, [2”", (B))) = <1), 

and since 


(6.4) (2, |", (BY) = 2", 
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it follows that ({BA), 2”) = <1). Hence, 
(6.5) Ea (24 oz TO. 
which completes the proof of the lemma. 
Lemma 6.3. R-similarity is symmetric. 
Proof: Let 2 = Z’4. Since ({A), 2’) = <1), there exists a polynomial 
C € Q() such that AC = 1 + B, for some B ¢ 2”. Then, 


(6.6) (AC) Z'4°-... (CAC), &"]. 
since ((AC), 2”) = <1), or, 
(6.7) (1+ B) 2'4°- [{1+B), 2”). Be 2”. 


We shall now show that (6.7) implies 2’-- 24°. 


Let a canonical basis of 2” consist of the s polynomials P;, i--1,.. .. s. 


Then the basis of the ideal [{1+ B), 2”| consists of the polynomials 
(1+ B) P; since: 

1) (1+ B)P,¢ (1+ B), and (1+ B)P, = P,-+ BP 2", since B ¢ 2", and 
P< 2", so that, since the (1+ B) P; form a basis for (1-+ B) =”, 

(6.8) (1+ B) 2” [(1+ B). 3”: 

2) any element of [(1+ B), 2’] is an element of {1+ B) and thus is of 
the form (1+ B)T, Te Q(D). Since BT< S” and since (1+ B)T¢ 2”, it 
follows that 7'¢ 2”, so that 
(6.9) [1+ B), 2”] (1+ B) 2”. 


(6.8) and (6.9) combine to prove the assertion made at the end of the last 
paragraph. Then, by Lemma 6.2, 


(6.10) (Z'4)o = yew yrs 
so that, by the above discussion, 2© ~ 4”. The lemma will follow if it is 
shown that ({C), 2) = <1). 

By hypothesis, 
(6.11) A({C), E) = (KC), AD) - (KAU), CA), ED CAD. 
Since AC = 1+ B, Be 2", (l— AC) © L”, so that 

(lL—AC)A- A(l_ -CA)€|<A). 2” |. 

Since AC'A ¢ (AC), 


(6.12) ACA+(A—ACA) As (CAC). |KA), 2"). 
and from (6.11) and (6.12) it follows that 
(6.13) (A) = (KAO). 1CL. 2"). 


whence ((C), 2) = <1). Thus, 2° ~ 2”. which proves the lemma. 

As a direct result of the preceding lemmas we have 

Theorem 6.1. R-similarity is an equivalence relationship among the ideals 
of Q(D). 
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Theorem 6.2. An ideal r-similar to a maximal ideal is itself maximal. 

Proof: Let X be a maximal ideal. Suppose 2” is r-similar to 2, i. e., 
there exists a polynomial B¢ Y such that BZ’ = [<B), 2). We wish to 
show that 2” is maximal. 

First, by rule 4, Sect. 1, 2” is an ideal. Next, choose any polynomial 
0 ¢€ Q(D) such that C ¢ 2’. Then, BC ¢ B 2", but since BC ¢ (B), it follows 
that BC ¢ 2, so that ((BC), 2) = <1). 

By hypothesis, 

(B 2’, <BC)) = ([¢B), 2], <BO)), 

and since both <B) and (BC) are relatively prime to 2, we may use the 
argument employed in deriving (6.13) from which it follows that 


(6.14) B(2", (C)) = (B 2", (BO)) = ({¢B), =], (BO) = ¢B), 
so that (2’, (C)) = ¢1). This proves the theorem. 
Theorem 6.3. [, E’]° = (2°, 5’°] where E and S” are ideals. 
Proof: If (<C), [2, 2"]) = <1), then ((C), 2) = (<C>, 2’) = <L. Then by 
hypothesis, 
o[2, ry= [<C), 2, z") oe [{x@), 2), [<C), 2")) 
= [C °,C 2°) =C [x*, 2”), 


which completes the proof. 
Theorem 6.4. A necessary and sufficient condition that £,= LF is that 


cB =bja (mod Z,), a,b¢F, ab+0, 


where c is an element of the absolute constant field of F. 

Proof: Let BX = [(B), Z,] where ({B), X,) = <1) and c B = b/a (mod Z,), 
where c is in the absolute constant field of F. Then, by Theorem 5.2 we 
have (a) Bc = b, and since B¢ 5, b¢0. Denote the basis elements of 5, by 
P,= (Y,— 60), t=1,..., 0. 

Let T< [(B), 2,]. Then, T = BR, R ¢ Q(D). Since also, T ¢ Z,, (a)T = 0, 
so that, since (a) Bc = b, it follows that (b)Rc = 0, whence, (b)R = 0, and 
Re &,. Hence, 


(6.15) 


(6.16) [<B), E.]¢ BLy. 
Also, B P,¢ {B), and since (a) BPc = 0, BP,< &, for all i, so that 
(6.17) B2, ¢ [<B), 2). 


Thus, BY, = BLP = [(B), Z,], whence it follows that Z, = Z?. 

Next, suppose BZ, = [(B), Z,], ((B), 2.) = <1). Since (a) T= 0 for 
every 7’. [(B), ,], it follows that (2) BP,= 0 for every i. Let (a) B= €F. 
Then, (f) P; = (f) (D;— 67K) = f% — fb". If f= gb, g cf, then (f) P; 
= gKh%+ g%b—gh= gb = 0, so that g=0 for every i, and g is in 
the absolute constant field of F. Hence, if we set c = g-', we have (a) Bc = b, 
so that by theorem 5.2 it follows that cB = b/a (mod Z,) as desired. 

Corollary: If X ¢ Z,, and if X’ ¢ L4, where A =b (mod L,), then Lc Ly, 
b¢F. 
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Proof: By hypothesis, ({A), 2) = <1). Hence, .(¢A), 2,) = <1) also. 

Thus, 6+ 0. Then, 

AZ’ c[<A), Z1¢ (KA), 2] = ALP 


and £4 — J.,, by theorem 6.4. Hence, by the rules given in section 1, Z” ¢ Z,,, 
whence the corollary follows. 

In other words, if all the elements of an ideal have a common zero, we 
can determine a common zero for the elements of any ideal r-similar to this 
ideal by the above rule. 

For the next theorem we consider the ring 2(9) as a right Q-module 
over F, and the quotient modules 2(9) — XY, 2(D) — L", where the ideals LZ, 
2” are considered submodules: 

Theorem 6.5. A necessary and sufficient condition that Y = L’4, A ¢ Q(D), 
is that Q(D)— ZL be mapped isomorphically onto Q(D)— LX" by the mapping n: 
(Q(D) — 2) n = A(Q(D) — Z) = Q(D) — z". 

Proof: Suppose A X = [(A), 2], (A), 2”) = <1). Then 7 maps an element 
A¢ Q(D)— =z into the element of 2(9)— 2” containing AA. This is a 
homomorphism since, if A, and A, are elements of (9) — Z, then 


A(A,+ Ay) = Adj + Ady. 


Also, for any P ¢ 2(9), AA P=(Ad) P. The isomorphism follows from 
Lemma 6.3. 

2) Suppose 2(9)— Z is mapped isomorphically onto 2(9)— L” by the 
mapping 7. Let A, be the coset of 2(9)— Z containing 1. This is mapped 
into the coset of 2(9)— 2” containing A. Since 0++0 is an isomorphism, 
2 must be mapped onto AZ so that AX = 2”. Also, every element of the 
casets of 2(D) — 2”, including 1, are images of elements of cosets of 2(9) — Z. 
Hence, there is a C¢ Q(D) such that AC=-1+ 8, Se L’. Thus, AL 
= [{A), 2"] and T= LZ”. 


7. Completely Reducible Ideals 

The results of the previous section may now be applied to a discussion 
of a class of ideals known as completely reducible ideals, which we define with 
NoOETHER-SCHMEIDLER. The main results of their paper is presented in 
theorem 7.1, but the proof is essentially different, using, the notation intro- 
duced in the last section. 

An ideal is completely reducible if it can be written as the intersection 
of a finite number of maximal ideals. 

Theorem 7.1. If a completely reducible ideal is decomposible into two different 
ways as an intersection of maximal ideals, then each ideal in the first represen- 
tation is r-similar to at least one ideal in the second representation. 

Proof: Let Z be an ideal which has the decompositions 


(7.1) ese  eeaTe. oe 


where 2; and 2; are maximal ideals. We may suppose that no ideal appears 
twice in the same representation. Furthermore, we may suppose that 
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2,2 2;, i, 7 Ss, with a similar condition on the 2;. Then, there exists 


an deans Cen2,i=1,...,8—1, such that C ¢ Z,. Then, 
(7.2) [Z, <C>] = (24, .. -. Z,, (CD) 
and since C ¢ 7 2,, 

i+s 
(7.3) [2, <C>] -_ [2,, oo pm {C)] ae [<C), 2.) =C ZY. 
Also, by hypothesis, 


Since X, does not contain C, not all of the 2; can contain C. Suppose that 
the 2; have been ordered so that first k—1 of them contain C while the 
remaining do not contain C. Then, 
[25s - + <> Des CC) = [Zp - - +» Zp, CO) = (C LES, ... .. C2z%] 
= C[(2,°,..., 2°] = CLEP. 

Thus, 0 ¢ 2;°, k<istandsince 5° is maximal by Theorem 6.2, 2° = 2;°, 
k <i St, since it may be assumed that 2; + (1). As indicated in Lemma 6.3, 
there exists a B ¢ Q(D) such that CB = 1+ 8, S¢ L,and (X6)F= L,= LF, 
k<ist. The same process may be carried through for the other 2, as well 
as for each of the 2. 

Theorem 7.2. The r-similar transform of a completely reducible ideal is 
again completely reducible. 

Proof: The proof is a direct consequence of Theorem 6.2 and Theorem 6.3. 


(7.5) 


8. General Similarity Transformations 

The general similarity transformation of ideals is, as indicated, a generali- 
zation of the restricted similarity transformation. The general similarity 
transformation will be applicable to questions of factorizations of multidiffe- 
rential polynomials. 

The ideal ZX is said to correspond to the ideal 2” under a general simi- 
larity transformation, or, X is g-similar to 2”, if there exists a polynomial 
C¢eQ(D) such that C¢ 2" and CL = [<C), 2’]. This is denoted by 
z= ~ 2’ (g). 

Lemma 8.1. G-similarity is reflexive. 

Proof: £ ~ L(g), C = 1. 

Lemma 8.2. G-similarity is transitive. 

Proof: Suppose that Y ~ L’4(g) and L” ~ L(g). Then 


(8.1) AZ=[(A), 3"], BE’=[(B), B", 
where A ¢ 2” and B¢ 2”. Then, 

(8.2) BAX = [{(BA), BZ") - [(<BA), (B), 2”) = (BA), 2”). 
The transitivity will now follow if BA « 2”. 
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It may be assumed that 2+ (1), since A¢ 2. Thus, if BA ¢ 2”, 
{<BA), 2] = (BA). However, this would mean that 


(8.3) BAZ = [{BA), 5"]= BA), 


which is a contradiction. This proves transitivity of g-similarity and, in fact, 
shows that XY ~ (”*)4 (g) = 2” 74 (g). 

It is easily seen that r-similarity implies g-similarity, since if ({(B), 2) 
=<{l), 2+ 1), then B¢ 2. However, g-similarity does not necessarily 
imply r-similarity since g-similarity need not be symmetric. The following 
example illustrates such a situation: 

Let us consider the ring 2(9,). The polynomial Y, is not an element 
of <Y,Y,), so that, since Y, (Y,)= [(¥Y,), <¥, Y,)], it follows that <Y,) 
is g-similar to (Y,Y,). Then suppose that (Y,Y,) were g-similar to (Y,), 
so that there would a C¢ 2(9,) such that C (Y,Y,) = [<O), <Y,)]. By 
application of the method used in Section | to show the existence of a non-zero 
intersection of two non-zero ideals, it can be verified that at least one of the 
elements of [(C), (Y,>], say P, satisfies the equality 0,(P) = 0,(C). However, 
if we assume, as we may, that C + 0, all elements of C ¢ Y,Y,) have orders 
with respect to Y, 20,(C)+ 1. This is a contradiction and completes the 
illustration. 

Theorem 8.1. Suppose Bé¢ XL, XL an ideal in Q(D). Then B=C+8, 
S ¢ Z, implies that [® ~ E°(g) 

Proof: Let B= C+ 8, Se X. Then, since 


B® = [{B), LZ}, and CL = (KC), LZ], (9), 
(8.4) (B— 8) S°= [((B—S), 2}. 


Let Z° have a canonical bavis P,,..., P,. Then, from (8.4), (B— S) P;« = 
and 2° ¢ L(g). 

Next, suppose that © has the canonical basis Q,, . . ., Q,. By hypothesis, 
(B—8)Q,;¢€2, i=1,...,v. Thus, since 8Q,¢ 2, it follows that BQ;< Z so 
that BQ,< [(B), Z). Thus, 22= LZ (g). 

Theorem 8.2. If BX ¢ &", then if BE LT’, TD ¢ LT’ (g). 

Proof: Trivially, BX ¢ <B), so that by hypothesis, 


(8.5) BX ¢ [2", (B)] = BZ"*(g), 


whence, X ¢ 2”. 

Corollary: Ij BA ¢ 2’, and B ¢ &", then A ¢ 2” (g). 

For, BA ¢ 2” implies B (A) ¢ 2’, and we apply theorem 8.2. 

Theorem 8.3. If X is g-similar to 2", the right Q-quotient module Q— Z 
is homomorphic to the right Q-quotient module Q— <Z’ under the mapping 
described in theorem 6.5. 

Proof: Let BZ = [(B), 2"), B¢ 2’. We may apply the same argument 
used in theorem 6.5 to show the homomorphism of the right 2-quotient 
modules. 
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Geodesic Mapping of Minimal Surfaces 
By 
Heitz HELFENSTEIN and Max Wyman in Edmonton (Alberta, Canada)*) 


Introduction 

The purpose of this paper is a classification of all minimal surfaces with 
respect to their behavior towards geodesic mappings. In view of the close 
connection between minimal surfaces and complex variables it is natural to 
consider complex surfaces as well as real ones. 

We find that in general the only mappings preserving the geodesic linex 
(the “projective structure”, as we might say) of a minimal surface onto some 
other, not necessarily minimal, surface, are isometries and similarities (“trivia! 
mappings”). 

In dealing with the exceptional cases where this is not true, our main 
tools are the theorems of Dri and Liz: Two surfaces can be mapped geodesi- 
cally onto each other in a non-trivial way if and only if their line-element 
can be cast either into the forms 


(1) ds?=[x+Wi(y)|dxdy and 
+ W(y) [a+ W(y)P 
(2) det = oY dzdy——— ip ay, 


(Lie surfaces) 
or into the forms 


(3) ds? = (a(x) + B(y)] (dx*+ dy*) and 
1 1 1 1 
do [b et] (Lat— hay’), 


(Liouville surfaces) 


In order to avoid complications later on we get rid in section 1 of the 
degenerate “Poisson surfaces’, i. e. the cylindrical minimal surfaces. 

In section 2 we prove the non-existence of non-cylindrical minimal sur- 
faces covered by a Lie net (1) or (2). 

Section 3 shows that the search for the remaining non-degenerate Liouville 
surfaces is equivalent to the following analytical problem: To determine the 
4 most general analytical functions P(z), L(z), Q(w), and M(w) such that 
the expression R(z, w) = P Q(1 + LM)? becomes a solution of the partial 


. . . 2R #2R 
differential equation +> 


Section 4 demonstrates the existence of three essentially different families 
of solutions to this problem. 





*) This paper was written while one of the authors was a fellow of the Summer Research 
Institute of the Canadian Math. Congress in Kingston, Ontario. 
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Their geometrical interpretation in section 5 splits up into 6 cases leading 
to minimal surfaces which admit non-trivial geodesic mappings. Every such 
surface shares of course this property with all its associates (in Bonnet’s 
sense) as well as with their similar images. We therefore divide them into 
equivalence classes by calling two surfaces equivalent if they can be trans- 
formed into each other by similarities and isometries. 

Choosing a simple representative in each class we obtain a complete 
system of normal types; each class is made up of all the associates of its 
normal type and their similar images. 

One of the above mentioned 6 cases yields a complex one-parameter 
family of different normal types; in addition there are 5 other discrete types. 
Four of the 6 cases lead to real minimal surfaces (section 6), among them 
again a one-parameter family of non-equivalent normal types plus 3 discrete 
ones. 

Other remarkable properties of these surfaces will be discussed elsewhere. 


1. Poisson Surfaces 
Since every minimal surface is a translation surface generated by two 
isotropic curves we can consider the case that one of these curves is an iso- 
tropic straight line; we then speak of a Poisson surface (cf. [2], t. I, p. 341). 
The plane obviously belongs in this class; in general these surfaces are re- 
presented parametrically by the following equations: 


ae = (bats iff — ur -75" rw) 


(5) zy(uth= > (+ atts [f(w) uf +-Z"p"(w)| 
nen at ~é[f'(u)—uf"(u)), 


where /(u) is an arbitrary analytic function whose third derivative does not 
identically vanish, and a is an arbitrary constant. 

These surfaces are complex cylinders and developable into a plane. Accord- 
ing to Beltrami’s theorem they can then be mapped geodesically in a non- 
trivial way onto the surfaces of constant curvature. 

As developable surfaces their metric can be cast both into Liouville’s 
and into Lie’s form: 


ds*= if’ (u) (u+ a)? du dt=da’*+dy=vdvdt, 
where the new parameters are defined by means of the following relations: 
v= 2i ff’ (u) (u+aPdu, 


1 v 1 v? 
o=F ( + 7) /¥=3;(t- 7) 


Summing up we have 

Theorem 1: Every cylindrical minimal surface (“Poisson surface”) is 
both a Lie and a Liouville surface and admits therefore non-trivial geodesical 
mappings. 


D> )* 
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2. Non-cylindrical Lie Surfaces 


As seen above all Poisson surfaces are Lie surfaces. The question arises 
whether there are other non cylindrical minimal surfaces also belonging to 
this class. 

In order to show that the answer is negative we first remark that we can 
restrict ourselves to a study of the first line-element (1). The second form (2) 
is indeed transformed into the first one by means of the following change 
of parameters : 


-{-1 
yooh f Mie), yt 433 
2\Vy Vy y2y° i 


A (real or complex) minimal surface which is not of Poisson’s type is then 
represented parametrically in Weierstrass’ form : 





x, (u,v) =+ / (1 — u*) U(u)dut 5 [ (1 — v*) Viv) dv 
(6) 2 (u,v) -+ / (1 + wu?) U(u) du — _ fa + v®) Viv) dv 


X3(u,v) = / u U(u) du + / v Viv) dv. 
where U(u) and V(v) are two not identically vanishing analytic functions. 
In terms of these parameters the line-element takes the following form: 
(7) ds*= U(u) V(v) (1 + uv)*dudv. 
We introduce new parameters z, y by means of two differentiable functions 


u = f(x,y) and v= g(z,y), 
whereupon (7) becomes 


(8) ds*= U(f) Vig) (1 + fo)* feed 2? + (fay t fyGz) U2 dy + fydydy?) - 
If x,y should be Lie parameters we must require 


f2G2= hyIv= 0. 





Because of oo + 0 we have to deal only with the following possibilities: 
(a) fy=92= 9, fe + 9, 9, + 0 
(b) fe=9y = 9, fy + 9, J2+ 9. 


In case (a) f is a function of x only and g a function of y (both not constants), 
and (8) becomes: 
ds*= U (f(x) f(z) Vig(y)] g'(y) (1 + f(z) gly) Pdxdy 
= P(x) Q(y) [1 + f(z) gly) Pdxdy. 


The same form is obtained in case (b). 
Finally for Lie coordinates (1) the factor R(z,y) of dx dy must be such 
that identically in x, y 0R/@x = 1 or 


(9) 


(10) QP'+2Qg(Pf+ QP(PPy=1. 





ar 


to 


an 
on 
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Choosing three different values y, in (10) we obtain a linear system for the 
unknowns P’, (Pf)', (P*)’. Its determinant can either vanish for every triple 
y;, or else there is a certain choice y,, ¥2, y, for which it is different from zero. 

According to (10) Q can never vanish; we therefore conclude in the former 
case that 

(9s— 92) [9293— 9192+ 9s) + iI] =9, 

where the indices indicate substitution of the y,’s. Keeping y, and y, fixed 
and letting y,= y vary, the condition of g(y) not being constant leads to 
93= 9g. But keeping y, fixed now and letting y, vary we arrive again at the 
contradiction that g is a constant. Thus the first case is excluded. 

In the second case we can solve our system obtaining constant values for 
the unknown derivatives. Integration yields 


P=azr+a, Pf=bz+ 8, Pf=cxr+y. 
The condition (P f)?= P. (Pf*) leads to a set of three relations between the 


coefficients which we consider as a system for c, y. The compatibility con- 
dition is that the rank of its augmented matrix be two, or 


e 03 
ja a 268) = (a B — ba)?=0. 
0a 
This equation entails, however, the constancy of / = wat E which is im- 


possible. 

Thus we proved 

Theorem 2: The only minimal surfaces which can be -covered by a Lie net 
are the Poisson surfaces. 


3. Isothermie Parameters on a Minimal Surface 
Having settled the two special cases of Poisson and Lie surfaces it remains 
to decide whether there are minimal surfaces of the Weierstrass type on 
which there exists a Liouville net. Since a Liouville net is a special type- of 
an isothermic net we first determine the most general isothermic parameters 
on a general minimal surface not of Poisson’s type. 
Starting from (6) and the corresponding metric (7) we define 


(11) yp (u) = f V2 U(u) du, y(v) = f V2V(v) de, 
(12) =F (plu) + ploy) n= 37 [ple — plo). 
The new parameters &, 7 are isothermic, since 

(13) U(u)= F y'*(u), Viv) =} y'*(r), 

and 

(14) ds*= + gy’ (u) y’(v) (1 + wo)? (d &+ d 9%), 


where u, v must be replaced by their expressions in terms of &, 7. 





314 Heinz HELFENSTEIN and Max Wyman: 


Having found one special system of isothermic coordinates we obtain all 
the others by transformations 


(15) &=A(z,y), n= B(z,y), 


where either A and B or A and — B are conjugate harmonic functions. In 
the former case we can put 


(16) §=p(e+iy)+q(z—ty), y= —tp(x+ty)+tg(x—ty), 


where p and gq are two arbitrary non-constant analytic functions. Substituting 
in (14) we obtain 


(17) ds*= g’(u) y'(v) (1 + uv)® p’(x + ty) q' (x — ty) (da*+ dy*). 
From (12) and (16) we conclude 


(18) p(u) =2 p(x + iy), p(v)=2¢q(x — ty). 
Writing 
(19) r+iy=2z, r—-tiy=w, 


equations (18) lead to 
(20) u= g [2 p(z))= Liz) v= yp? 2q(w))=— M(w). 
(These inverse functions exist since U and V and therefore g’ and y’ do not 


vanish). Here L(z) and M(w) are two analytic functions of the independent 
variables z and w. Finally we define 


(21) P(z) = gy’ [L(z)] p'(z) and Q(w) = y'[M (w)] q'(w). 
whereupon (17) becomes 
(22) ds*= [1 + L(z) M(w)? P(z) Q(w) (dz? + dy?). 


Conversely an arbitrary choice of the four functions L, M. P. Q. lead« 
always to a minimal surface. Indeed, equation (20) means 


2 p(z) = p{L(2)]. 
which after differentiating and using (21) yields 


P , 
(23) 2 p(2) = ¢'[L(2)] L'(e) = “GO =© 
Solving this for p’(z) and integrating we get 
(24) plz) = J VE P@)L'@ dz. 


Solving uv = L(z) with respect to z and substituting in ¢(u) = 2 p(z) gives 
y(u). Differentiating these last equations we obtain 
(25) du = L'(z) dz and g'(u)du=2 p'(z) dz. 
Dividing (25) and taking into account (24) we get 
2p'(z) 2 PL’ 


(= Tey Tt V3 





Hence 
(26) U (u) = $y"? (u) = P(z)/L'(z). 





—~_— tie at 06 
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Similarly we obtain 
(27) dv = M'(w) dw and V(v) = Q(w)/M'(w). 


Finally we introduce z and w as new parameters in (6) instead of u,v. Taking 
into account (26) and (27) we obtain the following representation of our 
surface : 


X,(z,w) = ; / {1 — L(z)] P(z)dz+ * / [1 — M?(w)] Q(w) di 
(28) 42%_(z.w) = ; [ {1 + L*(z)] Piz) dz — ’ / [1 + M?2(w)] Q(w) dir 
X3(z,w) = [ Le) P(z) dz J te) Q(w) dw. 
a(u,v 





This transformation is permissible since ~ == L' M’+ 0. Computing the 


0(z, w 
mean curvature it is easily seen that these Ci dlalice represent a minimal 
surface for an arbitrary set of analytic functions L. M, P,Q. where P and Q 
do not vanish identically. 

If we choose in (15) A and — B as conjugate harmonic then the form (22) 
of the line-element is preserved; conversely a quadratic form (22) leads back 
to two different minimal surfaces which are. however. svmmetrical to each 
other with respect to the 2,. 5-plane. 

The principal result of this section is 

Theorem 3: The most general isothermic metric on a non-cylindrical minimal 
surface is given by (22), where L(z), M(w), P(z), and Q(w) are arbitrary analytic 
functions and P and Q do not vanish identically. The corresponding surface is 
represented by (28). 

Our problem is now reduced to the following question: For which choice 
of the functions L(z), M(w), P(z). Q(w) does the metric (22) assume the Liouville 
form? As in the case of Lie surfaces it is sufficient to investigate only one of 
the metrics (3) and (4); the rp of parameters 


— oe al ae 


reduces (4) to (3). 

4. A Functional Equation 
If z and y are two independent complex variables and z and # are defined by 

z=artiy, w=a-—iy. 

our problem consists in determining the four most general analytic functions 

P(z), Q(w). L(z). and M(w), such that the expression 

(29) R(z,w) = P(z) Q(w) [1 + L(z) M(w)?* 

does not vanish identically and can be written as the sum a(x) + f(y) of 


a function of x and a function of y: This is equivalent to the following iden- 
tity in z and w: 
@R @R 


(30) 2 oe =9- 


316 Hernz HELFENSTEIN and Max Wyman: 


We have to consider first a special case. 

Case I: Let R be the product of a function of z and a function of w. We 
shall show that this is only possible if either J. or M is a constant. Indeed, 
dividing R by PQ and extracting the square root leads to an equation of the 
form 


(31) 1 = 9(2) o(w) — L(z) M(w), 
which after differentiation with respect to w yields 
(32) 0=o0'—LM'. 


Equations (31) and (32) form a linear system for g and L, whose determinant 
is D(w) = o’ M — o M'. If there is a value w, such that D(w,) + 0 then L = L, 
becomes a constant; if on the other hand D(w) vanishes identically, then 
M'= 0 is impossible since it would lead to 

M’ a 


= and M=koe, 


and according to (31): = =o-—kL. Here the variables are separated; hence 


o= = and M =k/K, contradictory to M’+.0. Consequently M = const. 
=> M,. 
Assuming that L = L, equation (30) reads as follows: 


Pp’ [(Q(1+ L,M)*)”’ 
™” PQ +L?” 
where the variables z,w are separated. Hence both sides in (33) are equal 
to a constant a*. If a =.0 we arrive at 

Case I,: P(z) = P\z + Py, Q(w) = toy: where P,, P, as well 
as Q,, Q, are arbitrary constants not both zero, and M(w) is an arbitrary 
analytic function such that the denominator of Q(w) does not vanish. For 


a + 0 we obtain 
Case I,: P(z) = P,e** + P,e-**, Q(w) = ae itor 
restrictions as before. For M = M, the situation is similar. 
From now on we can assume that R is not a product of a function of z 
and a function of w. We shall refer to this condition as “assumption A”’. 
Multiplying (29) out and differentiating according to (30) we obtain an identity 
in which we leave z variable but substitute three different constant values 
for w. This leads to a system of three linear equations for the unknowns 
P" (z), 2(PL)"," and (PL?*)”: 
we 2 ” 2)" 2 
(34) P Q+ 2(PL)" Q,M, + (PL*)" Q, ME (k=1,2,3) 
= PQ +2 PL(Q,M,)" + PL*(Q,Mj)”, 
where the prime denotes differentiation with respect to the proper variable 
present in each case, and the index k means substitution of w, after differ- 
entiation. The determinant of this system is a function D(w,, w,, ws). Two 
cases might occur: 





, With the same 


| 
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(a) There exist three values w, such that D +0; 

(b) for every triple w,, w,, w, we have D = 0.’ 
The latter case is easily seen to be impossible, however. Indeed, let us keep 
w, and w, constant in D while we leave w,=w variable. Expanding the 
determinant and dividing by Q we arrive at an identity in w of the form 


(35) A+ BM+CM=—0, 


where A, B,C are constants. They must all vanish; for otherwise equation 
(35) would yield a constant value for M which is contradictory to assumption 
A. Substituting the minor determinant for C we thus find 


Q(M,- M)=0, 


which means: wherever Q + 0 we must have M = M,. Since Q is analytic 
and not identically vanishing there is a domain D of the w-plane where Q + 0. 
Thus .M = const. in D, and since M is also analytic we have M = const. 
everywhere, contradictory to assumption A again. 

Hence we have to deal only with a non-vanishing determinant of system (34) 
in which case we can solve for the unknowns and obtain a system of the 
following type: 

P" =a,P+a,.PL+a,PP 
(36) 2(PL)" = ag, P + dg PL + ayPL* 
(PI?) = ay, P + agg PL + ag, PL’. 


Here the a,, form a constant matrix. Substituting these values in (30) leads 
to an identity in z and w of the form A(w) + B(w) L + C(w) 2= 0. Keeping w 
constant we have an equation for L. Since LZ cannot be constant because of 
assumption A the three coefficients A, B, C must vanish. This leads to the 
system 
Q” = 4, Q + dy QM + ay, QM? 
(37) 2(QM)" = ay2Q + 42 QM + dg, QM? 
| (QM*)" = dy3Q + a3 QM + a33QM?, 


which shows that the triples P, PL, PL’, and Q, QM, QM? satisfy linear 
homogenous differential equations of the second order with transposed con- 
stant matrices. All these functions are therefore elementary. The matrix a;; 
is not arbitrary, however, since we have 6 equations for only 4 unknown 
functions. Our problem consists therefore in determining the a,;, and in 
integrating the systems (36) and (37). 

We shall derive first a single differential equation for the function L(z) 
which obviously plays a special part. For any two functions P(z) and L(z) 
the laws of differentiation entail the following identity: 


(PL) P’ — (PL) 2(PL)"+ P(PL*)"=2 P*L’. 


Substituting here our unknown functions P and LZ and their derivatives from 
(36) we can divide by P? and obtain the following differential equation of 
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the first order for L(z): 

(38) 2 L’* = ayy L* + (yy — Oy) L? + (yy — Ogg + ys) L* + (gg — On) L + ay. 
Replacing a,, by a,, we have also the corresponding equation for M (w): 
(39) 2M’? = ay, M*+ (aq, — yg) M?+ (04, — Gyq+ G55) M?+ (aq3— yg) M + ays. 
Since M = 0 is excluded the latter equation can be written as follows: 


2(Gr-) "= 0(Gr)' + (Sr) + 
+ (@y — dan + Os) (Sy +) + (Oa - an) (Fy ) + a. 


Comparing (38) and (40) we see that L(z) and —1/M(w) are solutions of the 
same differential equation of the first order. Since we know that these functions 
must be elementary we conclude (in order to avoid elliptic functions) that 
the quartic on the right hand side must have a double root. Hence there 
are 4 constants k, A, B, C, such that 


(41) L'*=(L — kP[A(L — kP + B(L — k) + C}, 
and similarly 


er (Gt)"=(Gt af A(t as 3(Gh a) + 


We define now two functions A(&) and u(@) by means of the following rever- 
sible relations: 


(43) z= &h, w= ah, 
(44) pat t+o =1 _ aula) +o 


(40) 


~ CAle)+d’ M cu(w)+d- 
Our aim is to determine the five constants a, b,c,d,h, in such a way that 
the differential equations for 4(&) and y(@) become as simple as possible. 
We must require, of course, that 
(45) h+0 and ad — bc +0. 
Choosing first a = c k and combining (38) and (44) we obtain the following 
equation for A(&) : c*h?4’?= 
(46) Coc*A?+ c[2dC + B(b— kd)] A+ A(b — kd)? + Bd(b— kd) + Cd’. 
The constants A, B,C cannot all vanish because of assumption A. We have 
therefore the following possibilities - 


B=0 C+0 (i) 
volar fess C=0 (ii) 
B=0 C=0 (iii) 
B=0 C+0 (iv) 
nai B+0 c=0 (v) 


B+0 C+0 (vi) 








SS a 
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Considering the constants A, B,C,k as given and treating each of these 
cases separately we can determine the constants a, b,c,d,h in such a way 
that equation (46) assumes one of the following four forms: 


(47) j%— 9p 

(48) W%=4 

(49) Vt=1 

(50) t= J+ 1. 


We illustrate this procedure for case (vi); here we can have either 
4AC— B=0 or +0. 
In the former case we may choose for. instance: 
a= sy b=kB-20,c=5),d=B,h=VO 
in order to transform (46) into 4’*= 4*, while at the same time preserving 
the side conditions a= kc, ad — bec +0, h+0. In the latter case we may 
choose as follows: 





kA kB—20 A k = 
= —-, = “ = -; d=—— ,h= fs 
o=j2c’ aysc ’°~ yee j2e ve 


4 
where A stands for 4A C — B? in order to obtain 2’*= 22+ 1 with the 
same side conditions. 

Since the equation for — 1/M was the same as that for L the differential 
equations for 4 become the same as those for A by the same choice of the con- 
stants a, b, c, d, h, i. e. in each of the above four cases. 

So far the equations (47—50) are only necessary conditions. Whether 
an arbitrary solution of one of these equations actually leads to a solution 
L(z) by means of (44) is not yet decided. We also de not know if the con- 
stants in (44) can be chosen arbitrarily or if they must satisfy other conditions 
than (45). Although we have defined them in a certain specific way (depending 
on A, B,C,k) we shall see that conversely an arbitrary choice does lead to 
a solution of our problem. 

In order to answer these questions we define two other functions by the 
following relations: 


_ __P(éih) 
9) = ag) + dP’ 
(51) 
[a u(w) + bf 
Performing this transformation in (29) we obtain 
(52) R =(ad — be @ P(A — py. 


Since the condition (30) is equivalent to bas = ad , and since the constants 


a, b, c,d, h obviously drop out in this last relation we see that they are actually 
arbitrary except for the conditions (45). 














Hetsz HELFENSTEIN and Max Wyman: 


320 


Solving (51) for P and multiplying out the expressions PL and PL? by 
means of (44) we arrive at linear homogenous expressions in ®, ® A, and @ 7°. 
Substituting them in equations (36) we get a linear system for the unknowns ®”’, 
2(@ A)’’, and (@ ?)’’, whose determinant is found to be 

h§(ad — be} +0. 
We are therefore able to solve and obtain a similar system: 
@" = by, OD + b,.D1+ 1D 2 
(53) 2(@ A)" = by D + b,,D 2 + 6,0 7? 
(D 72)" = by, D + bpD A + 1,0 7? 
with a certain constant matrix 5, ,. 
As before this leads to the following equation for A(&): 
(54) 2 2? = BygA* + (Bye — By) 2° + (by, — bag + Ogg) 2° + (Dgg — ba) 4 + Oa1- 
Substitution of 2’ on the left hand side in each of the four cases (47—50) 
yields an identity in A (because / is not constant). In all cases the left hand 
member contains at most second degree terms; hence we have always: 
b3=0 and b= b,,. 
Thus we have to study the equations 
(55) D" = (by, + by2.4) P 
(56) . 2(@Ad)"= (ba + baad Tr by2 A”) 2, 
while the third equation (53) can be replaced by one of (47—50). 
The treatment of the different cases (47—50) will go along the same 
pattern; we illustrate it for (47). 
First integrating (47) we obtain 
(57) A= Agets. 
where ¢ = + 1 and A,+ 0. 
We differentiate now (56) out and substitute for ®’’ the expression (55), 
while replacing 2” by A according to (57). Finally we solve the resulting 
-relation for 4 ®’ 7’: 
(58) 4@D')!' = [ba + (beg — 20, — 2) A— dy 2?) @. 
This equation is once more differentiated whereby we make the same sub- 
stitutions as before for ®” and 4’’. We then multiply by 2’ and replace 4” 
by 4? according to (57) and 4 ®’2’ by (58). We then get rid of ® by dividing 
this equation by ® and obtain a polynomial identity in / the coefficients 
of which we can compare on both sides. This comparison yields the following 
conditions for the b’s: 
Substituting this in (58) we can integrate and determine ®: 








0) 
ad 


me 


5), 
ing 


ub- 

A? 
jing 
nts 
ring 
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Since (57) and (59) have been obtained solely from a consideration of the 
form of equations (53) and (47) (constancy of the 6,,’s without actual know- 
ledge of their values) and since equations of the same type hold for u(w) and 
Y (w)) we have also 

(60) f= poe®”. Y= Vie, E=+1, 


where the constants EZ, j, vo, ‘Y, are possibly different from e, k, Ay, By. Sub- 

stituting (57), (59), and (60) into (52) and checking the condition 

an _ oR 

og Ow? 

we find that the constants must satisfy the relation ek + Hj = —2. This 

is also seen to be sufficient. Taking into account (44) and (51) we thus arrive 

at the following solution. . 
Case II: Let a, b, c,d. h, k,j, Ag. fg. &, B, Do, Py be constants satisfying 

the following conditions 


ad —bc +0, h+0 
Ag+ 9, Uo + 0, Dy+ 0, Y,+0.e=41,2=s+1lek+Fj= —-2. 


(61) 


(62) 


Then a solution of our problem is given by the following set of functions: 


L ad,e** +6 C uy eF** +d 
(63) = ent Gipetiw yb” 


P (2) = Do(c Aget** + d)te***, Q(w) = Po (a pug e®™™ + byt eM™, 
(Il,) If 2 = — «we havej —k=2e and 





, M(w) = — 


(64) R = (ad — be)? DB, Py (Age*** — pge***)*. 
(II,) For E =e we getk+j = — 2¢ and 
(65) R = (ad — be)? Dy, Py (Age-**4¥ — pige***¥)?. 


In case (48) the integration yields 4 functions 2. ®, u, Y in the same way. 
Substituting them into (61), it is found, however, that this condition cannot 
be fulfilled. The same is true for case (50). 

Equation (49), however, does lead to another solution which we summarize 
as follows: 


Case III: Let A. B.C, D, 0. 0, Dy. Py. &, E, k. 7 be constants satisfying 
oC -cA=oD-—-aB+0 
(66) ek+Ej=0 
+0, %o+0. e=+1, F=41. 
Then the last family of solutions of our functional equation is given by: 


coEwiC 


eez+B oEwt+C 
efw+A’ 


(67) L(2) = oez+D? M(w) = — 


P(z) = ®,(o ez + Dje**, Q(w) = P,(o Ew + A)Pe’*. 


1) We do not have to show that we have again transposed matrices in these systems. 
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(III,) If ZH = — e we findj = k and 
(68) R=(cA — 9 CFO, ¥, (202+ 43-75 Jett. 


(IIl,) For Z = «, however, j = — k and 


AD— BC 


(69) R% (0 A ~ 90 OP, (2ie y+ 29 ——r 


ester. 


5. Liouville Surfaces 


Substituting the four functions L,M, P,Q of each of the three cases 
of section 4 in (28) we obtain minimal surfaces which can be covered by a 
Liouville net. According to the remark at the end of section 3 we get all such 

surfaces by adding the symmetrical ones with respect to an arbitrary plane. 
Since by similarities and isometries we stay within this class we shall 
determine the smallest number of “normal types” of minimal Liouville sur- 
faces with respect to these transformations, i.e. such that any two normal 
types cannot be transformed into each other by similarities and isometries, 
but every minimal Liouville surface is “equivalent” to one of these normal 
types. (We include the symmetrical reflections with respect to a plane in 
the term “similarities”.) There is, of course, a great arbitrariness in choosing 
a normal type in an equivalence class; we try to obtain the most simple ones. 

Case I of section 4 leads to Poisson surfaces previously studied. Since 
they are all isometric to a plane we choose as 

‘Normal type 1: The plane (70) z, = 0. 

In Case II we can choose our normal types among the surfaces of II,, 
since every surface of I], is isometric to a certain surface of II,, viz. the one 
with the same defining constamts a, b,c,... etc., except for D,, k, ¢ which 
change their sign. This is seen by performing in (65) the change of para- 
meters =i Y, y=i X. 

Furthermore the change of coordinates 


€ He \| - e 

w= gp [Xtle(-))) v= ae Y 
in (64) yields 
(71) ds*= const. (e* + 1)? e*** (d X24 d Y?). 
Thus there is essentially only one parameter B=ck left. If 8 +0 and 
B + — 2 the surface obtained by the following special and permissible choice 
of the defining constants possesses a metric proportional to this expression : 

a=0,b=1,c=1,d=0,h=1/2,k=€8,j =e(B + 2),A=—- 1, 


72 
( ) Mo=l,e=1, £=-1, ®,= Y= —(1/2) B (6 + 2). 


Every surface of case II (with a certain constant 8 +0, + —2) is therefore 
equivalent to the special surface defined above, and with the same constant /. 
Hence for every suich value of 8 we get a normal type. Writing for reasons 
of symmetry x = £8 + 1, z/2 = X, y/2 = Y, we find from (28), (63) and (72) the 
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Family of normal types 2 
a, (X, Y) = (% + 1) e&*—Y* cos (x — 1) ¥ — (x — 1) e+ cos(x + 1) ¥ 
(73) | %a(X, ¥) = (x + 1) e-P> sin (xe — 1) ¥ + (x — 1) e+ Fin (x + 1) ¥ 
2,(X, ¥) = 22 NOD ox cog we Y. 
(x +0, x+ +1). 


For x = 0 the ‘choice of the constants could be left the same; the inte- 
grations (28) however, become different. In order to get simple equations 
we change ®,= Y,=— — 1/4. This leads to 


Normal type 3: 
2,= — cosh X cos Y 
(74) %= coshX sin Y (x0). 
w= X 





Eliminating the parameters X, Y we recognize the catenoid 


aj + 23 = cosh*z,. 
Among its associates are the well-known elementary surfaces, such as the 
right helicoid and Scherk’s surfaces. 
For x = +1 the former choice of ® and Y, is contradictory to (62); 
we replace it by ®,= ,= — 1 and obtain 
Normal type 4: 
(75) t= y + e*siny (x1). 


©, = x — e*cosy | 
[ecrico, 


In (73) the surfaces for two values of x with opposite signs are identical 
as seen by the change of coordinates X = — X,, Y = Y,. We can therefore 
restrict ourselves to such values of x for which R x 2 0. 

It remains to show that none of these surfaces are equivalent. In general, 
if two surfaces with the metrics 


ds? = R,(x) (dz*+ dy?) and ds} = R,(u) (du*+ dv*) 


are equivalent, the curves of constant Gaussian curvature K must correspond 
to each other, as well as their orthogonal trajectories. Since K depends here 
only on z (or u), the equivalence is established by relations of the type u=/(z), 
v =g(y). The condition that the ratio 

ag _ R, (x) (dx* + dy*) 

dj OR, [f(z)) [f*d2* + g/* dy") 
should not depend on the direction dy: dz of the line-elements through the 
same point leads to f’*=g’* where the variables z, y are separated. Thus 
ft=g'%=c%, f(z) =cx+d, and de?/ds} = R,(x)/c? R,(cx +d). This last 
expression must finally be a non-vanishing constant, say 1/(c*7'). A necessary 
and sufficient condition for equivalence is therefore the existence of three 
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constants c. d, T' with c + 0, T + 0, such that 
(76) R,(cx +d) =T R,(x), 
identically in x. Letting 

R,(x) = const. (e*+ 1)%e—* and R,(x) = const. (e*+ 1)%e—* 
it is easy to verify that condition (76) entails x, — ,, which has already 
been excluded. The surfaces (73) with Rx 20, x+0, x+1, §x> 0 for 
Nx = 0, form therefore a one-parameter family of different normal types. 
They are also non-equivalent to the surfaces (74) and (75) corresponding to 
x=Oandzx=1. 

In case III we can again restrict ourselves to III,, since an arbitrary 
surface of III, is isometric to the surface of III, with the same set of defining 
constants except for ®, and Z which change their signs. (The equivalence is 
established by X = iy, Y = iz.) 

If k + 0 we can change the coordinates in the following way: 


X=ke+4[ez47—80 i), 


oA — ec Al 
Y=ky, 
and obtain from (68) 
(77) ds*= const. (2 X + 1)%e?* (dX?+4 dY?). 


A proportional metric can be found on a special surface of case III,. for in- 
stance by choosing 

A=0, B=1,C=1, D=1, ep=1,0=0, 

@,= 2, P,=2e,e=1, F=-1, k=1,j=1. 


Substituting in (67) and (28) and writing Z =z, W= w — 1, we arrive at 
Normal type 5: 


(78) 


a= — Be? + Wee” 
(79) X= i(Z*+ 2) e% — i(W2 + 2)e* 
%=2Ze7+2We". 


This surface contains the z,-axis (Z = W), and is therefore symmetrical 
with respect to it. It is the locus of the midpoints of all chords having their 
endpoints on two isotropic curves symmetrical to each other with respect 
to the 2,-axis. 

If k=0 the above parametric transformation is not permissible; we 
replace it by 


e AD—BC 
omek~ oT 60’ 


y=eY. 
Then the metric becomes 
(80) ds*= const. (2 X)? (dX?+ dY*), 
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which is also found on a surface corresponding to the following choice of the 
constants : 
A =0,B =0,C=1,D=1, e=l1,c0=0, 
%,= 6, P»= 6, e= 1, E= —-1,k=0, j=0. 
This yields, writing Z =z and W = — w, 
Normal type 6: 


(81) 


a= Z2(3-2*%)+ W(3— W*) 
(82) %=1Z(3 + Z*)+iW(3 + W*) 
%4=3277 +3W?. 


This surface is obviously the locus of the midpoints of all the chords of an 
isotropic curve of the third order (known as Lie’s imaginary surface of the 
third order). It is an algebraic surface of the third order, as seen by elimin- 
ating the parameters Z and W. Its equation is 
216 (2% + i 24) + 36 x(x — i xq) — (2, — i 2) = 

It can again be shown that all these types are not equivalent. These six 
equivalence classes exhaust therefore all the possibilities for minimal Liouville 
surfaces. 

We note that for all six classes the coefficients of the metric tensor depend 
on one variable only. This means (cf. [3]): 

Theorem 4: J a minimal surface admits non-trivial geodesic mappings there 
exists a growp of isometric transformations of the surface onto itself, and it can 
be isometrically mapped on a surface of revolution. Conversely these properties 
are also characteristic for our surfaces. 

From (26), (27), (63) and (72) we can determine the functions U (u) and 
V (v) in the representation (6) of our surfaces. We find 





a eT = . Fa 
(83) U= (—1y * v= (<1 ” for (73); 
(84) | = ens, Vay for (74); 
(85) U =+ 24-3, V=+20-3 for (75); 
(86) U =2e-1, V = — 2v-‘e'/*-! for (79); 
(87) U=6 =—6v-* for (82). 


Bour [1] and Scuwarz [4] found that the minimal surfaces for which 
U =c,u*, V =c,v* can be bent into the shape of a surface of revolution. 
Since every surface of revolution can be covered by a Liouville net our more 
general result completes this list by adding the functions (86) and (87). 

It is well known (cf. [2], p. 395) that the associates of the surfaces (6) 
with U =c,u* and V =c,v* with a certain fixed k + —2, are congruent to 
each other. This does not hold for the Scherk surfaces (74), and it is false 
also for (82) since the associates of this algebraic surface have a higher degree 
than 3. It is true, however, for (79); the family of its associates is represented 

Math. Ann. 132 23 
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by 
y,(Z, W,q) = — e~*Z%e* + et Wee” 
(88) Yo = te-*(Z®+ 2) e? —iet(W2+ 2)e” 
Ys =2e-*Z e® +2e¢We", 
where g denotes the (complex) parameter of the family. The complex rotation 
i= (Ll — */2q*) 2% + "eq" Xe —q%s 
(89) Yo= Y2t ga, + (1 + 29") a+ tq % 
Ys= 7% —tq2%, + 2s 


carries every point (Z, W) of the given surface (79) into the corresponding point 
(Z + q, W— q) of the associate surface (88). 

It is also noteworthy that the only “double surface” (in Lie’s sense) among 
our surfaces is (82). Since it is algebraic and hence not periodic we gather 
that it is one-sided (cf. [2}). 

Collecting these properties we sum up the main results of this section in 

Theorem 5: A minimal surface admits non-trivial geodesic mappings (onto 
some other, not necessarily minimal surface) if and only if it is either 
(i) a plane or a Poisson surface (5); 
or 
(ii) similar to one of the surfaces (75), (79), or (73) (with Rx => 0,x +0,x% + 1, 
ox > 0 forRx=0); 
or 
(iii) similar to an associate of (74) or (82). 

Since a surface (6) is algebraic if and only if U(u) and V(v) are third 
derivatives of algebraic functions we obtain 

Theorem 6: The only algebraic minimal surfaces admitting non-trivial 
geodesic mappings are : 

(i) the plane and Poisson surfaces (5) with an algebraic function f(u); 

(ii) all surfaces similar to (73) where x is restricted to real positive and rational 
values different from 1; 

(iii) all surfaces similar to the associates of (82). 


6. Real Surfaces 

Since Poisson surfaces are complex cylinders the only real surfaces in 
class 1 are the planes. The classes 3 and 4 contain all the real minimal sur- 
faces similar to the real associates of (74) and (75). 

If x is real in (73) the corresponding surface is obviously real. This suffi- 
cient condition is also necessary, as seen in the following way. Multiplying 
the first of the functions (83) by an arbitrary constant t + 0, the second by 
1/t, we obtain the two functions U,(u) and V,(v) corresponding to the asso- 
ciate surfaces of (73)*). Multiplying both U, and V, by a constant 7 +0 


*) We could also choose U,(u) =T V (u), Vi (v) = ~ U(v), but this amounts to the same 
here because of the symmetry of U and V. 
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then leads to the most general functions 


— x? 2 
(90) Us) =x ape, Vale) = 2, 
corresponding to an equivalent surface to (73). It is well known that a sur- 
face represented by (6) is real if and only if the functions U and V satisfy 
(91) U (u) =V) 
identically in u (The bar denotes the conjugate complex quantity). Substi- 
tuting U, and V, in (91) we arrive at the relation u*-“ = const. which is 
only possible for a real x. 

In the same way it is shown that the classes 5 and 6 do not contain real 
surfaces. Thus we proved 

Theorem 7: A real minimal surface admits non-trivial geodesic mappings 
if and only if it is either 
(i) a plane; 
or 
(ii) similar to a real associate of (74); 
or 
(iii) similar to a surface (75) or (73), where x represents a real positive constant 
different from 1. 
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An Isomorphism Criterion 
for Completely Decomposable Abelian Groups 
By 
J. bE Groot in Amsterdam 


Throughout this note all groups are abelian, written additively. We refer 
to Kurosx [5] for notation. terminology and theorems used without re- 
ference. 

We recall the notion of a completely decomposable group. This is a direct 
sum of groups of rank 1, where a group is said to be of rank | if an arbitrary 
finite subset of elements generates a cyclic subgroup. Completely decom- 
posable torsion-free groups were introduced by Barr [1]. There are unsolved 
main problems concerning their structure (and the proof of our theorem 
below is hampered by this fact), e.g. is every direct summand of a com- 
pletely decomposable group completely decomposable itself? The best 
results, apart from those of Barr are obtained by Kuxikov [4], who e. g. 
proved that the question just stated has an affirmative answer in the case of 
countable completely decomposable groups. 

Definition (cf. [2], also for further references). The groups G and H are 
called equivalent. if each is isomorphic to a subgroup of the other, i. e. 


H+ gH=H'cG@ 
G>+y G=@'CH, 


where @ and y are isomorphic maps. If H’ afd G’ are serving subgroups or 
direct summands of G and H respectively, G and H are called equivalent by 
serving subgroups or equivalent by direct summands. 

Now we can state 


Theorem. Completely decomposable groups G and H., equivalent by serving 
subgroups, are isomorphic. 

In particular. if the completely decomposable G and H are equivalent 
by direct summands, they are isomorphic. 

If G and H are equivalent. they are not necessarily isomorphic as can 
already be shown by simple examples (Dz Brutsn orally, KapLansky [3)). 

If G and H are both decomposable into groups of rank < 2. and if they 
are equivalent by serving subgroups, they are nevertheless not necessarily 
isomorphic as has been shown in [2], where @ and H are certain countable 
torsion-free groups. These counterexamples give the theorem to be proved 
its proper place. 
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It is an unsolved problem whether abelian groups, equivalent by direct 
summands, are always isomorphic. The author does not even see an answer 
to the following question. 

Problem. If A and B are abelian groups, and if A is isomorphic to a direct 
summand A’ of B and conversely B is isomorphic to a direct summand B’ 
of A, then, we ask whether A and B are necessarily isomorphic, if, moreover 

B/A' = A/B’. 
We use some lemmas. 
Lemma 1. If P is the periodic part of a group G and S an arbitrary serving 
subgroup of G. then the group 
A = {P ° S} 
generated by P and S is serving in G. 
Proof. Assuming 


(1) ne=p+s, peP, «cS 


has a solution x = g ¢ @. we shall prove that g < 4. Since p is of finite order m, 
we have 
mng=ms= ss’, 
Hence, since S is serving. there is an 3 € S with 
mns=mMms, 
m(s — n8) = 0. 
Hence 
s—ns=p'é P. 
Thus, by substitution in (1) 
ng=pt+p+nrs 
or 
n(g — 3) = p+ p’. 
Hence 
g—3=pe P. 


g = 3 + Pp ¢ A. 

Lemma 2. If H is a serving subgroup of G, then in the natural one-to-one 
correspondence between the subgroups of G/H and the subgroups of @ that 
contain H, serving subgroups correspond to serving subgroups (cf. Kurosx [5], 
p. 176). 

Lemma 3. Complete, equivalent groups are isomorphic (cf. [2]). 

Lemma 4. Groups equivalent by serving subgroups, of which at least 
one has a base (i.e. is expressible as a direct sum of cyclic groups), are iso- 
morphic (cf. [2]). . 


Proof of the theorem. A completely decomposable group has a decom- 
position into a direct sum of indecomposable subgroups of rank 1. Such 
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a subgroup is, if it is periodic, either a cyclic primary group, or a quasi-cyclic 
.primary group (group of type p™); if, on the other hand, such a group is 
torsion-free, it is isomorphic to a subgroup of the additive group of rational 
numbers and therefore a certain type can uniquely be assigned to it. 
We consider such decompositions of G and H 


(2) G =V_+ Fet+Te, HA =Vy+ Fy+Tq, 


where V denotes the direct sum of all quasi-cyclic primary summands, F the 
direct sum of all cyclic primary summands, and where 7' is torsion-free. 
V,, and V, do not depend on the choice of decomposition, but are uniquely and 
invariantly determined by G and H as maximal complete periodic subgroups. 
Therefore. 

PVaCVg, pleC Va. 


Hence, using lemma 3, Vg and Vy are isomorphic. 
Next we prove that the groups F, and Fy are isomorphic. Since 


(3) P; == Ve + Fg 
is the uniquely determined periodic part of G, we have 
Pp PyC Ps 


and » Fy is clearly serving in P,. Moreover, 
Indeed, if this intersection should contain a non-null-element, a suitable 
multiple of it would be contained in the lowest layer of a complete primary 
subgroup of Vg. The height of this element in Fy is finite, in Vg infinite 
in contradiction with the fact that g Fy is serving in Pg. Let 
M> Fy 

be a maximal subgroup of P, intersecting Vg in the null-element. Using 
a well known procedure (Kurosu [1], p. 163, 164), we see that M is a direct 
summand of P, and 
Using (3) and (4) we find 

PFgCM= Po/Vo=F, 


From this follows that an isomorphic image of F,, is contained as a serving 
subgroup in Fg. Since the converse equally holds. we see that F, and Fg are 
isomorphic, using lemma 4. 
So the theorem is proved if we can show that 7’, and T'y are isomorphic. 
We have 
9TyC Pg iTg=G. 


and since @ 7’, is torsion-free 
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y Ty is serving in G, so we can apply lemma 1 with P = Py, S= Ty. 
Hence the direct sum 
Tat Pe 
is serving in G. Apparently 


eT y=(9Ty+ P,)/PegcG/Pg= T¢. 


Using lemma 2, we may conclude that 7’, is isomorphically contained 
as a serving subgroup in 7g. Since the converse is also true, we have yet to 
solve our problem .in the case of completely decomposable torsion-free abelian 
groups. 

Therefore, let us assume for simplicity of notation that G and H are such 
groups, equivalent by serving subgroups. 

Thus 
(5) G=J'A,, H=y) B,, 

e e 


where A, and B, are torsion-free groups of rank 1. By G, we denote the 
(serving) subgroup of G that consists of the null-element and of all elements 
of G whose types are greater than or equal to « (see Kurosu [5]. § 30, 31). 
G@, denotes the subgroup of @ that is generated by all elements whose types 
are strictly greater than «. Similarly we define H, and H}. 
Denoting 
G3 =G 


a al Ga. He = H,/H,, 

it is proved in [5], p. 212, following Barr [1], that the sum A*, resp. B* 
of those direct summands in (5) whose types are equal to «. is isomorphic 
to G%, resp. H®. 


(6) A*=~Gt, Bt Hf. 


Now let ¢ H be contained as a serving subgroup in G. Observe that the 
type of an element of g H is the same in @ A as in G, since  H is serving 
in G. Therefore 

y H,= gp HOG,, 
gy HL= Gg HANG, 
gy H,= Gg H,AG,. 
Using the first isomorphism theorem we find 
¢ BY = pH,/ 9 Ha = {p Hy, G}/G,C G,/G,= A*. 


Hence, we see that B* is isomorphically contained as a subgroup in A*. The 
converse is equally true. Now the situation is considerably simplified. A* and 
B* are equivalent groups, each being a direct sum of torsion-free groups of 
rank 1 of one and the same type a. The number of these summands clearly 
equals the rank of the group. -Since the rank is an invariant of the group 
and since the rank of a subgroup is not greater than the rank of the group 
itself, the ranks must be the same in the equivalent A* and B*, that is A* 
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and B* are isomorphic. Since a similar procedure can be carried out for the 
direct summands in (5) of any type, G and H are isomorphic; so our theorem 
is proved. 


Remarks. Actually we proved that any two decompositions into inde- 
composable groups of rank 1 of two completely decomposable groups, 
equivalent by serving subgroups, are isomorphic. 

We have not paid any attention to separable groups. Also the counter- 
example in [2] is not separable. The corresponding problem is therefore open 
for this class of groups. 
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Zur additiven Zahlentheorie in mehreren Dimensionen 
Teil I 


Von 


GUnreER Memnarpvus in Wilhelmshaven 


Viele Probleme der rationalen additiven Zahlentheorie wurden in der 
letzten Zeit in ihrer Verallgemeinerung auf algebraische Zahlkérper untersucht. 
Ein bestimmter Typus von Fragestellungen bezieht sich jedoch ausschlieB- 
lich auf die additive Gruppe dieser Kérper. Hierzu gehéren die sog. Parti- 
tionenprobleme, und allgemeiner alle linearen Zerlegungsprobleme. DaB man 
sich in diesen Fallen trotzdem auf einen Zahlkérper, und nicht, wie es ange- 
messen wire, nur auf einen linearen Vektorraum bezog, lag lediglich an den 
Methoden der Untersuchungen: Ein Zahlkérper mit seiner Idealtheorie und 
seiner Theorie der Einheiten liefert eine Fiille wichtiger Eigenschaften der in 
Frage stehenden analytischen Funktionen. 

Unter dem obigen Titel sollen nun einige Arbeiten erscheinen, in denen 
der Versuch unternommen wird, unter Verzicht auf das Vorhandensein einer 
solchen multiplikativen Gruppe analytische Methoden zur Behandlung dieser 
Probleme zu geben. Der vorliegende erste Teil enthalt als zahlentheoretisches 
Ergebnis eine asymptotische Gleichung fir die Logarithmen einiger Zer- 
legungsanzahlen. Das analytische Hilfsmittel hierzu ist ein reeller Tauber- 
scher Satz fiir Laplacesche Integrale in n Verinderlichen, der einem spezielleren 
Satz fiir Dirichletsche Reihen von Harpy und Ramanvgan [2] nachgebildet 
ist. Die weiteren Arbeiten werden neben einer Verallgemeinerung eines 
Theorems von InecHaM [4] insbesondere Untersuchungen iiber die analyti- 
schen Eigenschaften gewisser Dirichletscher Reihen, die einem Vektorgitter 
zugeordnet werden kénnen, zum Ziele haben. 


§ 1. Bezeichnungen 


Kleine deutsche Buchstaben bedeuten n-dimensionale reelle Spalten- 
vektoren (n = 1,2,...). Ein Vektor m heiBe ,,total positiv’’, in Zeichen: 
m > 0, wenn alle seine Komponenten positiv sind. Wir schreiben ferner m > 0, 
wenn die Komponenten gréBer oder gleich Null sind. Unter Nm verstehen 
wir das Produkt aller Komponenten von m. Mit 4 bzw. r bezeichnen wir die 
Vektoren mit den reellen variablen Komponenten 2,, 29, . . ., Z, bZW. 21, Zg,---, Z»- 
Bei dem hiufig auftretenden Grenziibergang z,-> 0 bzw. z,—> 2 (vy =1,...,n) 
empfiehlt es sich, eine weitere Bezeichnung einzufiihren: Wir nennen 3 bzw. r 
,reduziert“*, wenn 4 bzw. ¢ total-positiv ist, und wenn es zwei positive, von 4 
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bzw. x unabhangige Zahlen c, und ¢, gibt, so daB stets 


1 1 
Co(N 3)" <2, <¢(N 4)” 
(1) bzw. 
i a 
Co(N r)* <2,<,(N x)” 
gilt fir y= 1,2,..., mn, wie klein auch z,, bzw. wie groB auch 2x, gewahlt y 
wird, d. h. die Komponenten des Vektors 4 bzw. r sind von gleicher GréBen- 


ordnung. Den Grenziibergang z,—0 bzw. x, oo fiir reduziertes 4 bzw. r 
deuten wir durch das Zeichen 


"430 bzw. 6 > © 


an. Bei der Sprechweise ,,4 hinreichend klein‘‘ bzw. ,,x hinreichend groB* 
setzen wir 3 bzw. x als reduziert voraus. . 
Wir verwenden ferner die Abkiirzungen 


§'¥ baw. 3'8 3 bzw. grad g(3) 
fiir das innere Produkt der Vektoren 4 und r, bzw. fiir die mit einer quadrati- 
schen n-reihigen Matrix 8 gebildete quadratische Form der Variablen z,, 29, ... . z,. 
bzw. fiir den Vektor, dessen Komponenten die n ersten partiellen Ableitungen 
der Funktion g(4) = g (2, Za, . . ., Z,) sind. 


§ 2. Bedingungen fiir eine Funktion ¢ (4) 


Es sei p (4) = (2,2; - - -; Z,) eine Funktion der n Verinderlichen z,,z,....,z,. 
Wir sagen die Funktion (4) geniige den Bedingungen (I), wenn sie die 
folgenden sechs Eigenschaften besitzt : 

1. g(§) ist positiv fiir hinreichend kleines 4 und besitzt dort stetige par- 
tielle Ableitungen bis zur zweiten Ordnung nach allen Verinderlichen. 

2. Fiir hinreichend groBes ¢ hat das Gleichungssystem 


(2) — grad p(4)=1 
eine Lésung 4 > 0, fiir welche 450 mit ¢ +00 gleichbedeutend ist. Diese 
Lésung ist eindeutig bestimmt, und sie ist im folgenden stets gemeint, wenn 
wir sagen, 3 sei durch (2) als Funktion von r gegeben. 

3. Es seien 4 und 4, hinreichend klein und 


grad p(j,) =t grad (4), t > 0. 
Dann ist 


=F gradg@y ~ °f) far t+, 4 





gleichmaBig in 4. 
4. Sind 4 und 4, hinreichend klein, und ist 


N (— grad 9(j)) < ¢2N (— grad (3) 
mit einer von 4 und 4, unabhangigen positiven Zahl c,, so gilt 
(4) P(t) <¢s P(3) 
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mit einer positiven Konstanten ¢,, wobei c, beliebig klein gemacht werden 
kann, wenn nur ¢, hinreichend klein bestimmt wird. 


5. Es gilt 

(5) (— 3’ grad ¢(4))-?= 0(1) 
und 

(6) — 4° grad (3) = O(p(4)) 


fiir 30. Aus (5) und (6) folgt, daB (4) strebt mit 4 > 0. 
6. Es sei 8 die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen von (4), d.h. 


ey 
on om = 1,2,...,%). 
3 8 (a) ((s:-3,)) (», pw n) 
Die Determinante |8| von § ist positiv fiir hinreichend kleines 4 und es gilt 
1 
= (grad 9 (3))* 
m Br-0(F a) 


fiir 450. Sind x,, z,,...,x, die Eigenwerte der Matrix 8, so sind bei hin- 
reichend kleinem 4 mit zwei geeigneten positiven, von 4 unabhingigen Zahlen c, 
und ¢, die Ungleichungen 

1 1 


(8) C4" |B|" <%, <eg*|B|" 


fir »=1,2,..., » erfillt. 
Um spater Zwischenrechnungen zu vermeiden, zeigen wir, daB die Funktion 














A 
(9) Yi= $118) = Gog...) 
fir A >0O und z > 0 den Bedingungen (I) geniigt. Fir v, «4 =1,2,..., 2 ist 
a7, a 
aM 
und 
a(a + 1) a. 
te, 2 ”% fir y=, 
dz, dz, a a? * 
.. % fir y+y. 
Die Gleichungen 
. — grad gy, (3) = F 
werden aufgelést durch 
1 
(10) 2, = = {A «(2 *2%9... 2,2} "241 
fiir y= 1,2,...,, so daB 
1 
’ 1 Rat 
(11) Gilt) + 8 FE A (ay: aye. PET 


wird. Man priift nun leicht, daB g,(g) die Eigenschaften 1. bis 5. besitzt. 
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Weiter ist 
a+ 1 te a 
a On 22, 
B=a'Q . 
“ 2 a+l 
; a. eee; } 
und somit / 
P a(n x qd) 

(12) B| = 3 





(i%...a)° 72° 
woraus die Abschitzung (7) folgt. An Stelle der Eigenwerte <,. x2, .. .. xn 
betrachten wir die GréBen 
xy 


(13) Se, 


fiir welche man nach kurzer Rechnung zeigt, daB sie die Nullstellen des Po- 
lynoms 
9 x 4 
9:(9) = (Ll — 27 @).-- (1 — 22) {I +7o=get tira 
sind. Da die Matrix 8 symmetrisch ist, sind die 9, reell. Da ferner 4 reduziert 
ist, erkennt man auf Grund der Ungleichungen (1), daB 


(»=1,2,.... 2H), 


aire 1 
a) 9,(o) > 0 ist fir o <taua : 
und daB 
») (— 1)" (@) > 0 ist fir 9 > 250 | 


Es gilt also fiir » = 1, 2, . . ., n stets 


2(na+ 1) 
saa <¢< aan 


woraus sich mit (12) und (13) die Ungleichungen (8) ergeben. 


§ 3. Ein Tauberscher Satz 


Satz 1: a) Es sei A(p) = A(a,, Xg,..., 2%) eine reelle Funktion der Va- 
riablen x, X. . . ., x, mit den Higenschaften 


(14) A(x) S A(x) fiir 4,- 5 SO und 


A(r) = 0, wenn mindestens eine der Variablen kleiner 
oder gleich Null ist. 
b) Das Integral 


2 co ‘ 


Naf---fA(rpe*¥ da...dx, 
0 0 


sei fiir 4 > 0 konvergent. 
ce) Fiir 4=>0 habe die Funktion 


(15) HO—= Naf ---f A(sye¥* day. .. dz, 
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das asymptotische Verhalten 


(16) log f(s) = (4) (1 + 0(1)). 
wobet p(4) den Bedingungen (I) geniigt. 

Dann gilt 
(17) log A (r) = (p(3) + a’) (1 + 0(1)) 


fiir x > co, wenn 4 der durch 


— grad (3) =x 
bestimmte Vektor ist. 
Beweis: Nach (16) gilt fiir beliebiges « > 0, sofern nur 4 hinreichend klein ist, 


(18) (1 — e) (4) < logf(g) < (1 + e) p(s). 
Zu beweisen ist: Fir beliebiges 6 > 0 gilt 
(19) (1 — 5) (p(4) + a’x) <logA(r) < (1 + 4) (p(3) + 4’n). 


falls x hinreichend groB ist, wobei 4 durch (2) bestimmt ist. 

1. Die obere Abschitzung von log A (r) ist leicht zu gewinnen. Da A(r) 20 

ist, folgt fiir 4 > 0 aus (15) unmittelbar 
Naf ---fA(vje-¥?dv,... dv, < f(g). 
qy I, 

wobei p der Vektor mit den Komponenten 1, v9, . . ., v, ist. Mit (14) erhalt man 

A(x) e-¥* < f(g). 
Von jetzt an sei 4 waihrend des ganzen Beweises durch die Beziehung (2) als 
Funktion von xr gegeben. Nach Voraussetzung gilt dann 4=>0 fiir r > oo. 
Wihlen wir nun r hinreichend groB, so ergibt sich mit (18) sofort 
(20) A(z) < 8 +99 +a, 

2. Das Gebiet v,= 0(v = 1, 2,...,) bezeichnen wir mit G, und fihren 
drei von r unabhiingige Zahlen k,, k, 6, ein, fiir welche 0 < k,< 1, k, > 1 und 
6,> 0 gilt. Spiiter werden diese GréBen noch geeignet bestionent. Nun defi- 
nieren wir die Gebiete 

G,: O0sv,sk,2z,: B,: kz,<S v,S kz, 
und 

V,: |v,— z,| < d,2,. 
jeweils fiir y= 1,2,....n. 
In leichtverstindlicher Abkiirzung wird dann 


fa)=Nay f + f + ff + fpApe *edy,...dv,; 
(21) B-B, G.-D, G,-D, 2B, 
= 1,(3) + 12(3) + 13(4) + 14(0)- 
In den folgenden Beweisabschnitten wird gezeigt werden, daB 
(22) T,(3) = o(f(3)) (4 = 1, 2, 3) 
ist fir 45> 0. 
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3. Im Integral 


‘ f Ae “¥? dv... dv, 


substituieren wir v,=t,2,(y = 1, 2, .. ., m) und erhalten 
I,4)=N aN FL At «+ oy by Bq) COMM —""" a Snte de. .-. dt... 
Hier besteht das Gebiet £ aus allen Punkten mit t,> 0, abziiglich des Gebietes 
0<t,<k,(vy=1,2,...,n). Bedeutet (bei festem v) £, das Gebiet 
G,: t=k, Ost, <t, (gs = 1,2,...,%), 
so gilt wegen (14) fiir 


R,(3) = NaNrf A (t %, « . «5 by Z_) e ~*~ tnndt .. . dt 
die Abschatzung 
Ry(s) <2 2, f Alt,s)e “dt, 
Wir verwenden die Ungleichung (20) und erhalten 


(23) R, (3) < 2, 2, fe (1 +4) 91) + tdi te tote Ge 


fiir beliebig kleines 6,> 0, wenn nur r hinreichend groB ist. Hier ist 4, der durch 
— grad p(j,) = t,x = — t, grad 9/3) 
bestimmte Vektor. Nach (3) ist nun 


9 ee i, 4 
— 4° grad (4) 
fiir t, > co, gleichmaBig in 4. Nach (6) ist weiter 
tai F = O(p (ti) 
fiir 3>0. Es kann deshalb k, so groB gewahlt werden, daB fiir t, > k, die Un- 
gleichung 


(24) (1 + 5y) p(t) + 4318 <4, 2,2, 





=o(t,) 


erfillt ist, denn nach Voraussetzung sind 4 und — grad (4) reduzierte Vek- 
toren. Aus (23) und (24) folgt 


R,(3) <2, x, f e~4 dt, = 2. 
0 


Offenbar ist 

h(s) = B,(a), 
also 
(25) I, (4) = O(1) = o(f (4) 


fiir 4 > 0. 
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4. Wir verstehen unter I das Gebiet 
0sv,s kz fir v= », »,...,%,; 4+», fir i+k, 
k, 2, Sv, kyx fir p= 1,2,...,n und w+ %, %,..., ¥,, 
wobei die »,;(i = 1, 2, .., 7) natiirliche Zahlen aus der Reihe von 1 bis n 
bedeuten und 1 =r <n ist. Offenbar gibt es genau 2" — 1 verschiedene Ge- 


biete dieser Art, und die Summe aller dieser Gebiete ist gleich B,—B,. Zur 
Abschiitzung von J, (4) geniigt es deshalb, den Ausdruck 


(26) H (3) = Naf A(v) e-¥°dv,... dv, 
B 


zu untersuchen. Zur Vereinfachung sei noch v,= 1, ..., », =r. Wegen (14) ist 
FT (§) < A (By Sigs « » 0p By Se, Beg Spas, - + -» bg %a) 
und mit (20) folgt 
(3) < e? (32) + 2% + 5s (32) 
fiir beliebiges 6, > 0, falls x hinreichend groB ist. Hier ist x, der Vektor mit 
den Komponenten k, 2, . . ., ky, ke%,41, .. -, ke%p, und J, ist durch 
(27) — grad (42) = To 
bestimmt. Aus (27) ergibt sich 
N(— grad (42) = (k,)’ (ke)"~"N (— grad p(3)) . 
Wegen r = 1 und der nach (6) giiltigen Abschitzung 
bz Fo= O( p (42) 
kénnen wir nach (4) die Zahl k, so klein wihlen, dab 
P (be) + 82 Tot 53 P(d2) < 4 (3) 
wird. Es folgt 
H (a) < ef 7) 

woraus sich sofort 
(28) 1,(3)=O(e#*) = o(f(a)) 
fiir 4 > 0 ergibt. 

5. Im folgenden bedeuten ¢,,c,,... geeignet waihlbare positive, von rf 
und demnach von 4 unabhiingige Zahlen. Nach (20) ist 


I5(3)< Ng f e*@Ato+no-svody,.... dv, 


fiir beliebiges « > 0, wenn x hinreichend groB ist. Hier ist 4, der durch 
— grad 9(j4) = 
bestimmte Vektor. Wir wihlen r¢ so groB, daB 


(3) > 8-99 
gilt, und setzen 


(29) h(v) = P (4s) + (te — 4)'?- 
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Die Funktion h(v) entwickeln wir an der Stelle » = x nach der Taylorschen 
Formel mit einem Restglied von zweiter Ordnung. Die Komponenten von 4, 
bezeichnen wir zur Vereinfachung mit y,. y2, . . ., Y,. Nach Gl. (29) ist 








oh 
(30) 90, ~ ¥e— %, (p= i 2,....9), 
also | 
ah ay, 
(31) Ov, Ov, i = , (y, se = 1,2,..., 0). 
Es bedeute G die Matrix 


au 
GB = (vp) = (3) > 
So erhailt man unter Beachtung von h(r) = (4) die Beziehung 
(32) h(v) = 9(3) + $ (© — £)'B(0*) (” — x), 
wobei 


p* =x + B(p — x) 
ist mit 0 < # <1. Nun ist 


_ Pols) Om ap(3,) Oy, fl fir »=y, 
Oy OW dv, ay, OY, dv, 0 fir » + LB. 
oder, in Matrizenschreibweise 
B(v) = — B-* (4s) - 
Somit ergibt sich aus (32) die Entwicklung 
(33) h(v) = (3) — } (® — ¥)'B-*(3*) (” — F) 
mit 
(34) — grad o(3*) = v*. 
Es sei x = x(3*) der gréBte Eigenwert von 8 (4*). Dann ist 
(35) 5 (© — 28-40%) (0 — >a (W — BP. 
Da v inB, — B, liegt, gilt 
(36) (D — x)? > ¢gdf (grad p(s)’. 
Nach (7) und (8) ist ferner 
1 *)\)\2 
(37) % < cg Bi" <e, CU 
Offenbar ist 
(38) ¢,(grad p(3))*< (grad ¢(3*))* S c,(grad p(s). 


Aus (38) und (4) erhalt man 


Cro 9 (3) < P(3*) < ou P(A), 
woraus sich mit (35), (36), (37) und (38) die Ungleichung 


(39) 4(v — x)’B-* (9*) (0 — x) > C257 (4) 
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ergibt. Aus (33) und (39) folgt 
h(v) < (3) — C1297 (3) 


und hieraus endlich 
I3(3) < C434 Nr e? (3) + (C1 @—Cis oe) 
wobei wir das Volumen des Gebietes B,— G, durch c,,N x abgeschitzt haben. 
Nach (5) und (6) ist fiir hinreichend kleines 4 noch 
log (e433 Nr) < cyglog (3) < cas € - (3). 
Wahlen wir 6, derart, daB 
(Cy, + Cys) € — Cyg07 < — 2e 

wird, so ergibt sich die gewiinschte Abschitzung 
(40) T,(3) = o(f (a) 
fir 4 > 0. 

6. Durch (25), (28) und (40) haben wir die Aussage (22) bewiesen. Aus (18) 


und (21) folgt daher fiir beliebiges e, > 0 bei hinreichend kleinem 4 die untere 
Abschatzung 


(41) 1,(3) = Naf A(v) e-¥"dv,.... dv, > er @A-#), 
o, 
Nach (14) ist 
(14+6)2, (1+ 6) a : 
I,(3) 5 N3A(1+4)4r) ff ... ff ev ¥%dy,... dv, 


(1-62, (1+ 4) am 
< A((1 + 4,) x) e~C-% 8, 
und mit (41) folgt hieraus 
(42) A((1 + 4,) x) > eh +8 9G—a~ A), 
Bezeichnen wir mit 3, den durch 
— grad p(3,) = (1 + 4,) x 

bestimmten Vektor, so erkennt man, ahnlich wie im letzten Abschnitt, daB 
(43) (3) — pla) + BF — 4 F(1 + 4,) = } OF eB (9**) F — O34 7 
ist. Hier ist 

— grad p(3**) = xr* und r*= (1+ 04,)r 
mit 0 <#<1. Nach Voraussetzung ist 8 und daher auch 8~-' die Matrix 
einer positiv definiten quadratischen Form. Nach (4) und (6) ist ferner 
(44) b4 F < Cry P(3)- 
Aus (42), (43) und (44) ergibt sich 

A (( + 6) r) > elP (ds) + 8481 + 4) e114) 
Ersetzen wir (1 + 4,) x durch x, also 4, durch 4, so folgt 
(45) A(x) > ef @) + FOC —e1—er08s) 


Hier kann 4, beliebig klein vorgegeben werden, falls x hinreichend groB ist. 
Math. Ann. 132 24 
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Dasselbe gilt fiir e und ¢,. Aus (20) und (45) erhalten wir far beliebiges 6 > 0 
deshalb 
e@+FOA-D— A(z) < O@tFNA+4) 


falls nur x hinreichend gro8 ist. Dies ist die Behauptung (19). 


§ 4. Anwendung 


1. In einem n-dimensionalen euklidischen Raum seien n linear unabhingige 
Vektoren g,, Ge; - - -, Gn gegeben mit 


Jie 
-(:) (y= 1,2,...,2). 
nv 


Die Gesamtheit der Linearkombinationen 


G = MG, + MyGo + *** + MaGn 
mit ganzen rationalen m,, . . ., m, nennen wir das Gitter G, wihrend g selbst als 
Gitterpunkt oder Gittervektor bezeichnet wird. Die Vektoren g,, gp, . . ., g,; 
die wir als total’ positiv voraussetzen wollen, heiBen eine Basis von G. Dem 
Gitter G ist die Matrix 


A = ((g,+)) (y,4=1,2,...n) 
zugeordnet. Ist |2| die Determinante von %, so heiBe 
||? = d(G) = d 
die Diskriminante von G. 
Eine unendliche Reihe 
» a(g) e~*S, 
g>0 


in welcher g alle total-positiven Gittervektoren durchliuft, nennen wir, in 
leichter Verallgemeinerung eines von Hecke [3] eingefiihrten Begriffes, eine 
Potenzreihe des Gitters ©. Eine solche Reihe laBt sich als Laplacesches In- 
tegral schreiben. Man ordnet zu diesem Zweck einem Gitterpunkt g das 
Parallelepiped 3, zu, welches von den an g angreifenden Vektoren g,, ge, ..--,Gn 
aufgespannt wird. Offenbar ist 


al (l—e-8%).. (1—e- 8%) 
ye Je "*da...dz—Vd GG) ---(8' Ga) ee. 
a 


Wir definieren 
(47) A(g)= J a(w), 

g—w>0 
ferner A(r) = A(g), wenn x innerhalb von $B, oder in den von je n — 1 der 
an g angreifenden Vektoren g, erzeugten Parallelepipeden (n — 1)-ter Dimen- 
sion liegt, und A(x) = 0, wenn der zugehérige Gittervektor nicht total-positiv 
ist. Dann ist 





(48) 2 a(g) e~¥S = (1 — e-¥ 8)... (1 — 8) SY Ag) e-*S, 
g>0 g>0 
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und aus (46) folgt 


49) Lage **=—- 0'H)--.0's) J - } A(z) e-¥¥ day... .dty. 


g>0 


Es ist zweckmaBig, die n-te Differenz 4, A(r) in einem Gitter einzufihren: 


A,A(r) = A(t) — X Als — 6.) + 2 Alt — GG) — + 


(50) °<A 
+++++(— 1 A(t — Gh — +++ — Ge)- 
Es gilt 
- (51) A,,A(g) = a(g) . 


Ist daher A, A(g) = 0, so erfillt A(x) die Forderung (14). 
2. Es sei P(g) gleich der Anzahl der additiven Zerlegungen 
§ => wD, + W, + <*> 


des Gittervektors g in total-positive Gittervektoren w,, W,,..., wobei zwei 
Zerlegungen nur einmal gezihlt werden, wenn sie durch eine Permutation 
der w, auseinander hervorgehen. Man beweist leicht (vgl. [5]), daB fiir 4 > 0 
die folgende Jdentitat gilt: 





(52) F(g) = ]7 (1 — e-* 8) = 1+ DY P(g) e-*s. 
g>0 g>0 
Wir setzen 
(1 —e~ 8%)... (1 — 8 Se) 
(53) h(a) =V4N3 Ga) - 
Nach (48), (49) und (52) ist dann 
(54) h(a)= Ns f---f P(x)e"**¥ da,...dz,, 


wobei P(r) die in der gleichen Weise wie A(r) verallgemeinerte unstetige 
Funktion ist. Wir zeigen nun, daB fiir /,(g) und P(r) die Voraussetzungen 
von Satz 1 erfillt sind. Zuniichst konvergiert das Integral (54) fiir 4 > 0. 
Es ist ferner 4, P(g) 2 0, denn das Produkt 


(1 — e788)... (1—e-8'%) FG)—= JT (1—e-¥8)-2 
Pe oe 


kann in seiner Entwicklung nur nicht-negative Koeffizienten besitzen. Damit 
ist nach der obigen Bemerkung die Voraussetzung (14) erfiillt. Wir beweisen 
nun 


(55) log f,(3) = 91(3) (1 + 0(2)) 
fir 4 > 0, mit , 
_ (66) 2.0) =~ 2S . 


Vans 
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Hier ist €(s) die Riemannsche ¢-Funktion. Wie schon friher gezeigt, geniigt 
die Funktion g,(3) den Bedingungen (I). 

Wir betrachten zu diesem Zweck die fiir 3 > 0 konvergente geometrische Reihe 
(57) G(g) =D e-*S. 


g)0 
Nach (48) und (49) ist fiir 4 > 0 


aaron at Sx) t 
G (3) = Vd (—e-¥)... (1—e-¥&) 7" fase vdz,.. 


Hier ist Ay(r) = 1, wenn der dem Vektor r zugeordnete Gittervektor g total- 
positiv ist, und A,(r) = 0, wenn dies nicht der Fall ist. Offenbar gibt es einen 
total-positiven Vektor ) mit festen Komponenten, so da8 A,(r) = 1 ist fir 
xr—6 20. Dann wird 





oo oo 





(58) [. , . [ Aged. .. 6a, < or 
6 0 
und 
(59) Tire _f asove da,...dt,> i 
N34 


0 


- 


Verwenden wir noch die fiir a > 0 geltenden Ungleichungen 
1 e l+a 
s-@-1~ 6 


so ergibt sich aus (58) und (59) sofort 


(1+)... +3 Ge) 


5 
< G(4) < — VaN 3 


(60) Van; 


Man kann ferner leicht zeigen, daB fiir reduziertes 4 und k > 1 mit einer posi- 
tiven Konstanten c,, stets die Abschatzung 
wee 
(61) G(k 3) < e~@- Dene" Q (4) 
gilt. 
Nach (52) ist 

log (3) = — X'log(1 — ¢ “9 -SF Letts, 
(62) . rma * g>0 

=2 + G(k3) . 

k=1 


Aus der unteren Abschatzung in “7 erhalt man mit (62) unmittelbar 





log F 1- 
(63) og F (3) > WEE N3 d( é) 
fiir hinreichend kleines 4. 
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Zur Gewinnung der oberen Abschatzung schreiben wir 


log F (4) = 
1 l 1 l 
= hy a oe > \@ ka) - ———_- — 
— i \a Naketh — pal k ( 4) Va N3k" + 2, k G(k4) ? 
1sks(yy) ** 1sks(Ny) ** k>(Ny) ** 
= 8, + 8, + 8. 
Fiir reduziertes 4 ist nach (60) 
1 ‘ 1\n l 
G(k 4) -—"—_- < ey fe) oe 
(& 3) aN 3k {(1 + ke (a 4) ) 1 Va 3k 
“" ryt — pam 12° —B + Ca. 
peo} (N 4) n kn-2(N 4) n k(N 4)” 


Hieraus ergibt sich 
1 \ 
S,= olay” (3 1 »)) fiir 420 ° 
Weiter ist nach (61) 


oc 


1 
—T “3 en tenc9” 
(G(4))-2 Ss < 5 5S (k—1ew(N 9)" < cy, ———du< 
3 e 


&s u 
ali 3 
, 2a -—-— 
k>(N 4) (N 3) 2n 1 
2 
e-" 
< > dv = o(1) 
1 
an 


Cs (N > 
fiir ,3>0. Es ist also 
S, = 0((N4)-") fir 450. 
Somit folgt 
C(n + 1) 
64 ] “7 
(64) og F (5) Van} 
fiir hinreichend kleines 4. Aus (53), (63) und (64) erhalt man (55). 
Der Satz 1 liefert nun unter Verwendung der Formel (11) den 
Satz 2: Fiirg => ist 


(1 + e) 


1 


t(n + 1) n+l 
Vz Ng}\"" (1+ 0()). 





log P(g) = (n + 1) 





Dieser Satz wurde in einigen Spezialfillen bereits bewiesen. Fiir das 
rationale Partitionenproblem (n = 1, g, = 1) ist das entsprechende Resultat 


log p(m) = x22 -(1+o0(1)) fir m+ 


schon in der Arbeit von Harpy und Ramanujan [2] enthalten. In zwei 
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Dimensionen laBt sich der Satz 2 fiir das quadratische Gitter (etwa g, = (i). 
$.= (3)) aus einem Satz von AuLvcK [1] gewinnen. 

Ein wichtiger Spezialfall ergibt sich, wenn wir das Gitter der ganzen 
Zahlen eines total-reellen Zahlkérpers betrachten. Man kann zeigen (vgl. [6]), 
daB man zu jeder total-positiven Zahl y eine ,,reduzierte“ Zahl yz, des gleichen 
K6rpers finden kann, fiir welche N u, = N yp ist; und fiir welche die Parti- 
tionenanzahlen die gleichen sind. (Hier bedeutet Ny die Norm der Zahl yu 
im Sinne des Kérpers.) Dieser Ubergang zur reduzierten Zahl wird durch 
die Einheiten des Kérpers vollzogen. Wir erhalten aus Satz 2 dann den 

Satz 3: Es sei P(u) die Anzahl der Partitionen der ganzen Zahl yu eines 
total-reellen Zahlkérpers n-ten Grades in total-positive ganze Zahlen desselben 
Korpers. Fiir Ny co gilt dann 

1 
1 nel 
log P(u) = (n +1) {SE wy)” +010). 


Im Falle eines reell-quadratischen Zahlkérpers ergibt sich der Satz 3 aus 
dem Satz 2 der Arbeit [5]. 
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On Disjunctions and Existential Statements 
in Intuitionistic Systems of Logic 


By 
R. Harrop in Newcastle upon Tyne, England 


1. Introduction 


The result stated without proof by G6pEL in 1932 [3], that a disjunction 

is provable in the intuitionistic propositional calculus if and only if at least 
one disjunctand is provable has since been demonstrated by many authors, 
see, for example, GentzEN [2], WassBERG [12], McKrxszy and Tarsxt [7], 
Rrecer [10], Kizene [6]. The result has been generalised to the predicate 
calculus, compare Scutrre [11] and Rastowa and Sikorski [9] and to 
a fragment of arithmetic, see Rastowa [8]. In this fragment of arithmetic, 
the scheme of induction could not be applied to formulae which involved the 
symbols of disjunction or of existential quantification. The methods of proof 
have varied considerably. Scuirre defines the intuitionistic predicate cal- 
culus in a manner basically modelled on the work of Genrzzn, though not 
using sequences, and he proves the stated result by the elimination of the cut 
(Schnitt) rule.- Rastowa and Srxorsk1 obtain their results from an investi- 
gation into the algebraic structure of the calculi concerned. Their work is 
comparable with, though a considerable extension of, the work of McKinszy 
and Tarsk1 in [7]. 
_ In this paper, two systems of axioms and rules, P, and N, are described, 
which, if the rule of modus ponens were added to each of them, would be 
easily seen to have as provable formulae (theorems), respectively the theorems 
of the intuitionistic propositional calculus P and the theorems which have 
no free variables in the system of elementary number theory, denoted here 
by N, defined in KixEne [6], using the intuitionistic propositional axioms. 
This system of number theory, with no restriction on the induction scheme, 
is an extension of that studied by Rasiowa. 

The theorems; first of P, and then of N, are arranged as a well-ordered 
series and each element of the series is considered in turn and either retained 
or deleted according to rules constructed so that in addition to certain desired 
properties being unaffected the elements retained form a set closed under modus 
ponens. It is shown that this set contains the axioms of P, (or N,) and is 
closed under the rules of P, (or N,). It is deduced that P, and N, are closed 
under modus ponens. By considering the forms of the rules of P, and N, 
it follows that a disjunction cannot be proved in either calculus by a proof 
which does not involve a proof of at least one disjunctand, and, in the latter 
calculus, an existential statement cannot be proved by a proof which does 
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not involve a proof of at least one ‘instance’ of the statement. Hence it is 
shown immediately that (i) a disjunction is a theorem of P if and only if 
at least one of its disjunctands is a theorem of P, (ii) a disjunction which does 
not involve free variables is a theorem of N if and only if at least one of its 
disjunctands is a theorem of N and (iii) an existential statement (this being 
defined so as not to contain free variables) is a theorem of N if and only if 
at least one ‘instance’ of it is a theorem of N. It is easy to prove, on the 
assumption of the freedom from contradiction of N, that result (ii) cannot 
be extended so as to apply to arbitrary disjunctions of N. 

Using a method similar to that used in this paper, the details being simpler 
than those in the consideration of N, it can be shown that a disjunction is 
provable in the intuitionistic predicate calculus Pr if and only if at least one 
disjunctand is provable and an existential statement is provable if and only 
if some particular ‘instance’ of it is provable. The proof of these results would 
not lead, for example, to a primitive recursive method for obtaining a proof 
of a disjunctand of a provable disjunction in Pr. In this respect the results 
for the predicate calculus are weaker than Scuiirrr’s. In the associated cal- 
culus Pr, a disjunction could not be proved other than through a disjunctand. 
The methods used in the paper can be applied in the consideration of certain 
other similar problems. 


2. The Process D 


Suppose that R is a set of symbols including —, (, ) and that certain of 
these symbols, including -, are called propositional connectives. Let T be 
the set of finite linear arrays of members of R. Let 7* be a subset of 7. 
Suppose that the elements of 7'* are well-ordered as a series S in such a way 
that any member containing r occurrences of propositional connectives follows 
any member containing s such occurrences if r > s. 

Let S be transformed into a series S’, the members of which form a set 
T**, by a process J, called a deletion process, which consists in considering 
the members of S in turn, in the order in which they occur in S, and retaining 
or deleting each member when it is considered. Let Sy denote the series 
obtained from S after the consideration of ail the elements previous to a given 
arbitrary element X of S. Using € to denote the usual membership relation, 
% must be such that if X ¢ S and is of the form (Y —Z) then it is deleted 
when it is considered if and only if Y ¢ Sy and Z¢ Sy. It is evident that 
if Y or Z occurs in Sy, such an occurrence must be before X and therefore 
among the eleménts of S which have previously been considered and retained. 
We can prove at once: 

Lemma 2.1 (i) Jf X ¢7'**, then X¢€ T*. 

(ii) If (Y +Z) € 7* then it is deleted if and only if Y ¢ T** and Z ¢ T**. 

(iti) If Y € T** and (Y +Z) € T** then Z € T**. 

Let C,,..., C,, m > 1 denote particular elements of 7. Consider the follow- 
ing statements A,(7"), 1 <j < n, relating to the C, and an arbitrary subset 
T’ of T. 
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If C,€T" for all k, if any; such that 1 < k <j, then 
(C;> (Cy45> eee (C,,-, > C,) ee ) €7" ° eee A,;(T") 


If j = 1, the premise of A, is vacuously satisfied. If j = n the formula in the 
conclusion is simply C,,. 

Lemma 2.2. If r, 8 are integers with 1 <r < 8 <n such that A,(T*) is true 
for allj, if any, with r <j < 8 then all or none of the statements A,(T**),r 57 < 8, 
are true. 

‘Proof. If the result is false there is a ¢ with r<t <s such that A,(7"*) 
is true and either A,(7**) is true and A,,,(7'**) is false, or A,(T'**) is false 
and A,,,(7'**) is true. In the fornier case all the formulae in the premise 
of A,,,, and therefore in the premise of A,, must be in 7'** while the for- 
mula in the conclusion of A,,, is not in 7**. By Lemma 2.1 (iii), the formula 
in the conclusion of A, cannot be in 7'** and hence A,(7'**) must be false. 
In the latter case, all the formulae in the premise of A, must be in 7'** and the 
formula in its conclusion, since it is in 7'*, must be deleted’). Hence, by 
Lemma 2.1 (ii), all the formulae in the premise of A,,, but not the formule 
in its conclusion are in 7**, Thus, A,,,(7'**) is false. In each of the two 
cases a contradiction has thus been obtained. The proof of Lemma 2.2 can be 
completed immediately. 


3. Intuitionistic Propositional Calculus 


The Intuitionistic propositional calculus, P, has as its symbols a denume- 
rably infinite set of variables, four propositional connectives +, &, Vv and ~ 
and left and right brackets (,). The first three of the connectives are binary, 
the fourth, unary. The set of formulae of P is’ obtained from the-symbols 
in the conventional way, see, for example [6]. We shall use dots in place 
of brackets, when desired, in accordance with the convention proposed by 
Curry [1], except that no order of seniority will be assumed for the pro- 
positional connectives. Capital Roman letters U, V,...,Z will be used to 
denote arbitrary formulae of P. 

The following ten expressions, see [6], will be used as the axiom schemes 
of P: 


1 X¥+(Y-Z) 6X+-XvY 

2 (X+ Y)+((X+(¥>Z))+(X-Z)) 7 Y>-Xv_ 

3 X+(Y¥>(X & Y)) 8 (X+Z)+((¥+~Z)>(X v ¥ -+2Z)) 
4X&Y--X 9 (X+Y)+((X> ~ Y)+~ X) 

5 X&Y-+-Y 10 ~ X-+(X—- Ff). 


P has the following rule. By means of it and the axiom schemes the prov- 
able formulae (theorems) of P can be defined in the usual way: 
R 1 If X and X --¥ are provable, then so is Y. 


1) A formula will only be said to be deleted if it isin 7* but not in 7**. This should 
be contrasted with the weaker statement that a formula is not in T'**. 
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Theorem 3.1. A formula is provable in P if and only if it is provable in the 
calculus P, which has the same formulae and axiom schemes as P, but in place 
of R.1 has rules I—- XII below: 


l yy im YS =H an ey 
PTE) V yer VI x+y Vl -xv¥ 
Vil ysHsavrsn Xrvrsr * 
gy 2" my. 











IV 


oe 








‘Proof. The rules of P, are easily seen to be derived rules of P. Since the 
axioms of P, and of P are the ‘same, every formula provable in P, is provable 
in P. It will now be shown that the set 7* of theorems of P, is closed with 
respect to R 1. 

Well-order 7* as a series S as in §2. Precise details of some definite 
ordering could be given, if desired. Let a deletion process J be defined so 
that with the notation of § 2 an element X of S is deleted on consideration 
if and only if one of the following conditions is satisfied : 

(i) X is of the form Y +Z where Y but not Z is in Sy. 

(ii) X is of the form Y & Z where not both Y and Z are in Sy. 

(iii) X is of the form Y vy Z where neither Y nor Z is in Sy. 

By Lemma 2.1] (iii), 7** is closed under R. 1. From the deletion conditions, 
the condition on the method of ordering of S and the form of the rules of P, 
it follows that 

(a) A formula of type U & V is in 7* if and only if U and V are both in 7* 
and is in 7'** if and only if U and V are both in 7'**. 

(8) A formula of type U y V is in 7* if and only if at least one of U, V is 
in T* and is in 7** if and only if at least one of U, V is in T**. 

It is first shown that 7'** is closed under each of the rules I, III, IX, XI 
and XII. Suppose that 7'** is not closed with respect to at least one of these 
rules. Then there must be an application of such a rule in which all the pre- 
mises but not the conclusion belong to 7**. Since 7* is closed under the 
rule, the conclusion is in 7'* and is thus deleted. From the deletion conditions, 
the rule cannot be XI and from Lemma 2.1 and (f) it can easily be seen that 
it cannot’ be one of rules I, III, IX. Finally it cannot be rule XII since for 
no formula X can X and ~ X both be in 7'** (and therefore in 7*), for the 
theorems of P are theorems of the classical 2-valued propositional calculus. 
Hence 7'** must be closed under each of the rules mentioned. 

By Lemma 2.2, («) and (8) and, in the consideration of axioms 4 and 5, 
Lemma 2.1 (ii), 7** contains all the axioms of P, and is closed under the 
rules of P,. Thus, 7* is a subset of 7**. Since, from its definition, 7** is 
@ subset of 7*, the sets 7* and 7'** are identical. Hence 7'** is closed under 
R 1 and the proof of Theorem 3.1 is completed. : 
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The following corollary of Theorem 3.1 is immediate: 

Corollary 3.1. A disjunction is provable in P if and only if at least one of 
tts disjunctands is provable in P. 

In P, a proof of a disjunction already includes a proof of at least one of 
its disjunctands. The proof of Theorem 3.1 amounts to showing that if the 
deletion process to ensure satisfaction of R1 is applied to 7* while retaining 
satisfactory conjunction and disjunction conditions (through parts (ii) and (iii) 
of the definition of J) then 7* is unchanged. Parts (ii) and (iii) of the definition 
of J are used through («) and (8) in conjunction with Lemma 2.1 in the con- 
sideration of rule [IX and axioms 4 and 5. 

It is fairly easy to see that R1 is not a direct derived rule of P, but only 
a subsidiary deduction rule (see [6], p. 94). The following set of ranges and 
tables form a model for P, (in the sense of Kemeny [5]) in which X y ~ X 
but not ~ X-\v X is valid. This could not arise if R1 was a direct derived 
rule, for ~ X- vy X is provable in the ‘calculus obtained from P by adding 
X vy ~ X as an extra axiom: 

Variables range over the values 1, 2, 3 of which 1 alone is designated. 

Functions for +, & y and ~ are defined by: 

(1,3) =—(2, 3) = 3; otherwise +(z, y) = 1: 

& (x, y) = max(z, y): Vv (2,3) =1; otherwise y (2, y) = min(z, y): 

~ (1) = ~ (2) =3; ~ (3) =1. 


4. Intuitionistic Elementary Number Theory 


An outline will now be given of the formal system N of number theory 
which is to be considered. From it a full description can be obtained by 
following the definitions given in [6]. Terms in N are obtained from variables 
(for natural numbers), the symbol 0 (zero), the binary functions + and - 
(plus and times) and the unary function ’ (successor of). Formulae are obtained 
from the terms by means of the number-theoretic connective = (equals), the 
propositional connectives >, &, vy and ~ and universal and existential 
quantifiers. As in [6] a bound occurrence of a variable will be considered 
to be bound by the first quantifier of the variable (in the sense of construction 
of the formula) in the scope of which it lies. In contrast to [6], however, 
we will not allow quantification with respect to variables which do not occur 
free in the formula to be quantified. We shall use a, b, c,... to stand for 
arbitrary variables and expressions such as X, Y, X (a), X(a, 6), . . ., to denote 
arbitrary formulae containing free at least the variables displayed. Thus, 
(a) (a = a & (a) (a =a)) will be considered as a formula but neither (b) (a) 
(a = a) nor (a) (a) (a = a) will be so considered. If X(a) is used in a certain 
context and ¢ is a term free for a in X (a), that is, no free occurrence of a in 
X (a) is in the scope of a quantifier (b) or (#5) where 6 is a variable of ¢, then 
X (t) will be used to denote the formula obtained from that denoted by X (a) 
by replacing in the latter formula each free occurrence of a by t. 
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The axioms of N are as follows. In them ¢, s and u denote arbitrary terms. 
Substitutions of ¢ in X (a) to form X (¢) must be such that t is free for a in X (a): 


1—10 As for P 11 X(O) & (a) (X(a) > X(a’)) - + X (a) 
12 X(t) (Ha) X(a) 13. (a) X(a) > X(t) 14 t=s8s'>t=s 
15 t=s—>(t=u->s=u) 16 t+0=t 17 t-0=0 
18 _~ (t’= 0) 19 t=s>t=3' 20 ¢+ (s’) = (t+ 3)’ 


21 t-(s')=(t-s)+¢ 


The rules of N are R. 1 and the following two rules R 2 and R3 in which a 

must not occur free in Z: 

Z—+ X(a) X (a) > —. 
Z—(a)X(a)’ 3 gayx@>z 
The theorems of N are defined in the usual way in terms of the axioms and 
rules of N. Among the theorems of N are such formulae as a=b-+(c+a 
=c+b),a=b-+ca=cb. (See [6], p. 183.) 

A formula of N will be said to be closed if and only if it contains no free 
variables. A formula Y will be called a closed form of a formula X if Y can 
be obtained from X by universal quantification with respect to each of the 
free variables of X. Two closed forms of a given formula differ at most in 
the order of prefixed universal quantifiers. A closed formula is itself its 
only closed form. We denote an arbitrary closed form of a formula X, which 
may itself begin with a universal quantifier*), by Q(X). Thus, (a) (b) (c) 
(a+ 6=c) is one of the formulae represented by each of the expressions 
Q(a+b=c), Q((c)(a+b=c)), Q((b) (c) (a+6=c)) but not one of those 
represented by Q((b)(2+6=c)). It is the only formula represented by 
Q((a) (6) (c) (a+ b= c)). Q((c) (a + 6 =c)) stands for (a) (b) (c) (a + b=c) or 
(8) (a) (c) (a+ b = 0). 

A formal system N, is now defined. It has the same formulae as N and 
ite axioms are the closed forms of the axioms of N. The rules of N, are I— X XIII 


tobe given below. A rule expressed in the form oa) where o, y andy 


are arbitrary formulae of certain (related) forms, states that from any for- 
mula representable in the form Q(g) and any formula representable in the 
form Q(y), any formula representable in the form Q(z) can be obtained. 
If a rule of P, has the form ¥e., then QP) Ov) is called the corresponding 


~— Ox) 
closed rule. Similar definitions can be given for one premise rules. The 


expression written as Q(X) Q(Y) in the conclusion of XV stands for any 
formula of the form U-»V where U and V are representable in the forms 
Q(X), Q(Y) respectively. In XIV there must be at least one free variable 
present.in Y for the rule to be applicable. In XXII there must be at least 


*) This phrase will frequently be used to mean ‘begin with a universal quantifier which 
quantifies the remainder of the formula’. The last operation in constructing such a formula 
following the definition of ‘formula’ is the prefixing of this universal quantifier to the 
remainder of the formula. 


R2 
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one free variable present in ¢ for the rule to be applicable. Conditions similar 
to those imposed on axioms 12 and 13 and rules R2 and R38 are imposed 
on the applicability of XIII, XVI, XVII and XXII. In XVIII—XXI, t, 2 
and u are arbitrary terms. In XXIII, r and s are arbitrary terms without 
variables, X (r) is closed and X({s), whjch is also closed, can be obtained from 
X(r) by replacement of one or more occurrences of r by s. [There is no need 
to consider this as new notation; X(r) and X(s) can be considered as arising 
from some common name-form X (a) where « is a suitable variable. ] X XIII is 
not applicable when X(r), and therefore X(s), is a conjunction, disjunetion 
or existential statement, that is, a closed formula of the form (Za) X(a). Sab- 
ject to these conditions, the rules of N, are: 
I—XII Closed rules corresponding to the rules of P, 














XIN Gages Fe my in XV gay sath 
XViggswxe “UWequwareen xVM en 
XXII oa Ty xxm 2=22) ar ") 


It will be noticed that all theorems of N, are closed. Further, a disjunction, 
conjunction or existential statement can only be proved by proofs which 
have as their last step an application of one of rules V, VI, VII or XIH. 
Most of the rules are closed forms of rules related to the axioms of N in a way 
similar to that in which the statements A,(7") of § 2 are related to each other 
for different values of 7. Other rules have been added for convenience in the 
proof of later results. Restrictions have been imposed to avoid the proof of 
a conjunction, disjunction or existential statement except through the rules 
stated. It may be possible to show that some of the rules, in particular XXIII, 
are redundant. For the purpose of the present paper it seems, however, 
simpler to include all the rules given. 

Let the theorems of N, form a set 7*. By rule XXII, which is related 
to axiom 13, 7* is closed under changes in the order of prefixed universal 
quantifiers, if any, of a formula. (If two closed forms of a formula X differ, 
X must contain at least one free variable, say a. Apply X XII witht replaced by a.) 

By rule XXIII it is also closed under the replacement in a formula Z 
of terms without variables by other such terms which are provably equal 
to them in N,. This may be proved by induction on the smallest number of 
applications of rules other than XXIII in a proof of Z in N,. In this way the 
restrictions on the application of XXIII may be overcome. For example, 
if a replacement is to be made in a formula (Za) X (a) arising through XIII, 
and the replacement can, by induction hypothesis, be made in the premise 
Q(X (t)) of that application of XIII, to give a formula Y, then the formula 
obtainable by making the replacement in (Za) X(a) can be proved by an 
application of XIII to Y. 
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We shall call the terms 0, 0’, 0”, ... numerals. Given a closed formula X 
of the form Q(Y) where Y has at least one free variable and does not begin 
with a universal quantifier*), we say that the particular cases of X are the 
formulae obtained from Y by substituting numerals for the variables which 
occur free in Y. Thus, if X is (a,) . .. (a@,) Y (a, . . ., ay), & S} 1, where Y(a,, ..., 
a,) does not begin with a universal quantifier, the particular cases of X are 
the formulae Y(n,,...,,) for arbitrary numerals n,,...,n,. Given a for- 
mula which does not begin with a universal quantifier, it is defined to have 
itself as its only particular case. 

Well-order 7* as a sequence S as in § 2 so that in addition to the satis- 
faction of the propositional connective condition, if two formulae X and Y 
have the same number of propositional connectives while they have r and 
8 quantifiers respectively where r > s, then X follows Y in S. 

Obtain from S a new series S’ with corresponding set of formulae 7'**, 
by means of a deletion process } under which, with the usual notation, a for- 
mula X of S is deleted on consideration if and only if one of the following five 
conditions is satisfied : 

(i)—(iii) The same as the conditions for -, & and y in the process DB 
used in the proof of Theorem 3.1. 

(iv) X begins with a universal quantifier and not all the particular cases 
of X are in Sy. ‘ 

(v) X is of the form (Ha) Y (a), that is, is an existential statement, and 
no formula Y (n) where n is a numeral is in Sy. 

By Lemma 2.1 (iii), 7** is closed under R 1, also, from the deletion con- 
ditions and the forms of the rules of N,, results («) and (f) in the proof of 
Theorem 3.1 still apply in the new situation. Further 

(y) A formula of the form (Ha) X(a) is in T** if and only if there is a 
numeral n such that X(n) is in 7**. (If X(n) €7** then (Ha) X (a) €T* by 
Lemma 2.1 (i) and XIII and cannot be deleted). 

The retention or deletion of a formula X of S which begins with a uni- 
versal quantifier depends on the presence in or absence from Sy of formulae 
which, if present in Sy, precede X and all formulae obtainable from X by 
change of order of initial universal quantifiers. Further, 7* is closed under 
change of order of such quantifiers arid the particular cases cf formulae differing 
only in the order of such quantifiers are the same. Hence: 

(6) If X_is in 7** then all the particular cases of X are in 7**. (There 
is nothing to prove except when X begins with a universal quantifier). 

(e) If X is in 7* then it is in T'** if and only if all its particular cases are in T'**. 

(¢) 7'** is closed under changes of order in the prefixing universal quanti- 
fiers of formulae. 

Since the deletion of any formula X ¢ S depends on formulae which if 
in Sy precede X and any formula obtained from X by replacement of r by s 
where r, 8 are terms without variables such that r=<s is provable in N,, and 
since 7'*.is closed under such replacements, it follows inductively using the 
definition of PB that 
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(y) T** is closed under replacements in formulae of terms r, s without 
variables by one another where r = s €7*. 

It can be seen immediately from the definition of D that 

(6) If r, s are terms then r = s ¢ 7* if and only if r = s € 7'**. 

It will later be proved that if N, is free from contradiction the sets 7'* 
and 7'** are identical. Three lemmas used in that proof will now be given. 

Lemma 4.1. If X is a formula of the type (a,) . . . (a,) Y (a, . . ., ay) where Y 
does not begin with a universal quantifier and k = 1, then 

(i) If X €T*, every formula of the form (a;.).. . (a@;,) Y¥ (a, .. ., ay) where 
lsr<kand i,<i,...<i, and where a,=a,. if j =i,, and if j is not of the 
form i,, for any m then a; is some numeral, is also in T*. 

(ii) If X €T**, all the formulae mentioned in (i) above and also all formulae 
of the form Y(a,..., &,) where a,,...,%, are numerals, are in T**.. (The 
latter formulae are the particular cases of X. The particular cases of the other 
formulae are contained among them.) 

Proof. (i) is an immediate consequence of XXII and (ii) follows from (i), 
(e) and (6). 

Lemma 4.2. Jf X and Y are formulae and if Q(X) and Q(X— Y) both 
belong to T** then Q(Y) «7**, that is, if any formulae representable in the 
forms Q(X), Q(X — Y) are in T**, then so is any formula representable in the 
form Q(Y). 

Proof. Let X and Y be respectively of the forms (a,)...(a,) W (a,,...,@5,0,,-..,b,) 
and (c,)... (¢,) V(¢,, . . ., Cs, dy, .. ., d,) where p, q, 8, ¢ are all >0, V and W do 
not begin with universal quantifiers and all free variables present are shown. 
(If p= 0, X does not begin with a universal quantifier; if g= 0, X has no 
free variables etc.) There may be certain coincidences between the variables 
occurring in V and those occuring in W. Any coincidences between one r 
more of d,,...,d, and b,,...,b, lead to corresponding coincidences between 
the numerals m,, ..., m, and n,, ..., n, to be introduced. 

Since Q(X — Y) ¢ 7'** so do all its particular cases. These particular cases 
are the formulae: 


(a,, . . ., @y) W (ay, . . ., By, My, - » -» He) * > 
*—> (Cy, . « 25 Cg) V (Cy, « « -y Cqy My, « « -, My) 


where n,, ..., %, ™,,...,m, are numerals. By Lemma 4.1 (ii) and the fact 
that 7'** is closed under R 1, or if g=0 by direct application of the latter 
result, it follows, since Q(X) ¢€ 7** that for all numerals m,, . . ., m,, 

(Ga, «= og Gad V Ces » » tp gy Wins  » oy Mg) ss ok 
belongs to 7'**. If Y has no free variables, that is, t = 0, this means that Q( Y) 
which is the same as Y, is in 7**. Suppose ¢>1. By (6) all particular cases 
of the formulae (A), that is, all particular cases of Q(Y) are in T**. On the 
other hand, by rule XIV, since Y has at least one free variable, Q(Y) is in 7*. 
Thus, by (e), Q(Y) is in 7'** in this case also. This completes the proof of 
Lemma 4.2. 
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Lemma 4.3. If r ie a term without variables then there is a numeral n such 
that r = n is~provable in N,. 

Proof. Since r eontains no variables it is built up from 0 ahd the functions 
+,: and ’. Its value as a numeral can be computed by primitive recursive 
methods and this numeral can be proved equal to rin N, by means of axioms 
16, 17, 20 and 21 and rules XXI and XXIII. (When no variables are present, 
XVIII can be considered as a particular case of XXIII. It is possible to 
prove r =r, where r contains no variables, by an application of X XI to two 
eases of axiom 16.) 

We shall now prove the result to which earlier reference was made. 

Lemma 4.4. I} N, is free from contradiction, the sets T* and T** are identical. 

Proof. It will be shown that 7'** contains all the axioms of N, and is 
closed under all the rules of N,. The completion of the proof of the lemma is 
then trivial. 

Suppose that 7'** does not contain all the cases of some axiom, then, 
by (e) and the forms of the axioms, there must, except in the case of axiom 11, 
be some case of the axiom which does not begin with a universal quantifier 
which is deleted. ups {B) 

Consider now the possibility of 7** not being closed under some rule 
of N, other then rules XIV, XV, XVI, XVII, XXII, XXIII. There is then 
an application of the rule in which the premises are all in 7'**, and therefore 
for which all particular cases of the premises are in 7**, while the conclusion Y 
of the application of the rule, though it is in 7*, is not in T**. Hence, there 
must be some particular case Y* of Y which is not in 7**. Let the variables 
occurring in prefixed universal quantifiers of Y be a,,...,a,. Let them be 
replaced in Y* by n,,...,,. Y* can be obtained in the case of each of the 
rules under consideration from the particular cases of the premises in which 
the variables in their prefixed universal quantifiers are replaced by 1 except 
for a,,...,a@, which, if they occur, are replaced by n,,..., nm, respectively. 
Siace these particular cases of the premises are in 7* so is Y* and hence, 
since Y* is not in 7**, it is deleted by B. If the rule considered is denoted by 
sat , with corresponding notation for a single premise rule, then 7* 


is closed under the rule (£¥y, where the prime indicates that restrictions 


are applied on the applicability of the rules in certain cases, namely, in each 
of rules I, IV, VI, VIII, XII, the formula denoted by Y must be closed, 
in II, VII, that denoted by Z and X respectively must be closed and in XX, 
u must contain no free variables. The result follows since, under the re- 


strictions made, and because all the formulae of 7* are closed, (22) acts 


as a restricted form of QU) oie) 


. Our previous result can be stated thus: 
In the case of each of the rules of N, other than XIV— XVII, XXII, XXIII, 


, 


if T** is not closed under Q() Ov) then neither is it closed under i } P 
..(C) 


Q(x) 
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Combining results (B) and (C) it follows, using Lemma 2.1 (ii), (a), (f), 
(6), the deletion conditions and Lemma 2.2, that if we can prove that 7'** 
is closed under rules I’, III, IX, XI, XII’, XIII, XVIII, XIX and XXI, 
these rules not being written as closed rules but the prime having the same 
significance as previously, then 7** contains all the axioms of N, except 
possibly axioms 11 and 13 and is closed under all the rules of N, except possibly 
XIV—XVII, XXII and XXIII. 

The arguments of the corresponding part of the proof of Theorem 3.1 
show that 7'** is closed under each of rules I’, ITI, [X, XI and XII’ assuming 
the freedom from contradiction of N, in the consideration of XII’. The clo- 
sure of 7'** under each of XVIII, XIX and XXI follows from (9). 7'** can be 
shown to be closed under XIII by means of (C), (y), (7) and Lemma 4.3. 
[(7) and Lemma 4.3 are required to show that if X (¢) is a closed formula in 7'** 
and ¢ does not contain any variables then there is a numeral n such that 
X(n) ¢ 7**. It will be remembered that in applications of XIII,.¢ must be free 
for a in X(a).] 

If T** does not contain all cases of axiom 11, then, by (e), some closed 
formula of the form X (0) & (a) (X (a) X (a’)) --+ X(n,) where n, is a numeral 
is not in T**. By axioms 11 and 13 and rules I, III and XVI, it is in 7* 
and is thus deleted. By Lemma 2.1 (ii) and («), X (0) and (a) (X (a) X(a’)) 
are in 7'** while X(n,) is not in 7**. By application of (6) and suitably 
iterated application of Lemma 2.1 (iii), it follows that X(n,) is in T**. This 
contradiction shows that all cases of axiom 11 are in 7'**. 

If some case of axiom 13 is deleted, then from’(B) and Lemma 2.) (ii), 
there must exist closed formulae (a) X (a) in T** and X (t)-not ih 7** where ¢, 
being free for a in X(a) contains no free variablés. Hertice, by- Lemma 4.3 
and (7), there exists a numeral n, such that X(n,) is not in 7**. This is in 
contradiction with Lemma 4.1 (ii). Hence, 7'** contains all cases of axiom 13. 
It will be noticed that since X (a) can begin with a universal quantifier, X (n,) 
may not be a particular case of (a) X(a). On the other hand, it certainly is 
one of the formulae mentioned in Lemma 4.1 (ii). 

It is now shown that 7'** is closed under rules XIV—XVII, XXII and 
XXIII. If it is not closed under one of these rules there must be some appli- 
cation of that rule for which the premises, and therefore all particular cases 
of them, are in 7'** while the conclusion, though it is in 7* is not in 7**. 

...(D) 

Consider the rules individually. 7** is immediately closed with respect 
to XIV and XXIII by Lemma 4.2 and (7). 

XV: If 7'** is not closed under XV then, by (D), there exist formulae X 
and Y such that Q(X— Y) is in T** and Q(X) Q(Y) is deleted. Thus, by 
Lemma 2.1 (ii), Q(X) is in T** and Q(Y) is not in 7**. On the other hand, 
by Lemma 4.2, Q(Y) is in T**. Contradiction. 

XVI: If 7** is riot closed under*XVI, there exist formulae Z and X (a) 
with a not free in Z such that Q(Z-— X (a)) is in T** while Q(Z-— (a) X (a)) isin 
T* but not in 7**. This means by (e), that some particular case Z* + (a) X* (a) 
Math. Ann. 132 25 
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of the latter formula is not in 7** while, by Lemma 4.1 (ii), (a) (Z* + X* (a)) 
is in T**. Since 7* is closed under XVI, Z* (a) X*(a) is therefore in 7'* 
and must be deleted. Hence, by Lemma 2.1 (ii), Z* is in 7** but (a) X*(a) 
is not in 7**. This together with the fact that (a) (Z* + X*(a)) is in T** is in 
contradiction with Lemma 4.2. 

XVII: From the assumption that 7'** is not closed under XVII it can 
be deduced, compare ‘XVI above, that there exist formulae X*(a), with the 
only free variable a, and Z*, which is closed, such that (a) (X*(a)-+Z*) is 
in T'** while (Za) X* (a) + Z* is deleted. Hence, by Lemma 2.1 (ii), (Za) X* (a) 
is in T** and therefore, by y, there exists a numeral n, such that X*(n,) is in 
T**. By Lemma 4.1 (ii), X* (n,) > Z* is in T**. Hence, by Lemma 2.1 (iii) so 
is Z*. This contradicts Lemma 2.1 (ii) and the deletion of (Za) X* (a) > Z*. 

XXII: If 7** is not closed under this rule, then, by (D), there exists 
a formula X (a) and a term ¢ free for a in X(a) such that Q(X (a)) is in T** 
while Q(X (t)) is deleted. This means, by (ce), that some particular case of 
Q(X (#)) is not in T**. Suppose X (a) is of the form 

(a,) . . . (@) Y (a, ; . ., ay, a, B,.. ., 5,) 
where k 20, r>0, Y does not begin with a universal quantifier and all the 
free variables present are shown. Then Q(X (t)) is Q((a,) .. - (ax) ¥(q,..., 
a,, t, b,, . . ., 6,)) where the occurrences of the variables of ¢ introduced into 
X(a) when X(t) is formed, are not bound in X(t). Some of a, 5,,. . ., b, may 
occur as (free) variables of ¢. Suppose a particular case of Q(X (t)) which is 


not in 7** is Y(n,,..., m,, *, m,,...,m,) where n,,..., m, and m,,..., m, 
are numerals and ¢* is obtained from ¢ for inserting numerals for its free 
variables, the given numerals for the variables 6,, . . ., 6, should any of these 


variables occur in ¢. Since ¢ is free for a in X (a), ¢* can contain no variables. 
By Lemma 4.3 and (7) there exists a numeral n, such that Y(n,, . . ., mg, No, 
m,,...,m,) is not in T**, This formula is a particular case of Q(X (a)), na- 
mely, the case in which a,,...,a,, a@,5,,...,6, are replaced by mj, . . ., n,, 
No, M,.. -, Mm, respectively. This contradicts (6) and the fact that Q(X (a)) 
is in T**. 

On the assumption that N, is free from contradiction it has been shown 
that, 7’** contains all the axioms of N, and is closed under the rules of Nj. 
Hence 7'** both contains and is contained in 7*. Thus the sets 7* and 7** 
-are identical and the proof of Lemma 4.4 is completed. 

From Lemma 4.4 and Lemma 2.1 (iii) the following result can be deduced : 

Lemma 4.5. If N, ts free from contradiction then the set of provable formulae 
of N, ts closed under R 1. 

Using Lemma 4.5 we shall prove: 

Theorem 4.1. J/ N,, or N, is free from contradiction, the set of closed provable 
formulae of N is identical with the set of provable formulae of N,. 

Proof. We knc w that any formula provable in N, is closed. We now show 


that any formula provable in N, is provable in N. We notice that Joe 


is a derived rule of N, for, if Y is a provable formula of N which does not 
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involve a the following is a proof of (a) X (a) from X (a) in N: 


X (a) 
Y>%@ Rl, ax. 1 


YY¥>(@)X(a) R2 .--(E) 
~@x@ * 

From (B) it can easily be seen that all the axioms of N, are provable in N 
and also that all the rules of N,, except possibly XV and XXIII, are derived 
rules of N. For example, see rule V, if any particular forms of Q(X}, Q(Y) 
are provable in N then any particular form of Q(X & Y) can be obtained in 
N as follows, detailed references to the fact that some axioms or rules are 
used repeatedly being omitted: 


Rl, ax. 13 2A) QM pi ax.13 








Yer. ax. 3, Rl 
Qxe yy i 
From axioms 1 and 2 and rule R 1, it can be deduced that *—**>7 


is a derived rule of N. Hence, using axiom 13 it can be shown that if X is 
not closed, Q(X) +X is provable in N. Rule XV can thus be shown to be 
a derived rule of N, if X is not closed as follows: 
Q(X + Y) 
as above Q(X)+X X+Y 
Qa) > YF 
OX) Or) 

If X is closed there exists a shorter proof of Q(X) Q(Y) from Q(X > ¥) 
since Q(X)— Y is then the same as X — Y. Rule XXIII can be seen to be 
a derived rule of N by application of Theorem 24 b in [6] (page 184). A parti- 
cular case of this theorem states that under suitable conditions, here trivially 
satisfied, replacement of terms provably equal to each other can be made 
in a provable formula without altering the provability of the formula. From 
these results it follows that every formula provable in N, is provable in N 
and hence that if N is free from contradiction so is N,. 

It is now sufficient to show, on the assumption that N, is free from con- 
tradiction, that any closed formula provable in N is provable in N,. Suppose X 
is closed and provable in N. It is then its own closed form. It is sufficient 
to follow a proof of X in N and to show that at each stage one, and therefore’ 
all, of the closed forms of the formulae concerned are provable. Since the 
closures of the axioms of N are in N,, the proof may be completed by showing 
that the closed forms of the rules of N are rules or derived rules of N,. Rules 
XVI and XVII of N, cover R2 and R3 of N. R11 is covered by the seheme: 


ax. 13,R1 
as above 





Q(x + Y) xv 
rede R1 (Use Lemma 4.5) 


where the particular cases of Q(X) and Q(Y) chosen for the conclusion of the 
application of XV are those which correspond to the given provable case of 
25* 
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Q(X) and the desired provable case of Q(Y). This completes the proof of 
the theorem. 

From Theorem 4.1, results («), (8), (y) and (6) in the proof of Lemma 4.4, 
and the fact that if N is not free from contradiction then every formula is 
provable in it, a consequence of axiom 10 and rule R11, we may now deduce: 

Theorem 4.2 (i) A closed formula of the form X & Y is provable in N if 
and only if X and Y are both provable in N. 

(ii) A closed formula of the form X vy Y is provable in N if and only if at 
least one of X, Y is provable in N. 

(iii) A closed formula of the form (Ea) X(a) is provable in N if and only 
if there exists at least one numeral n, such that X (ng) is provable in N. 

(iv) If a closed formula X is provable in N then all particular cases of X 
are provable in N. 

(Theorem 4.2 parts (i) and (iv) are results easily obtainable by direct methods 
without the use of Theorem 4.1.) 

The freedom for contradiction of N can be deduced from the freedom 
from contradiction of a corresponding classical number theory since such a theory 
would contain as provable formulae the provable formulae of N. On the 
other hand Theorem 4.2 has been expressed in a form which does not require 
the knowledge of such a proof of freedom from contradiction. It will be 
further noticed that, on the assumption of the freedom from contradiction 
of N, Theorem 4.2 (ii) cannot be strengthened to the form that a disjunction is 
provable in N if and only if at least one of its disjunctands is provable in N, 
since, for example, under these circumstances, a = 0 y (£b) (a = b’) is pro- 
vable (see [6], formula *137, p. 187), though neither disjunctand is provable. 
(If either of the disjunctands was provable a contradiction could easily be 
obtained.) 

The method used in this paper cannot directly be applied to the study of 
the intuitionistic predicate calculus Pr. An easy modification of it can, 
however, be used. Let X(a,,...,a,) be a formula of Pr which contains the 
free individual variables a,,...,a, but no other free individual variables. 
This. formula, if it is in the appropriate set 7* must be deleted by $ if not 
all of X(a,,...,a,) for variables a,,...,a, which are not all distinct are 
in Sy. It may otherwise be deleted for reasons dependent on the structure 
of X. Thus, for example, if X is of the form Y —Z it is retained on consideration 
if and only if all the above formulae are in S y and also it is not the case that Y 
is in Sy and Z not in Sy. Lemma 2.1 parts (i) and (iii) remain true. Lemma 2.2 
considered in the context in which it is really required, that is, applied to 
axiom schemes anq rules rather than individual formulae is valid though its 
proof requires modification. It is possible to prove that a disjunction is pro- 
vable in Pr if and only if at least one of its disjunctands is provable and that 
@ formula of the form (Za) X (a) is provable if and only if X(«) is provable 
for some variable «. These results are weaker than those obtained by Scutrre 
in that, for example no primitive recursive method is found which enables 
@ proof of a disjunctand of a provable disjunction to be obtained from a proof 
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of the disjunction in Pr. (In the associated calculus Pr,, a disjunction can 
only be proved through a proof.of a disjunctand.) 

The ‘methods used in this paper are applicable in certain other similar 
situations. For example, alternative proofs can be obtained for Theorems 1 
and 12 of [4] in this way. It is a consequence-of Theorem 4.2 that if a closed 
formula of the form (a) (£b) A(a,b) is provable in N then for each numeral 
n there is a least numeral /(n) such that A(n, f/(n)) is provablein N. It would 
be interesting to see if the methods could be extended to investigate the 
arithmetical form of f(n). 
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Uber die Darstellung von symmetrisehen Funktionen 
durch Potenzsummen 


Von 


ALEXANDER OsTROWSKI in Basel 


Setzen wir 
(1) = +++ + 


und bezeichnen mit e, allgemein die y-te elementarsymmetrische Funktion 


der GréBen. x,, . . ., Z, 


(2) e,= 2 2,°*>2,, 
so lassen sich bekanntlich die ¢, als Polynome in s,, . . ., 8, darstellen: 
(3) e,= ZAwm,...mb' + 8m, 


Hier gilt fiir jeden Term rechts die durch Dimensionsvergleich sofort zu er- 
haltende Isobaritatsrelation 


(4) m,+ 2m,+3m3+---+nm,= yr. 


Daraus folgt aber, daB der Gesamtkoeffizient bei x} rechts in (8) gleich ist 
der Summe aller Koeffizienten A, und wir sehen, daB fiir »y > 1 die Koeffi- 
zientensumme 2 Ay, tn der Darstellung (3) den Wert 0 hat. Dariber 
hinaus gilt die folgende elementare und sehr niitzliche, aber anscheinend noch 
nicht hervorgehgbene Tatsache, auf die ich gelegentlich einer Untersuchung 
iiber die Stetigkeit von Wurzeln analytischer Gleichungen gestoBen bin: 

Satz 1. Fiir v>1 hat die Summe der absoluten Betrige der Koeffizienten 
in (3), 2 |Am,,....m,|, den Wert 1. 

Wohl der kiirzeste Beweis dieses Satzes ergibt sich aus der fiir hinreichend 
kleine |z! geltenden Relation 


~ > 2F 
(5) 1 —ez+e,227—---+(—lpew+---=e =!” , 


n 
die sofort folgt, wenn man einerseits das Produkt J7 (1 — z,z) direkt ausmulti- 
v=l1 
pliziert und andererseits die Summe der Entwicklungen der Logarithmen der 
einzelnen Faktoren bildet. 
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Um die Summe der absoluten Betriige in (3) zu ermitteln, setze man 
dort fiir jedes v, s,= — t,. Dann erhilt man aus (3) fiir jedes e, die Gleichung 
(-lfeg=2+ Ax,,....m. “70 


n 
One 
Andererseits wird dann die rechte Seite von (5) zu e’=1 ” , so daB dabei 
der Entwicklungskoeffizient bei jeder Potenz von-z zu einem Polynom in 
den t, mit positiven Koeffizienten wird. Man kann daher schreiben 





(= 1 = ZA, gl 2 


Setzt man hier fiir alle ¢, den Wert.1 ein, so erhalt man die Summe der ab- 
soluten Betriige der Koeffizienten. Dann ergibt sich aber aus der rechten 
Seite von (5): 


oo 


und wir sehen, daB (— 1) e, fiir jedes x > 0 zu 1 wird. Damit ist der Satz 1 
bewiesen. — Ein ,,rein algebraischer‘‘ Beweis ergibt sich im folgenden durch 
Spezialisierung des Satzes 4. 

Die oben angegebenen Tatsachen lassen sich auch auf die Darstellung 
einer beliebigen symmetrischen Funktionstype 2 2?'- - - x durch die Potenz- 
summen iibertragen (Satz 4 im Abschnitt V). 

Wie jedes symmetrische Polynom, lassen sich auch die Potenzsummen 


&,= 22 
durch die e,, darstellen: 


(6) a= Z Dz, (y= 1,2,..... 


In diesem Falle la4Bt sich ein Ausdruck fiir die Summe aller Koeffizienten, 
2 D,.,....m,, Gurch die Spezialisierung eines allgemeinen Satzes von FaAa 
pI Bruno’) erhalten, der fiir die Darstellung einer beliebigen symmetrischen 
’ Funktionstype gilt. Man erhalt dann 


(7) = Dau,....m =(- qy+! (n= ¥); 


allerdings, wie in der Formel (7) bereits vorgemerkt, ist die allgemeine Formel 
von FaA pi Bruno unter der Annahme hergeleitet worden, daB n groB genug 
ist, im Falle der Formel (7), daB »y < n ist. Man kann nun einerseits den Wert 
der Summe in (7) auch fiir » > m ermitteln, andererseits l4Bt sich fir die 
Darstellung (6) auch die Summe der absoluten Betrige der Koeffizienten D 
errechnen. Sie ergibt sich fiir n > vy zu 2”— 1, wihrend im Falle vy > n sich 
ein etwas komplizierter Ausdruck ergibt (Satz 6 in Abschnitt VI). 


1) Vgl. [7], p.12. Die Zitate beziehen sich auf day am Schlusse dieser Mitteilung 
beigegebene Literaturverzeichnis. 
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Um den Satz 1 auf die Darstellung einer allgemeinen symmetrischen 
Funktionstype Z 2?'---2z?* durch die Potenzsummen zu iibertragen, kann 
man von der expliziten Formel fiir diese Darstellung Gebrauch machen, die 
auf WaRING zuriickgeht*). Allerdings lat sich diese Formel nur sehr schwer 
im Rahmen der gebriuchlichen Indizessymbolik darstellen, und es ist um 
so mehr zu bewundern, daB Warina, der weder Summenzeichen noch Indizes 
benutzte, diese Formel hergeleitet und in aller Ausfihrlichkeit beschrieben hat. 
Um den Darstellungsschwierigkeiten aus dem Wege zu gehen, hat FaA pi Bruno 
den Waringschen Ausdruck durch eine symbolisch aufzufassende Determi- 
nante darzustellen versucht : 


Sp, 4(p;) 8(p,) «+> 
S(p2) Sp, (ps) --- 
(8) (ps) 8(Ps) 89, +++ 5 


|: | 
mit der Vorschrift, daB nach dem Ausrechnen der Determinante die symboli- 
schen Produkte 4») 8»)... iN 8», 4 », +... Zu verwandeln sind. 

Es ist sofort klar, daB die Fad di Brunosche Determinante nicht den ge- 
suchten Ausdruck im allgemeinsten Falle liefern kann, da ja z. B. ein Pro- 
dukt von der Gestalt s, .».8»,;,, mach der Fad di Brunoschen Vorschrift 
niemals herauskommen kann, wahrend solche Produkte fiir k = 4 tatsichlich 
vorkommen’). Man kann aber eine anders aufzufassende symbolische Deter- 
minante aufstellen, die in der Tat den in Frage kommenden Ausdruck iiber- 
sichtlich zusammenfaBt (Satz 3 in Abschnitt IV). Allerdings geht dann die 
Vorschrift iiber die Addition der Indizes wesentlich tiefer als beim Faa di Bruno- 
schen Versuch; man hat sich dabei nimlich nach der Zerlegung der dem all- 
gemeinen Determinantenglied entsprechenden Permutation in elementen- 
fremde Zyklen zu richten. 

Diese Darstellung erscheint zwar zuerst recht umstindlich, stellt sich aber 
dennoch als sehr brauchbar heraus. Der Beweis dieser Determinanten- 
darstellung ist relativ einfach, die allgemeine Formel (Satz 5 im Abschnitt V) 
in der entwickelten Gestalt l48t sich aus ihr sehr kurz herleiten und die Satze 
iiber die Summe der Koeffizienten und der absoluten Betriige der Koeffi- 
zienten ergeben sich aus ihr fast unmittelbar. 

Als eine Hilfsformel zum Beweis unserer Determinantendarstellung leiten 
wir mit dem Satz 2 im Abschnitt III eine rekurrente Relation her, die zwar 


*) Vgl. [16], pp. 8—13, wo allerdings das Resultat ohne Beweis steht. Der erste 
Beweis scheint von M. Hirscx [lla], pp. 33—55, gegeben worden zu sein, sodann in 
modernerer Form von Srrret [15], pp. 447—453. Vgl. hierzu auch Avric [1] sowie 
FaA pt Bruno [7], pp. 6—8. Diese Beweise bediirfen allerdings alle in einem bestimmten 
Punkte einer Prazisierung, da die Verfasser mit dem Fall, daB einige der Exponenten p, 
zusammenfallen kénnen, beim Induktionsschlu8 vermége der Rekursions-Formel (12) 
dieser Abhandlung eigentlich nicht fertig werden. 

*) Diese “bei Fad pt Bruno [7], pp. 8—9 gegebene Determinante ist dann auch, 
soviel ich weiB, nur bei VAHLEN [18], p. 452 und Lozwy [20], p. 220 wiedergegeben 
worden, offenbar ohne weitere Priifung. 
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im Prinzip bekannt ist, indessen in den meisten mir bekannten Darstellungen 
des letzten Jahrhunderts, in denen sie angegeben wird, mit falschen Koeffi- 
zienten erscheint*). An den zitierten Stellen (bis auf M. Hirscu [lla] und 
ErrINGsHAUSEN [6]) wird nimlich der Fall, daB in 2 2?:--- 2? nicht alle 
Exponenten untereinander verschieden sind, als gleichberechtigt mit dem Fall 
von lauter verschiedenen Exponenten angesehen, und es wird versucht, eine 
allgemeingiiltige Formel fiir alle Fille aufzustellen, wobei die notwendige 
Korrektur allein durch Hinzufiigung eines geeigneten Gesamtfaktors zu be- 
werkstelligen wire. Da aber im Falle nicht lauter verschiedener p, die 
Funktionstype, wie sie z. B. Cayiey*) betrachtet, sich nicht durch reine 
Spezialisierung ergibt, lassen sich so allgemeine Formeln nicht erhalten. Wir 
verwenden daher, um unseren Uberlegungen die nétige Allgemeinheit zu 
geben, neben den Cayleyschen Funktionstypen (p,, po, ...,-p,) die ,,nicht- 
reduzierten Funktionstypen“ [p,, pg, . . ., p,] (vgl. den Abschnitt II), die auch 
im Falle des Zusammenfallens einiger p, sich durch direkte Spezialisierung 
ergeben und die Aufstellung von in jedem Falle giiltigen Formeln gestatten. 

Es ist bei einer so elementaren Aussage wie der des Satzes 1 ‘natiirlich 
unméglich, alle Stellen in der mathematischen Literatur zu iiberpriifen, in 
denen dieser Satz vorkommen kénnte, oder auch nur alle Lehrbiicher der 
Algebra und alle die zahlreichen Programmschriften, in denen die Theorie 
der symmetrischen Funktionen als ein beliebtes Thema bearbeitet wurde. 
Immerhin findet sich der Satz 1 nicht in den bekannteren Lehrbiichern der 
Algebra, wie denjenigen von Perron, BIeEBERBACH-BavER, Haupt, FRICKE- 
Weser, Weser, Netro, SERRET, CHRISTAL, Cesaro, Rey Pastor. Ebenso- 
wenig findet er sich in den Spezialwerken von M. Hirscu, ErrinesHavseEn, 
FIepLER und FaA pi Bruno, von denen namentlich das letztere recht aus- 
fiihrlich die Theorie der symmetrischen Funktionen behandelt. Auch in dem 
Vahlenschen Enzyklopidieartikel, im Loewyschen Artikel in Pascals Reper- 
torium sowie in den beiden Artikeln von Nico.erti in der Enciclopedia delle 
Matematiche elementari findet sich der Satz nicht. 


II 


Im folgenden sollen die Summen s, fiir ,,beliebige‘‘ p behandelt werden. 
Es geniigt natirlich zur Herleitung der Identitaten die Indizes-Exponenten p 
und die z, als reelle positive Zahlen vorauszusetzen. 

Wir definieren das Symbol [p,, .. ., p,], die ,,nichtreduzierte Funktions- 
type", 

(9) [Pr> - + +> Py] = 2 ah" +> a, 
*) Vgl. Hacen [10], p. 203; Serrer [15], p. 442; Fad prt Bruno [7], p. 6; Nerro[12], 
p- 103. Auch ErrrnesHavsen, der sich mit dieser Formel sorgfaltiger auseinandersetzt, 


wird damit nicht vollstandig fertig. Nur bei M. Hrrscu wird der betreffende Fall voll- 
standig korrekt behandelt. 


5) Vgl. Caytey [3], pp. 417—418. 
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als die Summe aller Terme, die aus dem angeschriebenen entstehen, wenn die 
Variablenfolge 2,, z,,..., 2, durch jede andere Variation der z,,..., x, zur 
r-ten Klasse, 2,,,..., 2, ersetzt wird. Dabei werden also zwei solche Va- 
riationen auch dann als verschieden angesehen, wenn sie Permutationen 
voneinander sind. Die Anzahl der Terme in [p,,..., p,], d.h. die Koeffi- 
zientensumme, ist also stets n(n — 1)---(n—r+1)= wear 

Unter (p,, Po, . . ., p,) verstehen wir (mit CayLgy) fiir gegebene Werte der p, 
die Summe der untereinander verschiedenen Terme von [pj;, . .., p,]; dies ist 
eine ,,reduzierte Funktionstype“. 


Offenbar sind fiir ,,unbestimmte“ p,,...,p, alle Terme in [p,,..., p,] 
untereinander verschieden. Es mégen nun unter den p,,.. ., p,, k, denselben 
Wert p’ haben, k, denselben Wert p’’+ p’,..., k; denselben Wert p*, der 
von p’,..., p*-» verschieden ist, so da8 man 


kt+k+-+::+kh=r 


hat. Wir nennen die Zahlen k,, ky, ..., k; die zu (p,, po, . . ., p,) gehérenden 
Inzidenzzahlen. Dann werden in [p,,..., p,] jeweils k,! k,!...k,;! Terme 
einander gleich, und man hat 


(10) [p,, - . -» Pp] = El by! e+ BL (py, De, - . -, D,)- 


Unsere Resultate yelten im allgemeinen fiir ,,unbestimmte* Py Dp die 
man aber natiirlich als etwa positive Zahlen annehmen kann und Sogar 
als linear unabhiangig in bezug auf den rationalen Koeffizientenkérper. Ebenso 
diirfen die xz, als positiv vorausgesetzt werden. 

Die in den folgenden Abschnitten III-V betrachteten Formeln gelten 
unabhiingig von n, so daB man bei der ganzen Diskussion n beliebig groB an- 
nehmen kann. Ist dann eine Formel hergeleitet, so gilt sie natiirlich auch fiir 
kleinere Werte von n. Man sieht dies ein z. B., wenn alle p, > 0 sind, indem 
man alle weiteren x, mit vy > n gleich 0 setzt. Natiirlich muB bei der Be- 
trachtung von [p,,..., p,] 2 2r bleiben, da sonst die Untersuchung gegen- 
standslos wird. In den eckigen und runden Klammersymbolen darf ange- 
nommen werden, daB kein p, = 0 ist. 


Ill 
Satz 2. Hs gilt die Relation 


(Py, - - +» Pe-a) 8p, = [Pry - - +» Pe-a» Pel + Pr + Pes Po: +--+ Pe—-al + 


(11) 
+ [Py Pot Pe +--+» Pe-a] + °** + (Pa Pas -- -» Pe—-a + Pe). 
Beweis. Man betrachte den Term aps ++ 2k von [j, . - -» Pes] und multi- 


pliziere ihn, wenn =k vorausgesetzt wird, sukzessive mit den Termen 
xf, xt... ., 22* von 8». Damit ergeben sich die folgenden Terme des ‘Aus- 
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drucks rechts in (11) 
apt me apts op; at aget % ea. Ss oe 
at ap. es afr: ape. a ag ees aft-; ae, 


Da das Produkt links in (11) keine negativen Koeffizienten hat, kommen 
demnach dort simtliche k symmetrischen Funktionen vor, die rechts in (11) 
angegeben sind, und zwar jede mit einem ganzen positiven Koeffizienten 2 1. 
Denn man beachte, daB diese k symmetrischen Funktionen wegen der linearen 
Unabhiingigkeit der p, keine gemeinsame Terme haben. Um daher zu be- 
weisen, daB die Koeffizienten genau den Wert 1 haben, und zugleich, daB 
damit das Produkt links in (11) erschépft ist, geniigt es zu zeigen, daB die 
Gesamtzahl der Terme links in (11) genau gleich. ist der Gesamtzahl der 


Terme rechts in (11). Nun haben wir aber links genau Terme, 


Nes 
(n—k + 1)! 
wahrend der Ausdruck rechts in (11) offenbar 


n! (k—1)n! n! 


j@—hi * @—k+ DD! "ke 


Terme enthalt, womit die Formel (11) bewiesen ist. 
Wir werden (11) in der Gestalt der folgenden Rekursionsformel benutzen: 


(Py. - - -» Pel = (Py. - «+s Pe-1) 8p, — [Pat Pes Pe» - «+» Pe-il — 


(12) 
— [Pr: Pa + Pr Ps» - - +> Pe-a] —*** — Was Pes -- +» Pe-at Pel - 


IV 


Satz 3. Es gilt die symbolische Determinantendarstellung 


a?) af? Ty 3”? 

BP) gfe), gf?) 
(13) (PrP: ---Pel=!- * * * | 

ae a 


wo die Determinante rechts im folgenden Sinne aufzufassen ist: Ist thr allge- 
meines Glied 


ff 
und ist 


<4 ee 


(14) PH=(T os ppm eats 


die Zerlegung der entsprechenden Indexpermutation in elementenfremde Zyklen. 
so sind in allen s-Faktoren, die einem Zyklus entsprechen, die wnteren Indizes 
wegzulassen, die Exponenten zu addieren und die Summe als unteren Index 
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zu verwenden. So erhalt man 
(15) [P1, Pa» ++ +» Pe] = 2 (— 1)*-* 8, 8,,°°* 8, = [Pr - - +> Pel®, 


wo unter [p,,..., P,]* der Ausdruck von [p,,..., py] als ein Polynom in den 
8, zu verstehen und allgemein 


(16) 8o= 8p +p, +--+m, [C= (iv-- Id] 
fiir den in den eckigen Klammern angegebenen t-gledrigen Zyklus c ist. 

Beweis. Fir k = 1 ist det Satz evident, so da8 wir beim Beweise von (13) 
die Behauptung fiir kleinere Werte von & als richtig-annehmen diirfen. Es 
sei (14) die Zerlegung der dem allgemeinen Glied der rechten Seite von (13) 
entsprechenden Permutation, wobei wir annehmen diirfen, daB der Index / 
gerade in c, vorkommt. Bilden wir das Aggregat derjenigen Terme recht: 
in (15), die c,=(k) entsprechen, so enthalten sie nach unserer ,Vorscehrift 
- als Faktor s»p,; die iibrigbleibende Permutation P’ = c,...c, ist aber dann 
die allgemeinste Permutation aus k — 1 Elementen, so daB der Faktor bei 8p, 
nach der Annahme gerade [p,, ..., pe—1] ist. Da®B das Vorzeichen (— 1)*- 
erhalten bleibt, folgt daraus, daB sowohl k wie z fiir P’ um | kleiner sind als 
fiir P. Daher liefert das entsprechende Gliederaggregat rechts in (15) gerade 
den ersten Term rechts in (12). 


Ist aber c, nicht eingliedrig, so sei j der auf k folgende Index in c,, und man 
fasse das Aggregat A, der Glieder rechts in (15) ins Auge, die einem festen 
Wert von j aus der Reihe (1, 2,..., 4 — 1) entsprechen. Dann kommt nach 
unserer Vorschrift p, in den Indizes der s in A; stets in der Verbindung p, + p, 
vor, und man erhilt das Gliederaggregat A,, indem man p, durch 0 und p, 
durch p,+ p,; ersetzt. Dabei wird also der Zyklus c, so ,,gekiirzt‘‘, daB man 
dort den Index k& einfach wegliBt. Dabei bleibt z unveriindert, wihrend k 
um | kleiner wird. Die zugehérigen Permutationen durchlaufen nach dieser 
,Kiirzung’’ die Gesamtheit aller Permutationen aus k —1 Elementen, und 
das Gliederaggregat A, wird zum Term — [p,, . . ., Pj—3, Pj + De» Pisa» - + +» Pea) 
rechts in (12). Das Minuszeichen ergibt sich dadurch, daB der Vorzeichen- 
faktor (— 1)*~* sich mit (— 1) multipliziert, wenn man k durch k — 1 ersetzt. 

‘Da demnach die rechten Seiten von (15) und (12) iibereinstimmen, ist der 
Beweis des Satzes 3 erbracht. 


Vv 


Offenbar hat der Ausdruck rechts in (15), wie die allgemeine k-gliedrige 
Determinante, k! Terme mit entsprechendem Vorzeichen. Wir erhalten daher, 


wenn wir noch (10) beriicksichtigen, da sich in (15) keine Terme herausheben 
k6nnen: 


Satz 4. In der Darstellung von [p,,...,p,] durch Potenzsummen ist fiir 
k>1 die Summe aller Koeffizienten = 0 und fiir k => 1 die Summe ihrer ab- 
soluten Betriige = k!. In der Darstellung von (p,, .. ., p,) durch Potenzsummen 
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ist fiir k > 1 die Summe aller Koeffizienten = 0 und fiir k = 1 die Summe ihrer 
! 

absoluten Betriige == —p_, wenn hy, ky, 5 by die 20 (Py... Pr) 9e- 

hérenden Inzidenzzahlen sind. 

Offenbar haingt nach (16) die zu einem Zyklus c gehérende Potenzsumme s, 
nicht eigentlich vom Zyklus c ab, sondern nur von der Gesamtheit der zu 
diesem Zyklus gehérenden p,, p,,,..., p;, Da diese p, dabei beliebig per- 
mutiert werden kénnen, man aber dann stets je t mal denselben Zyklus be- 
kommt, wird also, bei Festhaltung der iibrigen Faktoren, der Faktor s, 
insgesamt (¢ — 1)! mal herauskommen. 

Will man daher rechts in (15) die gleichen Terme zusammenfassen, so 
gehe man fiir jedes feste z(z = 1, 2, . . ., &) aus voneiner allgemeinen Zerfillung Z 
der Menge der k Elemente p,,. . ., p, in z elementenfremde Gruppen g,, von 
denen keine leer ist : 


(17) {Py -- +> Pe} =GitGet ***° +9 (Z). 


Versteht man dann unter dem Symbol s,, wo g eine Gruppe der p, ist, die 
Potenzsumme 8, deren Index gleich der Summe der in g steckenden p, ist, 
so erhalt man den 

Satz 5 (von WartnG). Es gilt 


k 
(18) [Pr Pa -++ Px] —2 (- pre (m, — 1)! a (m, — 1)! 89,59," Ne 89,» 


z= 
wo Z alle Zerfiillungen (17) durchléiuft wnd m, allgemein die Anzahl der Ele- 
mente in der Gruppe g, ist. 

Es folgt ferner, wenn z. B. g = {1, .. ., i}, 8, = %p, +p, +--+, angenommen 
wird, die Fada di Brunosche Formel®) 
O[p1, - ++» Pr)* » 
Pe 2 PD” (— 1-15 — 1)! Dages- Pal? 
Denn werden in (15) nur die Terme beibehalten, die den Permutationen 
P=(1,...,%) P’ entsprechen, so tritt neben s, der Faktor (i — 1)! heraus, 
und da fiir P’ k um i und z um 1 kleiner werden, tritt noch der Faktor (— 1)*~! 
hinzu. 


(19) 


VI 
Satz 6. In der Darstellung (6) ist 
(20) = Day,,....1%0 
gleich (— 1)’*1, wenn n+ 1 kein Teiler von vy ist, wihrend, wenn n+ 1 ein 


Teiler von v ist, (20) den Wert (— 1)" n hat. 
Ferner gilt in (6) 


vy—1 


a 
(21) Z[Dm,.om| +1 = 9S, SF ( 





v— “xn 
rad 


) Qr-menen, 


v—HnN 


7 Vgl. Fad pr Bruno [7], p. 10. 
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Beweis. Wir setzen 
(22) a, = (— 1)’e,, a,——4d4,, 


wo die a, die Koeffizienten der entsprechenden Gleichung sind, unter der 
Annahme, da a,=1 wird. Da bekanntlich in (6) die Isobaritatsrelation (4) 
gilt, folgt aus (6) 


(23) 8, = (— 1) E Dy,,...,m, 0+ +a, 
Nun folgt aus (5) durch Logarithmieren 
Ze = - Ig Mh - 42 + et ++ + (- Ie] = 
(24) x be “ef i 
= — Ig[l — (—a,z—a,2*—----a,2)]= ¥ Bato eee 
a=l 


Vergleichen wir in (24) rechts und links die Koeffizienten bei den gleichen 
Potenzen von z, so folgt 


(25) ee 
Zugleich folgt aus (24), daB die Koeffizienten Cm,,....m, Micht negativ sind 
und daher wegen (22) 
|Bas,,....tm9l rap Can, .. atte 
ist. Es gilt daher durch Vergleich mit (23) 
(26) Day... — (- 1)’ v By, ....me? Dar, ..nittrel =z Cw, .. ite . 


Setzen wir nun in (25) a,=---=a,=1, so geht * in die Summe aller 


Bn,,...,m, ber, andererseits wird dann =. zum Koeffizienten von z’ in der 
Entwicklung von 


1 1 
—Ig(l+2+---+2)=lgj—pn —lg tas 


CO zint+ Dye > ze 


p=. # w=l 








Ist » durch n + 1 nicht teilbar, so ergibt sich fir “* der Wert — + . Ist da- 





‘ ‘ A » 1 1 
gegen n + 1 ein Teiler von y, so erhalten wir fir a den Wert = —* = * = * 
; 4 ; 1 , i 
Daher ist die Summe der By, ...,m, im ersten Falle = — + und im zweiten 


Falle = =. Wegen (26) ergeben sich daraus die im Satze 6 behaupteten Werte 
fair den Ausdruck (20) ohne weiteres. 
Setzen wir andererseits in (25) a,=---=a,=1,a,=---=a,=-— 1,80 


wird * zur Summe der Cm,,....m,; andererseits wird dann offenbar * cum 
v v 
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Koeffizienten von z’ in der Entwicklung von 


~Ig (1-2 -#- +++) = lg 75m - ep 





d. h. in 


oc 1 mx 
y—H2-2y- 5. 
a= # v=1 ° 
Zum Koeffizienten von z’ liefert hier die zweite Summe den Beitrag — =. 
Von der ersten Summe erhalten wir aber Beitriige zum Koeffizienten von 2’ 
nur fir w= v — xn, (x =0, 1, ...), und zwar entspricht dem allgemeinen x 
der Beitrag 





a (’ rs ‘ Qr—x (m+) 


| et x 
Daher ergibt sich schlieBlich als Koeffizient bei z” der Ausdruck 
v~-1 


L's, S(O") arco, 


v v— xn x 





x=0 
und dies ist also der Ausdruck fiir die Summe aller Cm,,....m,. Wegen (26) 
ergibt sich aber daraus die Formel (21), und der Satz 6 ist bewiesen. 

Die Benutzung des Satzes 6 gibt fiir ein gegebenes » im allgemeinen 2¥ 
lineare Beziehungen zwischen den Koeffizienten, da man dabei n von | bis » 
laufen lassen kann. Man betrachte z. B. die Darstellung von s,, die ,,voll- 
standig“ wird, sobald n 2 4 ist: 


(27) 8y= e} — 4e% e,+ 46,€,+ 2e3 —4e, (vy =n = 4). 


Hier erhilt man aus dem Satze 6 die in der folgenden Tabelle zusammen- 
gestellten Zahlenwerte 








Andererseits erhilt man die Darstellung von s, fiir kleinere Werte von n, 
indem man in (27) die e, mit x > n durch Nullen ersetzt. So ergeben sich die 
Ausdriicke 


(n=3) ef — de? e,+ 4e,€,+ 25, 
(n=2) ef —4e2e,+ 23, 
(n= 1) -ef, 


an denen das Zutreffen der in der Tabelle angegebenen Werte ohne weiteres 
zu konstatieren ist. 
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Bewertungssysteme und Zetafunktionen algebraischer 
Funktionenkérper. III*) 


Von 
Ericn Lamprecut in Wiirzburg 


1. Problemstellung und Einleitung 


In den ersten beiden Teilen dieser Untersuchungen') wurden einem AF2 A 
iiber k, d.h. einem endlich-algebraischen Funktionenkérper A vom Trans- 
zendenzgrad 2 iiber dem in A algebraisch-abgeschlossenen Konstantenkérper k, 
algebraische Erzeugungen (K,, K,) zugeordnet. Eine solche Erzeugung (K,, K,) 
war ein geordnetes Paar verschiedener 7'K1*) von A iiber k, und jeder Er- 
zeugurig (K,,K,) entsprach eindeutig ein System B,, von Primdivisoren Y, , 
zu diskreten einrangigen Bewertungen von A. B,, entstand, indem zunichst 
alle Primdivisoren p, des AFI K, iiber k beziiglich eines 2,¢ K,, x, ¢k als 
Funktionalprimdivisoren $j; auf K,(2z,) fortgesetzt wurden und anschlieBend 
alle méglichen Fortsetzungen , , der J; , auf A gebildet wurden (B,, war un- 
abhaingig von der Auswahl von 2,¢ K,). Die Restklassenkérper AY, ,*) sind 
endlich-erzeugbar und vom Transzendenzgrad 1 iiber dem Teilkérper X,%,, 
und homomorphe Bilder (Konstantenreduktionen) des AFI A iiber K,; wie 
sich bei diesen Konstantenreduktionen algebraische und arithmetische Eigen- 
schaften iibertragen, wurde in [6c, d] untersucht; K,J, , ist endlich-algebraisch 
iiber dem isomorphen Bild 4B, , des Konstantenkérpers k. 

Dieser Teil III der Untersuchungen schlieBt unmittelbar an Teil I ({6c]) an, 
ohne die Ergebnisse von Teil II vorauszusetzen; es sind lediglich einige metho- 
dische Parallelen zwischen den Beweisen in 6. und Uberlegungen in Teil II 
vorhanden, und in 7. wird eine Forme] aus Teil II zitiert, die jedoch nicht von 
prinzipieller Bedeutung ist. , 

Im Abschnitt 2. dieser Note konstruieren wir zunichst durch Schachtelung 
der Bewertungen vy, , zu B,,¢ B,, mit jeweils allen kP, , identisch bewertenden 
Bewertungen des zugehérigen Restklassenkérpers AJ, ,; nach dem Schema der 
allgemeinen Bewertungstheorie ein System 2-rangig diskreter Bewertungen von A, 
denen ein Sytem 6,; von Primstellen (YP, ;,q) (Resthomomorphismen) von A 
entspricht. 6,, hingt nur von der Erzeugung (K,, K,) ab und ist so umfassend, 








*) Der Deutschen Forschungsgemeinschaft bin ich fiir Unterstiitzung bei der Durch- 
fiihrung dieser Untersuchungen zu Dank verpflichtet. 

1) Vgl. (Sc, d]; Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis 
am SchluB dieser Arbeit. q 

*) Ein 7'K1 war als in A enthaltene und in A algebraisch-abgeschlossene Erweiterung 
des Transzendenzgrades 1 von k erkiart. 
*) AP, ,— Restklassenkérper A modulo B,,; §D,,— Restklasse § mod ,,. 
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daB die zugehérigen Bewertungen eine eindeutige Relativarithmetik von A 
iiber & beschreiben (Satz 1); es gibt jedoch sehr viele andere Bewertungs- 
systeme (z. B. zu anderen Erzeugungen) mit der gleichen Eigenschaft. 

In den anschlieBenden 3 Abschnitten werden fiir die Systeme 5, ; eines AF2 
die Analoga einiger einfacher, aber grundlegender Tatsachen aus der Theorie 
algebraischer Funktionenkérper einer Veranderlichen hergeleitet: Die Werte 
der 2-rangigen Bewertungen zu 6,, lassen sich durch geordnete Paare ganz- 
rationaler Zahlen darstellen, und diese Darstellungen kénnen (vgl. 3.) in Ab- 
hiangigkeit von K, eindeutig normiert werden (was fiir Anwendungen vorteil- 
haft ist); jedem & € A entspricht fiir jedes DB, , (auch.wenn J, , = 0 oder = co) 
ein ,,Restdivisor“ (€B, ,) von AP, ,; beim Ubergang von 6, ; zu b, ;(Anderung der 
zweiten Erzeugungskomponente) bleiben fiir fast alle ®, ,; Wertnormierung und 
Restdivisor erhalten (Satz 2). In 4. werden 6, ,-Divisoren eingefiihrt (Zuord- 
nungen von Bewertungswerten zu den Primstellen, die einer Homogenitits- 
bedingung und mit Hilfe der Wertnormierungen aus 3. formulierten Endlich- 
keitsbedingungen geniigen), die die 6,,-Hauptdivisoren sowie Ziahler- und 
Nennerdivisoren eines Elementes umfassen; falls A tiber K, separabel ist, 
haben die Restgrade eines Zahlerdivisors eine entsprechende Eigenschaft wie 
der Zihlergrad eines Elementes in der Theorie der AF] (Satz 3). Fir je endlich 
viele Primstellen von },, gilt ein Annaherungsunabhingigkeitssatz (Satz 4), 
falls die Approximationsgiiten und die zu approximierenden Elemente der 
Homogenititsforderung fir 5, ,-Divisoren entsprechende Bedingung erfiillen. 

Die zu 6,,; und 6b,, (Vertauschung der Erzeugungskomponenten) gehérigen 
Bewertungssysteme sind elementfremd (enthalten verschiedene Bewertungen) ; 
dafiir kann jedoch in 6. eine wesentliche Beziehung zwischen den Restklassen- 
kérpern A(P,,,q) zu (P,;,q) €5,, und A(P,,,q) zu (P,,,q) € bj, hergeleitet 
werden. Jedem Paar (p,,p;) von Primdivisoren p, von K, und p, von K;, ent- 
sprechen eindeutig endlich viele Primstellen von 5,; und endlich viele Prim- 
stellen von 6,;,. Von einer Ausnahmemenge abgesehen sind nun die Paare 
(p,.P,) ,,vertauschungszulassig“, d.h. die zugehérigen Restklassenkérper 
A(B,;,q) bzw. A(%,,,q) stimmen der Anzah] und dem Typus nach iiberein 
(Satze 5 und 6 und Korollare) ; hierbei sind z. T. Separabilitaétsvoraussetzungen 
(z. B. Vollkommenheit von k) zu machen. Die Bedeutung dieser Uberlegungen 
liegt einerseits in der Annaherung arithmetischer und algebraisch-geometrischer 
Betrachtungsweisen (die Zuordnung Primstelle-Primdivisorpaar entspricht 
ungefaihr dem Begriff der Fortsetzung einer Spezialisierung), andererseits in 
ihren Anwendungen (vgl. 7.). 

In 7. wird k als Galoisfeld vorausgesetzt. Fiir die gemaB [6c, d] definierten 
arithmetischen Zetafunktionen Z,(s; K,,K,;) von A zur Erzeugung (K,,K,) 
wird eine zweite Definition angegeben, und die (recht einfachen) analytischen 
Konvergenzbeweise dieser Produktdarstellungen werden nachgetragen. 
Z,(8; K,,K,) ist eine in der Halbebene N(s) > 2 pol- und nullstellenfreie 
Funktion von s, die durch ein Bewertungssystem von A bestimmt ist, das wegen 
Satz 1 eine eindeutige Arithmetik von A beschreibt (Satz 7; es werden die 
Beitraige geniigend vieler Bewertungen in der Definition beriicksichtigt). 
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Wihrend eine frithere Transformationsregel (Satz 5 aus [6c]) den Ubergang 
von Z,(8; K,,K,) zu Z4(s; K,,K,) beschrieb, folgt nun aus unserem Satz 6 das 
Verhalten der Zetafunktion bei Vertauschung der Erzeugungskomponenten. 
Beides zusammen ergibt den folgenden Hauptsatz iiber die Erzeugungsabhingig- 
keit der Zetafunktionen (Satz 8): Alle in der offenen Halbebene %(s) > 1 
liegenden Pole und Nullstellen von Z,(s; K,,K,) sind dem Kérper A in in- 
varianter Weise zugeordnet, d. h. sind unabhingig von der Auswahl der Er- 
zeugung (K,,K,). — Neben der Frage nach einer Verschiirfung dieser In- 
varianzaussage aus Satz 8, nimlich einer Ausdehnung des Invarianzgebietes 
tiber die Halbebene R(s) > 1 hinaus oder der Herleitung einer vollinvarianten 
Zetafunktion (z. B. durch invariante Auszeichnung einer Erzeugungsklasse), 
verbleibt-das folgende Problem: Kann man ahnlich wie im Fall eines AF J iiber 
einem Galoisfeld aus den Polen und Nullstellen von Z,(s; K,,K,) in R(s) > | 
algebraisch-arithmetische Invarianten von A herleiten ? 


2. Die Primstellensysteme b, , eines AF2 


Es sei (K,,K,) eine Erzeugung eines AF2 A iiber dem beliebigen Kon- 
stantenkérper k und B,, das System der zugehérigen Primdivisoren Q, ,. Mit 
q = q(%,,) bezeichnen wir Primdivisoren des Restklassenkérpers AQ, ; zu dis- 
kreten l-rangigen Bewertungen von AQ,,, die K,B,,; und damit auch kD,, 
identisch bewerten*). Wir bil- 
den nun die geordneten Paare 


(2.1) (B,.q) = (B,..9(B,,), 


wobei J}, ; Primdivisor aus B, ; 
ist und q = q(Q, ,) Primdivisor 
von AG, ; tiber K,P, ; ist, und 
nennen diese Primstellen oder 
Stellen des AF2 A iiber k. Diese 
Bezeichnungsweise basiert auf 
folgenden Eigenschaften des 
Symbols (J, ;,q): 

Die Hintereinanderausfiih- 5... (__, nomomorphe Abbildungen, «- — > lsomorphe 
rung der Restabbildungen AY, ; Abbildungen) 
=A modulo $,, und an- 
schlieBend A (PB, ,,q) = AD, ,q =AP,,; modulo q(JP,,) liefert (vgl. Fig. 1) einen 
Resthomomorphismus (Spezialisierung, vgl. [8]) von A auf einen tiber dem 
isomorphen Bild k(%, ;,q) von k endlich-algebraischen Kérper 


(2.2) A (By i,q) = AP,,; modulo q(P,,) 





‘) Die Primdivisoren ,, und q(P, ,) sind von grundsitzlich verschiedener Bedeutung ; 
q ist Primdivisor des Restklassenkérpers AQ, ,, dieser als algebraischer Funktionenkérper 
einer Veranderlichen iiber K,, , aufgefaBt. 


26* 
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und ein Symbol oo5). Der eindeutig bestimmte Kérpergrad 
fp.uq = [A (Bie 9): FB.) 

werde der Grad der Stelle (B, ;,q) genannt. Der Spezialisierungsring Oy, ,, der 
Stelle (Y,,,q), d.h. die Gesamtheit der ¢ € A, fiir die &(B, ,,q) € A(B,;,q) 
(also + oo), ist sogar ein Bewertungsring ; ist nimlich — ¢ Og, , 4, 80 ist entweder 
schon £ J, ;= oo oder aber &P, ; + oo und & (FP, ;,q) =o, d. h. stets ist &-"€ Og, , g- 
Nach Konstruktion ist Og,, , ein 2-rangiger diskreter (spezieller) Bewertungs- 
ring von A iiber k*), dem also eindeutig eine Klasse von Relativbewertungen 
Wy, ,,q(€) von A tiber k mit geordneter diskreter abelscher Wertgruppe W 
vom Rang 2 entspricht. Wie iiblich nennen wir Bewertungen dquivalent (aus 
einer Klasse), wenn sie den gleichen Bewertungsring haben; die Wertgruppe 
werde in unserem Fall additiv geschrieben. Die Stelle (J, ,,q) ist also einerseits 
Reprisentant des obigen Resthomomorphismus, andererseits repriisentiert sie 
eine: Klasse aquivalenter Bewertungen, deren Vertreter wy,,,(&) die zu 
(®, ,.q) gehérigen Bewertungen genannt werden. 

Definition 1. Die Gesamtheit b, , der Primstellen (QB, ,,q), wobei B, ,¢ B, ; und 
q = q(D, ,) Primdivisor des zugehérigen AT, , ber K,P, ; ist, nennen wir das zur 
Erzeugung (K,,K,) von A iiber k gehérige Primstéllensystem; die Bewertungen 
Wey, ,,q (€) mit (D, ;,q) € b,, heiBen die 2u (K,,K,) gehdrigen maximalrangig dis- 
kreten Bewertungen von A iiber k. 

Wir wollen zunichst einige grundlegende Eigenschaften des Systems 4, ,, 
das der Erzeugung (K,,K;,) in invarianter Weise zugeordnet ist, herleiten. 

Lemma 1. k wird durch alle Bewertungen wa, , , (€) mit (PB, ;, 4) € b , identisch 
bewertet ; Bewertungen wa, , 4 (§), die zu verschiedenen Primstellen aus b, , gehdren. 
sind indquivalent’). 

Beweis. Da kCOg,,, fiir jedes (PB, ;,q) € 5,,, wird k durch alle zu 5, , ge- 
hérigen Bewertungen identisch bewertet. — Seien jetzt (Pi), q“) und (PY), q®) 
zwei verschiedene Stellen aus 5, ,. (a) Ist Di!) + D?, so gibt es ein & € A mit 
EP!) = oo, EPL) = 0; dann ist & ¢ Ope.qu und & € Og, g™ (bei beliebigem 
zugehérigem gq” (Pi) bzw. q® (PY)), dh. wyw,qo und wy, sind zu- 
einander iniquivalent. — (b) Ist B,,= DY? =p), aber q+ q®), so gibt es 
ein PD, ,¢€ AP, mit EP, ,q@—= oo, FP, q+ oo; ist nun & € A ein Urbild von 
EP, ,, 80 ist E¢€ Og, qa, aber & €Og,, qa, d. h. wiederum sind wg,, qa) und 
Wg, ,,q Zueinander inaéquivalent ; zusammen ergibt dies Lemma 1. 

Lemma 2. Ist § ¢ A,  ¢k, so ist fiir wnendlich viele®) Stellen (B, ;,q) € b,; 


Wy, ;,.q(¢) + O (neutrales Element von W) 
bei jedem Reprisentanten wy, der zu (P,,,q) gehdrigen Bewertungsklasse. 


5) Vgl. [8]; fir §¢ A bezeichne £(Y,,,q) das Bild bei diesem Homomorphismus, das 
entweder in A (J, ,,q) liegt oder co ist. 

*) Vgl. W. Kruut [4a], 8.113 bzw. O. F. G. Scumuie [7], 8. 17; der Homomor- 
phismus A (J, ,,q) entsteht durch Hintereinanderausfiihrung von 2 Restklassenhomomor- 
phismen zu diskreten l-rangigen Bewertungen. 

7) Das heiBt, die zugehérigen Bewertungsringe Og, 4 und Og, gi sind verschieden. 

*) Die Anzahl dieser (,,,q) hat sogar die gleiche ,,Machtigkeit‘‘ wie die der Prim- 
divisoren eines AF] iiber k. 
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Beweis. (a) Falls §¢ K,, aber & ¢ k, so ist EP, , = 0 baw. EP, , = oo fiir genau 
endlich viele 3, ,¢ B,,; folglich ist wy, , .(€) + O fiir alle zugehdrigen q (J, ,). 
Fir alle anderen J, , ist &P,, + 0 aus K,P, ,, also auch stets DP, ,q + 0, + -, 
d. h. wg, ,,q(¢) =O. (b) Falls  € A, aber & ¢ K,, 80 ist nach Satz 2 aus [6c] 
&D,, ein iber K,P, , transzendentes Element fiir fast alle}, ,¢ B,,. Folglich hat 
&D,, fiir fast alle P,, bei je endlich vielen zugehérigen q = q(J, ,) eine Null- 
stelle bzw. einen Pol, und somit gibt es zu fast allen J,, je endlich viele zu- 
gehérige q = q(P,,), 80 daB wy, , 4(€) + O, was die Behauptung ergibt. 

Fortan sei untor den zu (Y, ,,q) gehérigen Bewertungen eine ausgezeichnet, 
so daB also jedem (J, ;,q) genau eine Bewertung wa, , ,(¢) entspricht ; bei addi- 
tiver Schreibweise lauten dann die Bewertungspostulate 


bat UR (Fn) = WH, 4.4 (&) + Wy, ,.q (7) » 
Wp, 4.4 (E+ n) 2 Min(wy, , 4 (€), Up, «4 (n)) ’ 
wobei das Minimum im Sinne der Ordnung der Wertgruppe W zu verstehen 


ist. Nach Lemma 1 haben Elemente aus A, die sich nur um einen Faktor + 0 
aus k unterscheiden, wegen (2.3) fiir alle wy,,, zu (P,,,q) € b,; den gleichen 


(2.3) 


Wert. Ist andererseits fiir &,¢A der Quotient = k und somit trans- 


zendent iiber k, so ist nach Lemma 2 Wy, q(+) +O. d.h. wegen (2.3) 


Wy, ,.q (€) + Wy,,.q (7), fiir unendlich viele Stellen (J, ,,q) ¢ 6,;. — Zusammen 
ergibt dies 

Satz 1. Hin Element € +0 aus A ist durch die Werte wa, , ,(&) bei den Be- 
wertungen aller Stellen (Y,;,q) € b,; eindeutig bis auf einen konstanten Faktor 
aus k bestimmt. 

Wie im Fall eines AF] das vollstindige System aller Relativbewertungen 
ist nach Satz 1 das System der zu 6, ,; gehérigen Bewertungen wy, , , umfassend 
genug, um eine eindeutige Relativarithmetik von A iiber k zu beschreiben; 
mit diesen Uberlegungen sind gleichzeitig die Fragen 1., 2. und 3. aus [6a], 
(4.2, S. 71) fiir den allgemeinsten Fall eines AF'2 bewiesen. — Daneben hat }, ; 
mit dem System aller Primdivisoren eines AF/ noch gemeinsam, daB séine 
sinngemaBe Einschrinkung auf AFI (beachte, daB zunichst ein in A alge- 
braisch-abgeschlossener AFI iiber k ausgezeichnet wurde) eben das System 
aller Primdivisoren eines AF] ist; weitere Parallelen zwischen 6,, und dem 
System aller Primdivisoren eines AF] werden wir in den nichsten Abschnitten 
feststellen. 

Das System 6,, und damit auch das System der zugehérigen Bewertungen 
Wy, ,,q entspricht eindeutig der Erzeugung (K,,K,) von A iiber k, andert sich 
also im Sinne von [6c] nicht bei denjenigen birationalen Transformationen 
von A, die die Erzeugung invariant lassen. Aus diesem Grunde gibt es auch 
sehr viele zu b,, gleichwertige Systeme, niimlich zu jeder Erzeugung (K,, K,) 
eines. — Beim Ubergang von }, ; zu-b, ; z. B. (Ersetzung der zweiten Erzeugungs- 
komponente K, durch K,) andern sich zwar unendlich viele 2-rangige Bewer- 
tungen, der gréBere Teil bleibt jedoch erhalten: fiir die endlich vielen 
$,,€ S,,(K,) (vgl. Satz 3 aus [6c]) und jeweils alle zugehérigen q(, ,) sind 
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die wy, , , durch andere Bewertungen zu ersetzen (die zugehérigen Bewertungs- 
ringe sind verschieden). Beim Ubergang von b, , zu b;, dagegen (Vertauschung 
der Erzeugungskomponenten) andern sich alle Bewertungen. Ist niamlich 
(PB, ;,q) € b,, und (B,,,q) € b,,, so gibt es ein &, ¢ K, mit &,P, , = 0 und ein &,¢ K, 
mit §,D,, = oo. Folglich ist (€,£,) B,, = 0, d.h. &,€,€ Oy, ,, q, und (& &,) By = 00, 
d. h. &&;¢ Og,,,q, was die Behauptung ergibt. 

SchlieBlich gibt es noch wesentlich umfassendere Systeme inaquivalenter 
diskreter 2-rangiger Bewertungen von A iiber k als die vom Typus der zu b,, 
gehérigen. Geht man z. B. vom. System aller Primdivisoren Q; des AF1 A 
fiber K, aus (dieses enthilt als Teilsystem B,,), so entspricht den Paaren 
(Q,,q), wobei q = q(Q,) alle Primdivisoren von AQ, tiber kQ, durchlauft, ein 
System inaquivalenter 2-rangig diskreter Bewertungen von A iiber k, das die 
Wy, ,.q ZU (PD, ;,q) € ,, enthalt und wesentlich umfassender ist. Fiir eine Relativ- 
arithmetik von A iiber k ist dieses System insofern zu ,,umfangreich“, als das 
wesentlich kleinere System 6, , schon das gleiche leistet. 


3. Wertgruppen, normierte Wertdarstellungen, Restdivisoren 
Die arithmetische Beschreibung eines Kérpers mit einem System {w,} in- 
aquivalenter nichtarchimedischer Bewertungen (die zugehérigen Wertgruppen 
seien mit W, bezeichnet; die Bewertungen seien additiv geschrieben) beruht 
auf dem folgenden allgemeinen Divisorbegriff: 1) Ein System von Zuordnungen 


(3.1) A: {a,-> w,, a,€ W}, 


das jeder Bewertung aus w, einen Wert «, aus der zugehérigen Wertgruppe W, 
zuordnet, nennt man einen Divisor 2, und bei der Festsetzung 


(3.2) ALB: {a,+ B,>w,; a, B,€ W} 

bilden diese Zuordnungen eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe, die 
Divisorengruppe. 2) ist & + 0 ein Element des Kérpers, so wird der spezielle 
Divisor 

(3.3) (€): {w,(&) > w,, w,(€) € W} 


ein Hauptdivisor genannt, und diese Hauptdivisoren bilden eine Untergruppe 
der Divisorengruppe’). 

Um diesen Divisorbegriff nicht zu weit zu fassen, werden den Zuordnungen 
(3.1) im allgemeinen noch einschrankende Bedingungen (z. B. Endlichkeits- 
bedingungen) auferlegt, die einerseits mit der Gruppenoperation der Divisoren 
und andererseits mit dem Hauptdivisorbegriff vertriglich sein miissen. In 
dem wichtigen Spezialfall aller Relativbewertungen eines AF'1 K iiber k lautet 
diese Endlichkeitsbedingung: Fir fast alle Bewertungen w, soll «, das neutrale 
Element aus W, sein. AuBerdem werden im Fall eines AF] die Wertgruppen W, 
isomorph auf die Additivgruppe /** der ganzrationalen Zahlen abgebildet 
(normierte Bewertungen mit kleinstem positivem Betrag 1) und die Divisoren 
(bei additiver Schreibweise) als endliche Summen von Bewertungen (bzw. den 


*) Eine Arithmetik des Kérpers stiitzt sich dann auf eine Teilbarkeit der Divisoren. 
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zugehérigen Primdivisoren) mit ganzrationalen Koeffizienten geschrieben, d. h. 
(3.4) A = Dd’ a,p, (fast alle a, = 0). 


Wir wollen dieses Schema auf einen AF2 A iiber k und das zu b, , gehérige 
System der Bewertungen wy,,, anwenden und untersuchen hierzu als Vor- 
bereitung die zur den Bewertung wy, gehérigen Wertgruppen W. 

Die zur Bewertung wg, , «(£) ((B,;,49) €5,,) gehérige Wertgruppe W ist eine 
(additiv geschriebene) geordnete diskrete abelsche Gruppe vom Rang 2; ist O 
das neutrale Element von W, so heiBe « ¢ W positiv, falls « > O. W besitzt 
(vgl. [4a] bzw. [7]) eine einzige echte isolierte Untergruppe A, die eine ge- 
ordnete diskrete abelsche Gruppe vom Rang | ist, d.h. es ist 4 =/*; die 
Gesamtheit der positiven « € W mit «¢J bildet eine Oberklasse Q, dh. 
mit « gehért auch jedes § > «zu Q. Die Kérperelemente £ € A mit wy, , ,(€)¢2 
bilden ein Primideal (und zwar das minimale Primideal) des Bewertungsrings 
Oy, ,,q und sind genau diejenigen Elemente, fiir die [P,,= 0. Folglich ist far 
E¢€A wy,,(€)¢ 4 dann und nur dann, wenn 9, ,+ 0, + co ist, d. h. wenn 
EP, , ein von 0 verschiedenes Element von A J, ; ist. Ist § € A mit wy, , ,(¢) € 4, 
so haben wir (bei naheliegender Wertnormierung) die umkehrbar eindeutige 
Zuordnung 


(3.5) Way, ,.q(€) + Vg (ED ») ’ 


wobei v, (PB, ,) die zu q(P, ,) gehdrige l-rangig diskrete Bewertung von A J, , 
tiber kD,, ist, d.h. die Darstellung der Werte aus A durch ganzrationale 
Zahlen kann als Bewertung von A, , gedeutet werden. 

Die Wertfaktorgruppe W = W/A ist wieder eine 1-rangig diskrete geordnete 
abelsche Gruppe, d.h. isomorph zu /’*, und die Restklassen modulo 4 der 
Werte von wy, , , kénnen (bei Normierung auf den kleinsten positiven Betrag 1) 
eineindeutig durch die ganzrationalen Zahlen dargestellt werden. Nach der 
obigen Bedeutung der Oberklasse Q haben wir hierbei sogar die eineindeutige 
Zuordnung 


(3.6) vy, ,(€) > Wy, ,.q¢() mod 4 , 


wobei vy, ,(€) die zu P,, gehérige einrangig diskrete Bewertung von A ist. 
Wihrend also den Werten aus A eine Bewertung des Restklassenkérpers AQ, , 
entspricht, liefern die Wertrestklassen mod A eine Bewertung von A. 

Da sowohl die Werte des Normalteilers 4 der Wertgruppe W als auch die 
der Wertfaktorgruppe W=W/A durch ganzrationale Zahlen dargestellt 
werden kénnen, gibt es Darstellungen der Werte von wy, ,, selbst durch ge- 
ordnete Paare ganzrationaler Zahlen der Form 


Wa, ,.q(€) = (Up, ,(F), Wq(E)) » 
(3.7) wobei 
w,(&) = v4(ED,,) fir E¢A mit vy, (€) = 0. 
In diesen Wertdarstellungen ist zwar die erste Komponente vq, ,(£) stets ein- 
deutig, die zweite jedoch nur auf der in (3.7) beschriebenen Teilmenge ein- 
deutig festgelegt; es kann somit sehr viele verschiedene Darstellungen (3.7) 
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einer Bewertung wy,,,(€) geben. Eine eindeutige Normierung der Wert- 
darstellung wird z. B. dadurch erreicht, daB man fiir ein festes § € A mit 
Vy, ,(€) = 1 den Wert w,(&) vorschreibt’*). Die Durchfiihrung dieser Nor- 
mierungsvorschrift fiir alle zu b,, gehérigen Bewertungen wy, , , ergiibe eine 
recht komplizierte Abhangigkeit der Bewertungswerte von einem Element- 
system {£}, was wir hier vermeiden wollen. Wir leiten deshalb eine andere 
eindeutige Normierungsvorschrift her, die fir alle zu b, , gehérigen Bewertungen 
in gleicher Weise gilt und nur von der ersten Erzeugungskomponente K,, die 
in die Definition von b,, ohnehin schon eingeht, abhingt. 

Fiir jeden Primdivisor J, ,¢ B,, (dieser ist Primdivisor des AF] A iiber K,) 
bezeichne eg,, die Verzweigungsordnung iiber dem zugehérigen (induzierten) 
Primdivisor p, von K, iiber k. eg, , ist eine durch A und K, eindeutig bestimmte 
natiirliche Zahl, und sind vg, , bzw. v,, die zu D,, bzw. p, gehdrigen normierten 
Bewertungen, so gilt 


(3.8) gy, , (E1) = eqs, Up, (F1) fiir alle A Ky =). 
d. h. die vg, Werte der &, ¢ K, sind genau die ganzrationalen Vielfachen von é,, ,. 


Fir alle Elemente &,¢ K, mit vy, ,(&) = vp, (§) = 0 (solche existieren stets) 
ist £,$, , eine Konstante von AG, , tiber K,D, , und somit 


(3.9) w,(&,) = v4(§,,,) =9 fiir alle q(P,,) von AY,, 


und bei jeder Wertdarstellung (3.7). Folglich gilt fiir jedes Element ¢,¢ K, 
und bei jeder Wertdarstellung von wa, , , (&) 


(3.10) Wg (21) = Up, (C1) Mg(m) » 


wobei 7, beliebig aus K, mit v, (y,) = 1, und diese Relation ist unabhingig 
von der speziellen Auswahl des 7», mit den angegebenen Eigenschaften 
(betrachte hierzu £,- ; _"s. 

Ist ,¢€ K, ein beliebiges Element mit vy, (4) = eg,,, 4. h. v,,(m) = 1, 80 
bilden die Werte 


(3.11) w,(m -€ “Dy ‘) , wobei & alle Elemente von A mit vy, (€) = 1 durchlauft, 


eine wegen vz, (me ** ‘) = 0 durch K, und (J, ,,q) eindeutig bestimmte arith- 
metische Progression der Linge e,,, im Ring / der ganzrationalen Zahlen, 
d. h. (3.11) liefert alle Zahlen einer festen Restklasse /’ mode, . Der kleinste 
nichtnegative Reprisentant dieser Restklasse ist eine durch (J, ,,q) und K, 
eindeutig bestimmte ganzrationale Zahl Cy, 4 mit 0S cy, 4S ey, ,— 1. 





10) Wegen (3.5) ist die Wertdarstellung fiir ganze W eindeutig bestimmt, wenn die 
Werte w,(é) fiir ein relationstreues Vertretersystem in W von W vorgeschrieben sind. 

11) Es ist ¢g, = ep, Bt, wo ep, , die Verzweigungsordnung von J, , tiber Pf; von K,, 
und én» die von P,%, tiber p, bedeutet; falls K, tiber k und A iiber K,, separabel ist, ist 
ey, = 1 fiir fast alle B,, (vgl. [6c], Satz 4). 
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Die durch (J, ,,q) und K, eindeutig bestimmte Kiasse €¥ ,, von Elementen 
&¢€A mit 
vy, (6) = 1, wa lm: & “P) = cg, g 
fir alle »,¢€ K, mit vy, (m) = ey, ,, 
nennen wir die 2. Primklasse zu (YB, ;,q). 


Definition 2. Die Wertdarstellung (3.7) von wy, q(&) heiBe die normierte 
Wertdarstellung zu (B,,,q), falls 


(3.13) Wp, ..q(Ep1 nq) = (1,0) ist, fiir alle Eq, .€ CH, - 

Bemerkungen. Da die Werte wy, ,(€) der & ¢ CY, genau einen Re- 
prasentanten des erzeugenden Elementes von .w mod J liefern, ist die Vor- 
schrift (3.13) stets durchfiihrbar und liefert (in Abhingigkeit von X,) eine ein- 
deutige Normierung der Wertdarstellung von wy, ,. — Wenn wir fortan von 
Wertdarstellungen sprechen, so meinen wir stets die normierten Wertdar- 
stellungen. Zunichst einige einfache Eigenschaften. 

Lemma 3. Die normierte Wertdarstellung von wa, ,, fiir ein Element n € A 
errechnet sich nach der Vorschrift 


oo ) ~ ) 

(8.14) wy, 961) = Cp, (7-004 (1)) qld = teal FPA) —vg(y EPG, ), 
wobei E = Ey, € CG, , ist; speziell fiir Elemente £,¢ K, ist 
(3.14a) wap, ..q (Es) = (%,, (1), Bi .9 Bi, (1) , 

Die Frage nach der Bestimmung der Hilfskonstanten cy, , wird weitgehend 
eingeschrankt durch das folgende 

Lemma 4. Fiir jedes D, , € B,, gilt: Bet fast allen zu, , gehdrigen q=q(P, ,) 
von AP, , ist die Konstante cy, , , = 0; ist speziell eq = 1, 80 sind alle zugehdrigen 
Cy .@= 0 38). 

‘Beweis. Ist wie oben 7, € K, mit Vy, ,(%) = eg, und é € A mit vy, ,(€)=1, 

so ist vy,,(m° & “Pss) =0, dh. (n, & “9) %,,+0 aus AP,,. Folglich ist 
U4 (m & “Pu) = W, (m, & “Px) = 0 fiir fast alle q(Q, ,) von AP, ,, und wegen (3.11) 


sind somit fast alle zu D,, gehdrigen cy, , = 0. — Ist eg, , = 1, so sind wegen 
0 S cy, ,.q S &p,, — 1 alle zugehdrigen cy, , = 0, womit Lemma 4 bewiesen ist. 


(3.12) 


Die Anordnung der zu wy, , , gehérigen Wertgruppe W sieht in der Sprech- 
weise der (normierten) Wertdarstellungen folgendermaBen aus: Es ist 
Wy, ,.q(€) = Wy,,,q(4) dann und nur dann, wenn vg, ,(&) = vy, ,() und w,(E) 
=w,(n); es ist wy, 9(€) > Wy,,,q(7) dann und nur dann, wenn entweder 
vy, ,(€) > Vqy,,(9) oder vy, (€) = vy, ,(m) und zugleich w,(£) > w,(y). — Die 
Elemente § € A mit wy,,,(€) = (0,0) sind die Einheiten von Og, , 4, die mit 
Wg, ,,q(€) = (0,1) bilden das maximale Primhauptideal von Og, ,, und die mit 
Ug, ,(€) = 1 das minimale Primideal von Og, , ,; letzteres ist kein Hauptideal 


12) Wir wollen hier nicht untersuchen, wie weit bei ey, + 1 auch alle sq 0 sein 
kénnen. Unter den Separabilitatsvoraussetzungen der FuBnote ") sind héchstens endlich 
viele zu 6,, gehérige cy, .e 0. 
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(keine endliche Basis; vgl. [4a], S. 112) und ist von der obigen 2. Primklasse 
€G,, zu unterscheiden. — Die Bewertungspostulate (2.3) lassen sich mit 
Hilfe der Wertdarstellungen in Aussagen der Zahlkomponenten vy, ,(£) und 
‘w,(&) aufspalten. 

Eine erste Strukturaussage tiber die Werte eines Elementes £ ¢ A bei allen 
zu b,, gehérigen Bewertungen wa, , , enthalt das nachstehende 

Lemma 5. Ist — + 0 ein beliebiges Element von A, so hat fiir alle Bewertungen 
Wy, ,,q(¢), die zu einem festen P, ;€ B,, gehdren, die erste Komponente der Wert- 
darstellung den gleichen Wert, nimlich vx, (), und es gibt héchstens endlich viele 
DB, ,€ B,,, fiir die vq, ,(§) + 0 ist; zu jedem P, ,¢ B, , gibt es hichstens endlich viele 
zugehirige q(T; ,), fiir die wq(é) + 0 ist ™). 

Beweis. Die ersten Aussagen dieses Lemmas sind einfache Folgerungen 
aus der Konstruktion der Wertdarstellungen. — Sei nun J, , ¢ B, ; fest gewahlt, 
so ist fir alle §¢ A mit vy, ,(&) = 0 fiir fast alle zugehdrigen q(J, ,): w,(é) 
= v,(€) = 0. Ist jedoch vy, (&) + 0, so gibt es eine ganzrationale Zahl a, so 
daB a-v,y, (€) > 0 und zugleich ein Vielfaches von ey, , ist. Ist &,¢ K, ein 
Hilfselement mit ‘S (Es) = @ - vy, ,(€), 80 ist vg, (6° €-*) = O und fiir fast alle 
q(P, ,) gilt: w,(,- §-*) = w,(&,) — a - w,(€) = 0. Wegen (3.14a) und Lemma 4 
ist aber w,(&,) = 0 fiir fast alle q(B, ,). Zusammen ergibt dies die Behauptung: 
w,(&) = 0 fir fast alle zu D, , gehdrigen q (J, ,). 

Nach Lemma 5 erfiillt das System von Zuordnungen 


(3.15) {w,(é) — q(B,,)}, g € A, Bi. € B,; fest, 

fiir alle D, , entsprechenden Primdivisoren q (J, ,) die in (3.1) und (3.4) beschrie- 
benen Voraussetzungen (einschlieBlich Endlichkeitsbedingung) eines AF/- 
Divisors. 

Definition 3. Fiir jedes E+ 0 aus A und jedes D,,¢ B,, nennen wir den 
durch die normierten Wertdarstellungen in Abhéngigkeit von K, gelieferten 
Diwvisor 
(3.16) (ED, ,) = DY w,(€)q (Summation iiber alle q von AY, ,) 

q 


den Restdivisor von & bei J, ;. 

Bemerkung. (3.16) definiert auch dann einen Divisor endlichen Grades 
von AY, ,, wenn der Elementrest PB, ,= 0 oder = oo ist. 

Lemma 6. Fiir alle §¢ A mit fedtem ganzrationalem vy, (£) =a gehdrt der 
Restdivisor (EY, ,) zur gleichen durch a und K, bestimmten Divisorenklasse 
H,(AP,,) von AZ, ,, der ,,Hauptklasse zum Exponenten a“ von AY, ,, und zu 
jedem Divisor a ¢H,(AQ,,) gibt es ein E € A mit vg, (£) =a und (EP, ,) =a; 
H, (Af, ,) ist die Hauptdivisorenklasse von AY, ,, und die Restdivisoren (EP, ;) 
zu Elementen £ € A mit vq, ,(€) = 0 sind unabhangig von der Wertnormierung 
eindeutig bestimmt ; stets ist 


(3.17) H,(A®,,)=a- Hy(AD, und vom Grade d(H (AB) = 5 ene Q) 


13) Diese Aussage ist fiir die Pi, mit vy, (€) + 0 etst auf Grund uly sachin Wert- 


darstellungen miéglich; sie bestatigt waged die ZweckmaBigkeit des obigen Normierungs- 
prozesses. 




















wo d(q) den Grad des Primdivisora q von AY, , bezeichnet ; sind alle zu T, , ge- 
hérigen cy,,,= 0, so ist H,, eg,,(ABid) = Ho(AP,,) fiir alle ganzrationalen n, 
und ist speziell eq = 1, 80 ist H(A®,,) = H,(AQ,,) fiir alle Werte a. 

Beweis. Ist § € A mit vy, ,(€) = 0, so stimmt (BP, ,) mit dem Divisor des 
Elementes £, , tiberein und ist also ein Hauptdivisor; somit gibt es zu jedem 
Hauptdivisor von AY,,; auch ein § ¢€ A mit den genannten Eigenschaften. 
Sind n, 0 ¢€ A mit vy, (7) = vy, ,(C), 80 liegen folglich die Restdivisoren in der 
gleichen Divisorenklasse, und zu jedem Divisor dieser Klasse gibt es ein 7 € A, 
dessen Restdivisor diesem Divisor gleich ist und fir das vy, (7) den vorge- 
schriebenen Wert hat. Ist weiter §¢ A mit vy, (€)=1, so ist vy, (€*) =a und 
(€*S, ,.) = a (ED, ,) € H,(AP, ,) fiir jedes ganzrationale a, woraus die Klassen- 
relation in (3.17) folgt. Die Gradformel aus (3.17) folgt aus (3.14a), da far 
ein Element §,¢ K, mit vy, (&) = ¢g,, der Grad des Divisors (£, J, ,) gleich 

yo oy ,q@(q) ist. Die restlichen Aussagen des Lemmas folgen, da in diesen 


(Ti) 


Fallen die Elemente £, ¢ K, den Restdivisor (&,f, ,)= 5’ 0-q haben, der ja ein 
Hauptdivisor von AJ, , ist. «(Pid 

Die hier ermittelten Abhangigkeiten der normierten Wertdarstellungen und 
Restdiyisoren von K, bedingen folgendes dem Satz 3 aus [6c] entsprechende 
Verhalten beim Wechsel der zweiten Erzeugungskomponente K ;: 

Satz 2. Beim Ubergang von der Erzeugung (K,,K,) zur Erzeugung (K,,K;) 
des AF2 A iiber k gilt fiir alle B, ,¢ B,,(K;) = B,,(K,), a. h. alle sowohl zu B,, 
als auch zu B,, gehérenden Primdivisoren D, , = PB, ,, und jeweils alle zugehdrigen 
q = 4(B,,) = 9(D,,): die zuden Bewertungen wy, , , gehdrenden normierten Wert- 
darstellungen dndern sich beim Erzeugungswechsel nicht ; fiir alle — € A bzw. alle 
ganzrationalen a bleiben die zugehdrigen Restdivisoren (ED, ,) = (EP, ;) und Haupt- 
klassen H(A, ;) = H,(AD, ;) beim Erzeugungswechsel unverindert. 

Man beachte hierbei, daB nach Satz 3 aus [6c] dies fiir fast alle D, , zutrifft. 


4: b,,-Divisoren und b, ;-Hauptdivisoren 
Die Untersuchungen aus 3. zusammen mit dem Schema (3.1) fahren nun 


zu folgender 
Definition 4. Hin System von Zuordnungen 
(4.1) {(@Q,,@ fu fe, ») eg (B, 4 (PB, i))} ’ 


das jeder Primstelle (P,,,q(P4)) € by, ein geordnetes Paar (a) ,a‘%y y) ganz- 
rationaler Zahlen a), und ait, ), d.h. einen Wert der zugehdrigen normierten 
Wertgruppe, zuordnet, nennen wir einen b,,-Divisor und schreiben abkiirzend 
dafiir 


(4.2) A= DL (aQ),. a,» (Bi dBi), 


(Dri DEO, 
falls (4.1) die folgenden Postulate erfiillt: 
(H) Fiir alle Stellen (XB, ,,q) mit dem gleichen Y, , hat die erste Zahlkomponente 
a{) , den gleichen festen Wert (Homogenitit in D, ,). 
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(E,) Fiir fast alle B, , ist af}? = 0 (1. GutiAinhAatingais). 
(Eq) Fiir jedes B,, sind fast alle zugehdrigen a2, )= 0 (2. Endlichkeits- 


bedingung ). 
Diese Definition ist offensichtlich eine Weiterfiihrung derjenigen fiir AF /- 


Divisoren [vgl. (3.4)], nur daB hier zwei Endlichkeitsbedingungen (entsprechend 

dem Transzendenzgrad) und eine Homogenititsbedingung auftreten. (H), 

(E,) und (E,) haben zur Folge, da8 fiir héchstens endlich viele Stellen aus 6, ; 

beide.Zahlkomponenten a{) und a), ) gleichzeitig ungleich 0 sein kénnen; es 

kann jedoch fiir unendlich viele Stellen a{}), oder a{%,,) ungleich 0 sein. 
Entsprechend (3.2) bilden bei der Festsetzung 


(4.3) Asi DB tail eb (ag), + bg). atts, 0 + bets, ) * (PB, 4) 
t 1é 
die }, ,-Divisoren eine unendliche additive abelsche Gruppe D,, mit dem neu- 
tralen Element 
(4.4) €= - (0, 0) - ($B, ;,q) *). 
(Bi 4,9) EO); 

Lemma 7. Bedeutet wa, , 4(&) = (vy,,(§), wa (4) fiir jede Stelle von b,; die 

normierte Wertdarstellung, so wird durch 


(4.5) (E)= LY (Wp, j(E), Wg (E)) * (Pree) 

(Bis DEOy, 
jedem Element — + 0 aus A ein b, ,-Divisor zugeordnet, néimlich der b, -Haupt- 
divisor (&); fiir jedes E + 0 und n + 0 aus A gilt 


(4.6) (E m) = (€) + (y). 


d.h. (4.5) liefert eine homomorphe Abbildung der Multiplikativgruppe A* von A 
auf eine Untergruppe H, , der additiven b,,-Divisorengruppe D,, von A, niimlich 
auf die b, ,-Hauptdivisorengruppe von A; der Kern dieses Homomorphismus, 
d.h. die Gesamtheit der £ ¢ A, die auf das neutrale Element € abgebildet werden, 
ist die Multiplikativgruppe k* des Konstantenkérpers k von A. 

Beweis. Nach Lemma 5 erfiillen die Werte Wy, ,.q(é) fiir ein Element & € A 
die Forderungen (H), (E,) und (Eg), d. h. durch (4.5) wird ein b, ,-Divisor er- 
klart. (4.6) ist eine Folge der Bewertungspostulate (in der Schreibweise der 
normierten Wertdarstellungen). Aus Satz 1 folgt schlieBlich, daB ein bd, ,- 
‘Hauptdivisor () dann und nur dann gleich € ist, wenn & € k* ist. 

Nach Lemma 7 ist unser b, ,-Divisorbegriff so umfassend, daB in ihm Haupt- 
divisoren mit Eigenschaften, die die der AF J-Hauptdivisoren unmittelbar 
verallgemeinern, enthalten sind. Mit Hilfe von Lenima 6 kann man dariiber 
hinaus sehr leicht b, , Divisoren konstruieren, die keine b, - Hauptdivisoren sind. 

Wir geben zunichst eine formale Umschreibung des Divisorausdruckes (4.2) 
an, die den Einblick in die Struktur der Divisorengruppe D, , vertieft ; hierbei 
werden an Stelle der Primstellen (YB, ,,q) die Primdivisoren P, ; als Bausteine 
der 6, ,-Divisoren benutzt. 


4) Die Forderungen (H), (E,) und (Eg) sind mit der Gruppenverkniipfung vertraglich. 
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Fiir jeden gemaB (4.2) erklarten 5, ,-Divisor schreiben wir 

(4.7) A= J [aQ? 4,,)-B,,, mita,— » ast.) *q(B,,), 

Pisce Bi, a(Pid 
wobei fast alle af) = 0 und alle a,, AF 1-Divisoren des zugehdrigen Restklassen- 
kérpers AY,, sind. Addition und Subtraktion der 5, ,-Divisoren in dieser 
Schreibweise geschieht komponentenweise nach dem Schema 
(4.8) Ms8— 2. (af), + Os a,,+ 64)- Bi. 

1é 1é . 

(4.2) und (4.7) sind offensichtlich gleichwertig, und die b, ,-Divisoren von A 
sind also gleichzeitig als Systeme von Zuordnungen von geordneten Paaren 
[ay ; a, ,] zu den Primdivisoren , ,¢ B,, erklirbar, bei denen die ersten Kom- 
ponenten a{) ganzrationale Zahlen und fast alle gleich 0 sind (entsprechend 
(H) und (E,)) und bei denen die zweiten Komponenten jeweils (endliche) 
Divisoren a,, von AJ,, sind (entsprechend (E,)). Nennen wir diese zweiten 
Komponenten a, , die Restdivisoren von A bei PB, ,, so stimmt dieser Restdivisor- 
begriff speziell fiir b, -Hauptdivisoren (&) mit dem friiheren in Definition 3 
iiberein. 

Aus der Darstellung (4.7) der 6, ,-Divisoren folgt nun: Die Gruppe Dy der 
b, -Divisoren A von A ist isomorph zur direkten Summe aus der durch die 
P, ,¢ B,, erzeugten gewohnlichen Divisorengruppe (mit ganzrationalen Koeffi- 
zienten) und einer abelschen Gruppe D},, die ihrerseits unendliche direkte 
Summe der AF ]-Divisorengruppen der AY,, zu PB, ,¢ B,, ist, wobei in jedem 
der unendlich vielen direkten Summanden ein vom neutralen Element des- 
selben verschiedenes Element stehen darf. 

Da jeder Primstelle (J, ;,q) € 6,, gemaB 2. (vgl. nach (2.2)) in invarianter 
Weise ein Grad fy, ,.— 4(q(Ti,)) = [A (Piveg) : FD, » q)) zugeordnet ist, kann 
zunichst jedem Restdivisor a, , eindeutig ein Grad 
(4.9) d(a, = BH ats, ) r Ip,00 

4(Pi,) von AP, 
zugeordnet werden; wir nennen d(a, ,) = d,,(%) den Restdivisorgrad von A bei 
$,,. Jedem 6, ,-Divisor % entspricht somit eine unendliche Schar von ganz- 
rationalen Zahlen d, , (2). 

Durch Einbeziehung der Werte a{) , (diese sind fast alle = 0) kommt man 
zu der ganzrationalen Zahl 


(4.10) q(Ay= SY agi, 4(%), 
Pus € By; 


die wir den 6, ,-Grad von A nennen wollen. Fiir 6, ,Hauptdivisoren (£) hingen 
d((é)) und die Restgrade d,,((&)) zu B,, mit vy, ,(£) + 0 natiirlich von der 
Wertnormierung ab. 

Ist & + 0 aus A, so sind die Ausdriicke 


(4.11) Wa ZX ,, Min ((vp,,(€), 4(€)) (0,0) (Bro 4 
1 VEOys 
(4.12) B= DL Max ((rm,,(€), wq(€)), (0,0)) - (Bi 49) 
(Pri) Eby; 


b, -Divisoren im Sinn von Definition 4. In Anlehnung an die (multiplikativ 
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geschriebene) AF 1-Divisorentheorie nennen wir %, den totalen b, ,-Nenner und 
8, den totalen b, ,-Zdhler von §**). Nach Konstruktion gilt 

(4.13) Be - N, = (é), fir jedes § +0 aus A. 

Satz 3. Ist § +0 aus A, so ist der Restdivisor (EY, ,) von (&) fiir fast alle 
DB, ,¢ B,, ein Hauptdivisor von AP, ,, und es ist d, ,((&)) = 0 fiir fast alle D, ,€ B,,; 
ist zusiitzlich — ¢ Ky, so ist d,,(Nz) = d,,(B,) + O fiir fast alle P, ,. Ist speziell K, 
ein separierender TK1 fiir A iiber k**) und ist — « A, & ¢ Ky, 80 gilt fiir fast alle 
B,.€ Bi; 

(4.14) d, ,(Nz) = d, .(B¢) = [A: K,(&)]. 

Beweis. Da vq, (&) = 0 fiir fast alle f, ,, ist auch (ED, ,) Hauptdivisor von 
AG,, und d, ,((&)) = d((EP, ,)) = O fiir fast alle P,,¢€ B,,. — Ist & ¢ Ky, so ist 
vp,,(€) = 90 und §P,, transzendent tiber K,P,, fiir fast alle P,, (vgl. [6c], 
Satz 2); fiir diese PB, , hat EP, , in AP, , jeweils einen ganzen Divisor nyq, , + ¢; ; 
bzw. geq, ,F ¢1; als Nenner bzw. Zahler, und es ist neq, , = (Me), ; bZW. Jeq,, = (Se)ri 
jeweils der Restdivisor von N, bzw. 8, bei P, ,; folglich ist d, (Nz) = d, ,(B.) + 0 
fiir fast alle DB, ,. — Die letzte Aussage dieses Satzes, d. h. (4.14), ist eine Um- 
schreibung von Satz 4 aus [6c] in die Sprechweise der }, ,-Divisoren. 

Das Ergebnis (4.14) kann als Weiterfihrung auf AF2 eines bekannten 
Resultates aus der Theorie der AF] angesehen werden (vgl. etwa [1], S. 18). 

Nach Satz 3 ist fiir jedes § ¢ A mit § ¢ K, sowohl %, als auch 8, sicher 
kein Hauptdivisor. Ist &,¢ k, so ist (€,) = N:, = Bz, = E, also ein 6, -Haupt- 
divisor. Wir untersuchen nun, ob der totale b, ,-Nenner bzw. 6, ,-Zahler eines 
Elementes &,¢ K, mit &, ¢ k ein 6, ,-Hauptdivisor ist. 

Unter den angegebenen Voraussetzungen fiir £, gibt es jeweils mindestens 
ein p, und ein p, von K,, so daB v, (,) > 0 und v5 (€,) < 0; also gibt es auch 
jeweils mindestens ein J, , und ein f, , aus B, ,, sodaB Up, ,(¢1) > Ound vg, (€,) <0; 
folglich gibt es sowohl Primstelien aus },,, fiir die wy, ,4(&,) > O ist, als auch 
solche, fiir die wy, ,,q(61) < O ist. Da nun R,, + € und 8. + € ganze Divisoren 
sind (alle zugehérigen Werte sind = O) und da ein 6, ,, Hauptdivisor entweder 
gleich € oder ,,nicht ganz“ ist (fir Elemente § ¢ A mit & ¢ K, folgt dies aus 
Satz 3), sind N, und %,, sicher keine 6, ,-Hauptdivisoren. 

Zusammen ergibt dies 

Korollar zu Satz 3. Ist & ¢ A, aber E¢k, so sind N; und 8, b,,-Divisoren, 
die keine b, ,-Hauptdivisoren sind. 

Mit diesen Uberlegungen ist zuniichst gezeigt, daB der Begriff der hier 
eingefiihrten 6, ,-Divisoren umfassend genug ist, neben den 6, ,-Hauptdivisoren 
noch 6, ,-Nenner und ), ,-Zahler zu enthalten, und daB sich einige wesentliche 
Eigenschaften aus der Theorie der AF 1-Divisoren auf unsere Bildungen fast 
wortlich iibertragen. Die Definition des totalen 6,,-Nenners sowie des 
b, ,-Zahlers und die Beziehung (4.13) sind zudem unabhingig von der Wert- 
normierung. 

8) Fir einige der N; bzw. 8; zugeordneten Zahlenpaare kann jedoch die zweite Kom- 
ponente af/z, ) negativ sein, namlich wenn gleichzeitig Yq, , (6) + 0 ist. 

16) Das heiBt, ist A itiber K, separabel erzeugbar. 














5. Ein Anniherungsunabhingigkeitssatz 

Der AF1-Anniherungsunabhangigkeitssatz besteht, grob gesagt, in fol- 
gender Aussage: Zu je endlich vielen Bewertungen 1,, . . ., v, und. Elementen 
%,-.., %, des Kérpers existiert stets ein Kérperelement y, das die x, bei v, 
in vorgegebener Giite approximiert. Die Approximationsgiite wird im all- 
gemeinen durch Bewertungswerte der v, beschrieben; diese sind fiir die Ex- 
ponentenbewertungen also ganzrationale Zahlen. Der Satz ist daher gleich- 
bedeutend damit, daB y ein System von endlich vielen simultanen Kon- 
gruenzen nach Primdivisorpotenzen (in multiplikativer Schreibweise) lést, 
welche als ,,Ausschnitt“!’) eines AF 1-Divisors bei endlich vielen Primdivi- 
soren aufgefaBt werden kénnen. 

Wir wollen hier einen entsprechenden Satz fiir AF2 herleiten, wobei als 
Approximationsgiite die ,,Ausschnitte‘ eines b, ,-Divisors bei endlich vielen 
Primstellen auftreten. Das Ergebnis wird die ZweckmaBigkeit der Homo- 
genitatsforderung (H) in Definition 4 ynterstreichen und zugleich zeigen, daB 
der Begriff des 6, ,-Divisors auch diesem Problemkreis angepaBt ist. — Zu- 
nichst eine Vorbemerkung. 

Lemma 8. Es seien zu einem fest gewiihlten D,,¢B,, ,, Primdivisoren 
q” = q” (DB, ,) (v= 1,..., m4) von AP, ;, Mm, a E,€ A mit vg, (&,) = af, 
(v=1,...,,,) und a, , ganaretionale Zahlen a‘2}, gegeben; dann gibt es stets 
ein E€ A ont 


(5.1) wy, ,. qm (€ — &,) > (ay, ai.) (w= 1,..., 4); 
speziell existiert stets ein Element n ¢ A, 8o dap 
(5.2) Wy, ,, aw (7) = (a¥) , a’),) (y = 1, eS | 1 ,)- 


Beweis. Ist  € A mit p,,(0) = — al) , soist vy, (¢ &,) = O fiir » = 1, 

m,, dh. ¢ €,B,, ist jeweils ein Element von AJ, , (das evtl. Null sein kannj. 
Nach dem Anniherungsunabhangigkeitssatz fiir AFI (vgl. etwa [1], 8. 11) gibt 
es ein F€A mit vy,,(&) 20, so daB v,.(EP,,— CE,D,,) > aB+waw(C) far 
v=1,...,,,. Multiplizieren wir die Ausdriicke F — { &, (v= 1, .. ., m,,) mit 
¢-1 wad setzen — (-1=— &, so ergibt eine Rechnung mit den nenplesten Wert- 
darstellungen, daB & die Approximationsbedingungen (5.1) erfillt. — Sind 
speziell die £,¢ A so gewihlt, daB wa, , a (é,) = (aY ,,ay,) fir »=1,..., my 
so gibt es nach (5.1) ein 7¢€A mit wy,,qm(n — &,) 2 (QQ, alt), + 1) fiir 
v=1,...,,,, und dieses 7 erfillt die Wertgleichungen (5.2). 

Wir erhalten nun den folgenden allgemeineren 6, ,- Anniherungsunabhingig- 
keitssatz. 

Satz 4. Sind zu jedem der m Primdivisoren PY? € B,, (u=1,...,m) je n, 
Primdivisoren qo) = q (DY?) von APY), je n, Elemente &,,,€ A mit 
vpy? (E,,u) S a pio= ai und je n, ganzrationale Zahlen al?) = alZ(py9) vor. 
gegeben, 8o gibt es ein E € A mit - 


(5.3) way,olE — &,4) = (ay, a®) fir p=1,....m; y= 1,....%; 


17) Es wird nur der Beitrag endlich vieler Primdivisoren zum Divisor beriicksichtigt. 
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speziell gibt es bei obiger Vorgabe von a‘) und al?) stets ein Element n € A mit 
(5.4) Way, gw (yn) = (ai, a’?)) fir w=1,...,.m; »,=1,..., 0, 


Beweis. GemaéB Lemma 8 gibt es fiir « = 1, ...,m Elemente &,¢ A mit 
Yaw (E,) = a‘), so daB 


pun, qo E,— Sod = (a‘?, al?) fiir y= 1, coy Nas 


hierbei kénnen diese Anniaherungen jeweils so eingerichtet werden, daB 
Vpn (Eu — &,,.) Sa, mit einem geeigneten festen ganzrationalen af < + co 
fiir alle ~ und alle v,. Nach dem Annaherungsunabhingigkeitssatz fiir den 
AF1 A iiber K, (alle DB, , sind Primdivisoren von A iiber K,) gibt es ein & € A, 
so daB 


pun (E — &,) 2 af + 1, aber <+ 0 fir w~=1,...,m. 


Zusammen ergibt dies, daB £ die Approximationsgleichungen (5.3) lést. — 
(5.4) folgt aus (5.3) und (5.2), wenn man die dem Beweis von (5.2) entsprechende 
SchluBweise wiederholt. 

Der bewiesene Satz 4 ist ein Annaherungsunabhangigkeitssatz fiir je endlich 
viele Primstellen von 6,,; seine Aussage ist unabhingig von der zugrunde- 
liegenden Wertnormierung. Im Unterschied zur AF J-Theorie (dort konnte 
dies allerdings auch nicht auftreten) sind jedoch die Stellen nach den ersten 
Komponenten $, , zunachst vorzusortieren, und fiir die ersten Komponenten 
der Approximationsgiiten a‘!) gilt folgendes: 1. Fiir alle zu einem festen , ; 
gehérigen Stellen hat a‘) den gleichen Wert (was offenbar der Bedingung (H) 
entspricht). 2. a{) ist kleiner als Min vpy(&,,,) gewahlt. — Einfache Uber- 


legungen mit Hilfe der Bewertungsaxiome zeigen, daB zumindest 1. fiir n, + 1 
allgemein, d. h. bei beliebigen &, ,, nicht zu verschirfen ist. Eine gewisse Ver- 
schairfung von 2. liefert das nachstehende 

Korollar zu Satz 4. Gilt unter den Voraussetzungen und Bezeichnungen von 
Satz 4 zusiitzlich fiir ein oder mehrere BP, dap py (§,,4) = a fiir v,=1,...,, 
und daf é, = &,, ,mod* P18) mit ganzrationalem c, > 0 fiir alle Paare 
. a 80 gibt es. ein é € A mit 


(5.5) Wopun, cont — &, ,) = (a + ¢,, a.) fiir », =1,...,, und diese pu. 





Beweis. Sei zunichst y fest, so gilt fiir die Elemente 7, , = ve -1 
Lye 


py (My,u) S 4; nach Lemma 8 existiert somit ein ¢,,¢ A mit 


(5.6) Wp, qn (Cu — Mn) = Cys ay??, — wom (§,,,)) far vy, =1,..., my. 


Dann leistet &,—(¢,,+ 1) &,,,, die Approximation (5.5) fiir ~, wenn man &, an 
die Stelle von & setzt. Der Ubergang zu einem £, das fiir mehrere u das Ge- 
winschte leistet, geschieht wie im Beweis von Satz 4. 
18) mod* bedeute die multiplikative Kongruenz im Sinne von Hasse (vgl. [2a], 
S. 94), d. h. daB an = 1 mod PY ist. 
%s, 
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6.-Primstellen, Primdivisorpaare und Vertauschungszulissigkeit 

Es seien K, und K,+ K, zwei TKI des AF2 A iiber dem (beliebigen) 
Konstantenkérper k. Diesen beiden TKI entsprechen die Erzeugungen 
(K,,K,) und (K,,K,) von A iiber k mit den Primdivisor- bzw. Primstellen- 
systemen B,, bzw. b,, und B,, bzw. 6,,. Aus unseren bisherigen Uberlegungen 
folgt, daB keine der zu B,, gehérigen Bewertungen mit einer zu B,, gehérigen 
und da8 keine der zu 6,, gehérigen Bewertungen mit einer zu b,, gehérigen 
iibereinstimmt und umgekehrt. Wir wollen hiér auf einem anderen Wege 
eine Beziehung zwischen den Systemen 6,, und 6,, konstruieren, die einige 
wesentliche Folgerungen zulaBt (es ist naheliegend, daB dies nicht schon fir 
B,, und B,, geht). Dazu folgende Uberlegungen (wo die Beweise bzw. Be- 
griindungen fiir beide Erzeugungen analog verlaufen, beschrinken wir uns 
auf die Beschreibung des Falles (K,, K,)): 

Jedem Primdivisor J, ,¢ B, ,entspricht nach Konstruktion der J, , eindeutig 
ein Primdivisor p, von K, tiber k; p, wird auch durch Einschriinkung der zu J, ; 
gehérigen Bewertung auf K, erhalten. Entsprechendes Vorgehen fiir J,, 
liefert die eindeutigen Zuordnungen 


(6.1) B,,> Pp, von K,, Bii>p, von K,, 


wobei jedem p, von K, 
bzw. jedem p, von K, 
mindestens ein und héch- 
stens endlich viele J, , € 
€B,, bzw. B,, € B;, ent- 
sprechen. 

Fiir jedes ,,¢ B,, 
gilt weiter: Jedem Prim- 


NM Br 







gifts 7 





divisor q,(B, ;) von AY, ; 5 —-—p By 
iiber K,Y,, entspricht . 

eindeutig ein Primdivisor 

P,:D,, von K,P,, tiber 

kB, *s der durch die Ein- Fig. 2. (— rt beam +— — eineindeutige 


schrankung derzuq,(P,,) 

gehérigen Bewertung auf K,J, , bestimmt ist; da ferner K, tiber k isomorph zu 
K,%,, tiber kD, , ist vermége des durch die Restabbildung mod J, , gelieferten 
Isomorphismus, entspricht p,%, ,; bei isomorpher Riickabbildung (Bezeichnung : 
{;;') eineindeutig ein Primdivisor p, von K, iiber k. Der entsprechende 
Sachverhalt gilt bei Vertauschung der Erzeugungskomponenten, und wir 
erhalten die eindeutigen Zuordnungen 


9:(Bi) > PD, P, Von K, mit p, =(q,(B,,) \ K,D,,) Pz’. 
hi (Bi) > AB Pi von. K, mit py =(q (By) 0 KiB) Pi’ 
wobei, da AY,, tibér K,P,, bzw. AP,, tiber K,P,, endlich algebraisch ist, 


jedem p, nur endlich viele q,(%,,) von AY,, und jedem p, nur endlich viele 
4,(B,,) von AP,, entsprechen (vgl. Fig. 2). 


Math. Ann. 132 


(6.2) 


27 
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Aus (6.1) und (6.2) ergibt sich, daB jeder Primstelle von 6, , und jeder Prim- 
stelle von b;, eindeutig ein Paar von Primdivisoren (p,,p,) zugeordnet ist nach 
dem Schema 
(Bi 6 9:(Bi)) > (PrP) mit pp =P, Ky pp = (G(BIO K,%,) B;; 
(Dir (Bia) > (PP) mit pp=— PAK, pi= (GQ (Pa) 0 A, Da) $;' 
und daB jedem Primdivisorpaar (p,,p,) gem&B (6.3) jeweils mindestens eine 
héchstens endlich viele Primstellen von 6, ; bzw. 6,, entsprechen. 

Definition 5. Die einem Primdivisorpaar (p,, p,), wobei p, Primdivisor von K, 
tiber k und p, Primdivisor von K, iiber k ist, gemaéB (6.3) zugeordneten endlich 
vielen Primstellen von b, , bzw. b,, nennen wir die zu (p,,p,) gehdrigen b, ,-Prim- 
stellen (B; :,9;(P,,)) bzw. b,,-Primstellen (P,1,4,(P,1)). Das Primdivisorpaar 
(py. P,) heiBe vertauschungszuléssig, wenn 1. die Anzahl m,, der zu (p,,p,) 
gehdrigen b, ,-Primstellen (Y, ;,q,), mit der der b,,-Primstellen (Y,,,q;),, tiberein- 
stimmt und wenn 2. bei geeigneter Numerierung gilt: 

(6.4) A(P,,,q,), tier k(P, ;,q,), tst tsomorph A (P;1,q;), ther k(P; 1, qa), 
fiir wu =1,..., my. 
Diese Vertauschungszulissigkeit ist offensichtlich ein Hilfsmittel, um sich 
*von der Abhingigkeit von der Reihenfolge der Erzeugungsfaktoren zu be- 
freien. Wir wollen anschlieBend untersuchen, wie weit diese Vertauschungs- 
zulissigkeit gilt. Dazu zuniichst einige abkiirzende Bezeichnungen: Ist B, ,€ B,, 
tiber p,, d. h. tiber K,, verzweigt bzw. zerlegt bzw. triige, so sagen wir, p, sei 
K,-verzweigt bzw. K,-zerlegt bzw. K,-triige (in A); ist K,p, sogar der genaue 
Konstantenkérper von AQ, , fiir alle p, zugeordneten J, ,, so sagen wir, p, sei 
K,-konstant (in A). Entsprechend klassifizieren wir die p, bei Vertauschung 
der Erzeugungskomponenten. 
Es sei zunichst A = K,,=— K,- K, ein Doppelkérper iiber k, und es seien 
die speziellen Erzeugungen (K,,K,) bzw. (K,,K,) von A iiber k zugrunde- 
gelegt: (Doppelkérpererzeugungen). Dann sind (vgl. [1], insbesondere 8S. 92 bis 
95 und [6c], insbesondere Korollar 2 zu Satz 3) alle p, K,-unzerlegt und alle p, 
K,-umzerlegt, d. h. die Zuordnungen (6.1) sind umkehrbar eindeutig, und fiir 
die zugehérigen Restklassenkérper gilt : 
AQ, , ist rein-inseparabel algebraisch itiber KP, , - K,D,,, 
AG,, ist rein-inseparabel algebraisch iiber K,D,,-K,;D,,, 

wobei evtl. Gleichheit vorliegen kann; weiter ist sogar 
AY, , = K,D,,- K,B,,= K,;- K,p,, falls K, tiber k oder K,p, tiber 
kp, separabel ist, 
AQD,, = K,B,,-K,;Diy, = K,- K;,p,, falls K, ttber k oder K,p, iiber 
kp, separabel ist ; 


die Voraussetzungen fiir (6.6) sind bei vollkommenem k stets erfiillt. 
Wir bilden das Kroneckerprodukt K,p, x K;p,, wobei K,p, bzw. K,p, als 
Algebren iiber kp,= k bzw. kp,= k aufgefaBt werden, und bezeichnen sein 


(6.3) 


(6.5) 


(6.6) 
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Radikal mit n, ; (evtl. ist n,,— (0)). Dann ist 
(6.7) (Kip, x Kim, = Kh) @ --- © Ky? 
die direkte Summe von 1,, endlichen Erweiterungskérpern von k. Nach [1], 
8.92 entsprechen die Kérper K) (4 =1,...,1,,) einerseits umkehrbar ein- 
deutig den Fortsetzungen 9 (P, ,) von p,P, ,in K,P, , - K,P,, = K,- K,p,, und 
es ist jeweils (K,,,- K,P,,) G(P,,) rein inseparable Erweiterung von kK); 
andererseits entsprechen sie umkehrbar eindeutig den Fortsetzungen 9 (J, ,) 
von p, B,,in K,D,,-K,D,, = K, -Kp,, und esist jeweils (K,P,,-K,B,.) J (Px) 
rein inseparable Erweiterung von k). Bei der’ noch méglichen rein-inse- 
parablen Erweiterung von K, J, , -K,P,,zu K,,P,, bzw. von K,D,,- K,B,, zu 
K,;,P,, treten keine Zerlegungen tnd héchstens rein-inseparable Restklassen- 
kérpererweiterungen auf; somit entsprechen jedem Paar (p,,p,) gleich viele 
zugehorige b, ;- und b,,-Primstellen, und bei geeigneter Numerierung enthalten 
die Restklassenkérper K, ,(Y,,,q,), und K, ,(B,,,q,), den dem Typus nach ge- 
meinsamen Teilkérper k(”, iiber dem sie beide rein inseparabel sind. 

Ist speziell K,p, itiber kp, oder Kp, iiber kp, separabel, so ist das Radikal 
n,, = (0), und es gilt 
(6.8) Kip x Kip, = Ki @ --- @ Ki”, 
wobei k/k = Ky (Bio Gda= Ki (Bis far A=1,...,44- 
Da aus der Existenz eines separablen K,p, iiber kp, (bzw. K,p, iiber kp,) 
schon die Separabilitaét von K, iiber k (bzw. K, itiber k) folgt’®), so ergibt sich 
aus (6.6) und (6.8) der 

Satz 5. Ist A= K,,—K,: K, ein Doppelkirper iiber k, s0 entsprechen jedem 
Primdivisorpaar (p,,p,;) der Doppelkérpererzeugung gleich viele b, ,- und b, ,-Prim- 
stellen, und bei geeigneter Numerierung enthalten A (YB, ,,q;), und A (B,1,q,), einen 
zu k®) isomorphen Teilkérper und sind iiber diesem jeweils endliche rein-inse- 
parable Erweiterungen (A=1,...,1,,). Ist Kyp, tiber kp, oder K,p, iiber kp, 
separabel, so ist (p,,p,) vertauschungszulissig®®). 

Da nun jede endlich-algebraische Erweiterung eines vollkommenen Kérpers 
k separabel iiber & ist, erhalten wir das folgende 

Korollar zu Satz 5. Ist A= K,,— K,- K, ein Doppelkirper iiber einem voll- 
kommenen Kérper k, so sind alle zur Doppelkérpererzeugung gehérigen Prim- 
divisorpaare (p,,p,) vertauschungszuléssig. 

Es sei nun (K,,K,) eine Erzeugung eines AF2 A iiber dem beliebigen 
Konstantenkérper k mit der Eigenschaft, daB A iiber K,- K, = K,, separabel 

1%) Ist K,p, iiber kp, separabel, so gibt es nach dem Riemann-Rochschen Satz ein 
x, € K,, das p, als einzigen Pol besitzt und fiir das vp, (z,) prim zur Charakteristik p von k ist 
(wahle vp,(x,) geniigend groB). Es sei p,. der unter p, liegende Primdivisor von k(z,) 
(p, ist die einzige Fortsetzung von p,. in K,), K; die maximal separable Erweiterung von 
k(zx,) in K, und p; die Fortsetzung von p,. in K}. Ware nun K, + K}, so wire bei dieser 
rein-inseparablen Erweiterung entweder p, iiber pj verzweigt von durch p teilbarer Ver- 
zweigungsordnung (unmiglich, da (vp,(x), p) = 1) oder K,p, iiber K{ p{ rein-inseparabel 
(unméglich, da K,p, tiber k p, separabel ist). Somit ist z, separierende Variable fiir K; 
iiber k. 

20) Dieser Satz ist eine Kombination der Aussagen tiber das Verhalten der AF/- 
Primdivisoren bei Konstantenerweiterung (vgl. [1]). 
27* 
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ist™). Wir wollen nun ein hinreichendes Kriterium fiir die Vertauschungs- 
zulassigkeit eines Primdivisorpaares (p,,p,) herleiten. 

Nach Voraussetzung ist A iiber K,, separabel, d. h. es existiert ein primi- 
tives Element y fiir A iiber K,, und es ist 
(6.9) A= K,,(y) mit g(y)=0, wo g(Y)=Y"+a,¥"-'+---+a,¢K,,[¥], 
d. h. g(Y) ist ein normiertes irreduzibles Polynom mit Koeffizienten aus K, ,. 
Wenn alle Koeffizienten a, Df;-ganz (bzw. P},-ganz) sind, so ist y ganz fiir 
Pi, € BT; (bzw. ganz fir PF, ¢ Bt.) und fiir jedes PF; (bzw. P¥,) gibt es ein solches 
P},-ganzes (P#,-ganzes) primitives y ¢ A: 

Sind alle a, P};-ganz, so kénnen wir das Polynom 
(6.10) Ip (Y) = ¥"+ (a, Pf,) ¥*-'+ ---+(a,DF,) ¢ Ky PLY) 
bilden (entsprechend erklirt man Ins, (Y)). Ist weiter p, ein Primdivisor 
von K,, so entspricht diesem der AF ]-Divisor p, Df; von K, ,PF; (entsprechend 
(6.2)); der ein ganzer Divisor, aber nicht notwendig ein Primdivisor von K, ; Pf; 
ist; seine Primteiler sind die Primdivisoren q,;(®7,). Sind nun alle Koeffi- 
zienten a,Df; von I+ (Y) fir p, Df; d.h. fiir alle zugehdrigen q,(P¥F;,), ganz, 
so setzen wir 


(6.11) Ope .p,(¥) = ¥"+ (Pip) Ye? + +--+ GPP)» 


wobei (a,D7;p,) = (a, BT,) p, BT; Element des im allgemeinen Nullteiler ent- 
haltenden Ringes K, ,Dt;p,; = K, Bi, mod p, FF; ist, d. h. Ip ,», (Y) ist ein Poly- 
nom aus K, ,Df;p,;[¥]; analog wird Ip. p,( Y) erklart. Unser Kriterium lautet 
nun? ' 

Lemma 9. Es sei A eine endliche separable Erweiterung eines Doppel- 
kérpers K,, und (p,,p,) ein zugehdriges Primdivisorpaar, fiir das entweder K,p, 
iiber kp, oder K,p, iiber kp, separabel ist. Hinreichend fiir die Vertauschungs- 
zulissigkeit von (p,,p,) ist die Existenz eines primitiven Elementes y fiir A iiber 
K,, mit der erzeugenden Gleichung g(y) = 0 und den folgenden Eigenschaften: 

(V,) Die Potenzen 1, y,..., y*-} bilden sowohl eine P};- als auch eine PF,- 
Ganzheitsbasis fiir A iiber K, ;**). 

(V,) Fiir jedes zu p, gehérige P,, und zu p, gehdrige q,(P,,) ist 1B,,, yD, ,, 
yD, ;, . . . eine q,(D, ,)-Ganzheitsbasis von AT, , iber K, DF;, wnd fiir jedes zu p, 
gehorige P,, und zu p, gehdrige q,(P,1) ist 1P, 1, yPir, YD, .. - eine q, (P;,)- 
Ganzheitsbasis von AY, , iiber K, ,B},. 

(V,) Zs ist Ip+,.», (Y)= Ip, p,(Y) bei dem natiirlichen Isomorphismus 
zwischen K, PBF; p, und K, PF, p,. 

Beweis. Wegen (V,) ist 9p, (¥) bildbar, seine Zerlegung in irreduzible 
Faktoren 


(6.12) — gye(¥) = IT 9%, (Y) Sumit gy, (¥) € Ky Bt [7] 


14! DF, 

%) Eine solche Erzeugung existiert, wenn A iiber k separabel ist (vgl. [6c], Abschnitt2). 

-™) Dies ist bei vprgegebenem y fiir fast alle P*, erfiillt; ferner gibt es fiir fast alle P*, 
ein solches y (auBerwesentliche Diskriminantenteiler von A iiber K,, ausgeschlossen). 
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entspricht eineindeutig dem Zerlegungsgesetz von Pf;in A, und die Elemente 
yD, , sind jeweils primitive Elemente fir AD, , iber X, DP}; mit der normierten 
irreduziblen Gleichung gy, (yP,;) = 0. Entsprechendes gilt bei Vertauschung 
der Komponenten. 

Wegen der vorausgesetzten Separabilitét von K,p, tiber kp, oder Ky, 
iiber kp, ist (vgl. (6.7), (6.8) und Satz 5) 

(6.13) K, Diip.= Ke ---@ kh) = Ki, Pi pp 
wobei bei geeigneter Numerierung die k(*) den Primstellen (Pf,,qf), bzw. 
(B?,, q¥), umkehrbar eindeutig entsprechen. 

Wegen (V,) sind zunichst die Polynome gy», (¥) und entsprechend auch 
9%, ,,p,(¥) bildbar, und diese sind entsprechend (6.13) in eine direkte Summe: 
zerlegbar (im Sinne der zugehérigen isomorphen Abbildung) 

Ipt.n(Y) = 99%.) ¥) @ - © O58 Y), 

IDu, pi! Y)= Bx, pil Y) ®-:'@ I ps! Y), 

wobei 9S > (2) und 9%),.p,(Y) jeweils ein Polynom aus Kk) [Y] mit dem 
héchsten Koeffizienten 1 , (Einselement von k\”)) ist; hierbei gilt entsprechend 
(6.12) die Produktzerlegung 


(6.14) 


(6.15) 2 (Y= IT Pup ¥)u (A=1,.. sho. 
Pul Di 

Ist weiter 

(6.16) IB..0(¥) = IT 9%; (YI A=]. hs Biel DEO 


die Zerlegung von g¥), ,,(Y) in irreduzible Faktoren aus k/)[Y], so entspricht 
bei festem A (wegen (V,) und da gy _(Y) irreduzible Gleichung fir AD, , tiber 
K, ,BF; ist) die durch (6.15) und (6.16) gelieferte Zerlegung von IS ., (Y) in 
irreduzible Faktoren 9$, ‘Pi (Y) eineindeutig dem Zerlegungsgesetz der Prim- 
stelle (Qf,;,q7), von K,, in Primstellen (P, ,,q,),, von A, und die zugehdrigen 
Restklassenkérper A (J, ;, q,), Sind: 


(6.17) KY (Y] mod gg}, (Y) =1,..5465 v=1-.-5 Bye | BP. 


Dies gilt fiir jedes 4. Entsprechendes gilt bei Vertauschung der Erzeugungs- 
komponenten. 

Wegen (V;) haben die Polynome gy* ,,(Y) und gy* ,.(¥) bei Fortsetzung 
des natiirlichen Isomorphismus zwischen X, ,P?;p, und K, , BF, p, gemaB (6.13) 
auf K, ,Df;p,[Y] und K, ,.DA p, [Y] die gleiche Zerlegung (6.14), und da gemaB 
(6.17) die Restklassenkérper A(}, ,,q,),, und entsprechend A(J,,,q,),, charakte- 
risiert sind, folgt die Vertauschungszulassigkeit von (p,,p,), und Lemma 9 ist 
bewiesen. 

Um aus Lemma 9 eine Bestimmung oder Abschitzung aller vertauschungs- 
zulassigen (p,,p,) herzuleiten, ma8 man priifen, fiir welche Paare (p,,p,) es 
ein primitives Element y ¢ A mit den Eigenschaften (V,), (V,) und (V3) gibt. 

Sind 0,, bzw. o,, die zu p, bzw. p, gehdrigen Bewertungsringe von K, bzw. 
K,, so bezeichne 0,, », = 0,,-0,, das Kompositum (Kroneckerprodukt) tiber k 
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der Ringe 0,, und 0,,. 0,, », ist ein Integritatsbereich mit dem Quotienten- 
kérper K,,,-dessen Elemente als endliche Linearkombinationen x E,absa 


(E1,2€ Op,, &,2€ p,) darstellbar sind. — Sind nun alle Koeffizienten des nor- 
mierten penne g(¥) aus 0, ,, d.h. a, =2 6 1, €%, mit &, €o,,, Ee o,, 
(yv=1,..., 2), soist 


a, BF; = x (ei ”, Pr) EY), a, Dir =X (E01 Pa) EM 
a, BF; Pi =z (EP, P:) (é%" P,) _ a, Bt, Pi (y =1,.. ” n), 


woraus (V;) folgt; auBerdem ist y in diesem Fall Bf,- und PF,-ganz, yP, , ist 
4:( PD, ,)-ganz und yP,, ist q,(P,1)-ganz. 

Es sei nun x, ¢€ K,, 2,¢ k und 2,¢€ K,, x,¢k. Mit cr, bzw. r,, bezeichnen wir 
den Ring der z,- bzw. z,-ganzen Elemente von K, bzw. K, und mit &,, ,, 
=t,,-t,, das Kompositum iiber k dieser beiden Ringe. %,, ,, ist ein Inte- 
gritatsbereich mit dem Quotientenkérper KX, ;, und fiir alle den Nenner von z, 
nicht teilenden p, und alle den Nenner von z;, nicht teilenden p, ist R,, .,¢ 0p, »,- 
Es sei y ein primitives Element fiir A iiber K,,, dessen normierte erzeugende 
Gleichung g( Y) Koeffizienten a,¢X,,., hat (ein solches existiert stets), das 
also tiber R,, ., ganz ist. Dann gibt es ein aus fast allen p, bestehendes System 
Sj, und ein aus fast allen p; bestehendes System S;,, so daB 1, y,...,y*-} 
Pf;-Ganzheitsbasis und zugleich P¥,-Ganzheitsbasis fiir alle Sj, gemaB (6.1.) 
entsprechenden Df; und S;, gem&B (6.1) entsprechenden 7,, und weiter gilt 
nach Obigem (V3) fiir diese Paare (p,,p,). 

Durch Fortlassen der endlich vielen K,-verzweigten oder K,-zerlegten p, 
aus Sj, bzw. der endlich vielen Ei, -vereweighen oder K,-zerlegten p,; aus Sj, 
entstehen Teilsysteme Sj'; bzw. S;4. Dann ist 


(6. 19) 1D; YD, o 9 49 y"— D, ; Basis fiir AP, , tiber K, Pris falls, ; > p, € ay 
1D, Pir -- +» =! 1D, Basis fir AP,, iber XK, ,P,,, fallsP;, > p,€ 


Die Basisdiskriminante d(y) von 1, y,..., y*-! stimmt mit der Diskriminante 
des Polynoms g(Y) bis auf das Vorzeichen iiberein, ist also ein Element von 
Rx, Somit ist d(y)Pf;=d(yP,,) fiir Sj/, entsprechende P,, und d(y)PF, 
= d(y%,,) fiir S;, entsprechende G,,, d.h. durch Restklassenbildung entsteht 
die Basisdiskriminante der zugehérigen Restklassenkérper, und diese ist zu- 
dem ganz fiir alle p,¢ Sj; bzw. p,¢ Sj, gemaB (6.2) entsprechenden Prim- 
divisoren der Restklassenkérper. Weiter ist entsprechend zu (6.18) 


(6.20) d(y) Df, p,=d(y) PA p, fir PF; — p,€ Sy, PBA — p.€ SH, 


(6.18) 


d.h. dieser Ausdruck ist Nullteiler im Restklassenring K,,D#;p;~ K,,DiAp, 

oder nicht, unabhingig von der Reihenfolge der Restklassenbildung. 
Falls-d(y)Bf; p, Nichtnullteiler ist, d. h. falls d(y)®}; Einheit modulo allen 

Primteilern q¥(P7;) von p; in K, ,P¥; ist (dies trifft bei festem PB, ,—> p, ¢ 84';2%) 

fiir fast alle p,¢ S;‘, zu), so ist 1D, ,, yP,,, .. ., y*-?B,, Ganzheitsbasis fiir alle 
3) Bis auf endlich viele Ausnahme-J, ,. 
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Primteiler q} (B?,) von p,;. Wegen (6.20) ist dann auch 1$,,,yD,;,.-.. ¥° Py 
Ganzheitsbasis fir alle Primteiler q? (P?,) von p,. Folglich sind die Forderungen 
(V,), (V_) und (V,) erfillt. 

Falls d(y)Pf; + 0 ist (dies trifft fiir fast alle BP}; p, ¢ Sj; zu, inseparable™ 
Restklassenkérpererweiterungen ausgeschlossen), so ist die Zahl der zuge- 
hérigen Ausnahme-p, (mit d(y)Pf; p,— Nullteiler) durch die Zahl der nicht in 

{1 liegenden p, und durch den Grad von d(y) beschrinkt™); somit gibt es. 
eine allen diesen p, gemeinsame Schranke fiir die Ausnahme-p,. Entsprechendes 
gilt bei Vertauschung der Komponenten. 

Um nun Lemma 9 wirklich anwenden zu kénnen, mu8 man noch voraus- 
setzen, daB entweder K,p, iiber k p, oder K,p, iiber k p, separabel ist. Es ist 
jedoch durchaus méglich, daB neben den hier erfaBten Fallen noch fiir weitere 
Paare (p,,p,) Vertauschungszulassigkeit vorliegt®*). Auf jeden Fall erhalten 
wir das folgende (evtl. grobe) Ergebnis: 

Satz 6. Hs sei (K,,K,) eine Erzeugung des AF2 A iiber k, und es sei A 
separabel-algebraisch iiber dem Doppelkérper K,;= K,:-K;. Dann gibt es ein 
aus fast allen p, mit separablem K,p, iiber kp, bestehendes System S,, und eine 
natiirliche Zahl N, ,, so daf fiir jedes p, € S,, und jeweils fast alle p, bis auf héchstens 
N,, Ausnahme-p, das Primdivisorpaar (p,,p,;) vertauschungszulissig ist; ent- 
sprechend gibt es ein aus fast allen p; mit separablem Kp, iiber kp, bestehendes 
System S;, und eine natiirliche Zahl N;,, 80 daB fiir jedes p,¢ S,, und alle p, 
bis auf héchstens N;, Ausnahmen (p,,p,) vertauschungszulissig ist. 

Wenn es kein oder nur endlich viele p, mit separablem K,p, tiber kp, (ent- 
sprechend beim Index i) gibt, garantiert Satz 6 keineswegs, daB es tiberhaupt 
ein vertauschungszulassiges Paar (p,,p,) gibt, d. h. die Aussage kann in diesem 
Fall leer sein. Dies ist jedoch anders, wenn es z. B. unendlich viele p, mit 
separablem K,p, iiber kp, gibt. Falls speziell k ein vollkommener Kérper ist, 
so ist stets K,p, tiber kp, und K,p, iiber kp, separabel, und wir erhalten 

Korollar 1 zu Satz 6. Ist wnter den Voraussetzungen von Satz 6 zusiitzlich k 
ein vollkommener Kérper, so besteht das System S,, aus Satz 6 aus fast allen p, 
von K, iiber k und S;, aus fast allen p, von K, iiber k. 

Bei vollkommenem Kérper k gilt iiberdies noch die folgende Verscharfung 
von Satz 6 und seinem Korollar 1. 

Korollar 2 zu Satz 6. Ist (K,,K,) eine Erzeugung des AF2 A iiber dem voll- 
kommenen Kérper k, so gelten die Aussagen von Satz 6 und seinem Korollar 1 
auch dann, wenn A iiber K, , nicht separabel ist®*). 

Beweis. Ist A,, die maximal separable in A enthaltene Erweiterung von 
K, ,, so ist Satz 6 und Korollar 1 zunichst fiir A, , tiber K,, richtig. Da bei der 
rein inseparablen Erweiterung von A,; zu A jedes §, , (bzw. jedes J,,) von Aj, 
genau eine Fortsetzung J, , (bzw. ,,) besitzt und da AQ, , tiber A, BD, ; (bzw. 


*) Fir nicht in d(y) P* aufgehende q*(P*) ist namlich (6.19) eine qf (Pf,)-Ganzheits- 
basis. 7 

*5) Zum Beispiel kénnen schon beim Ubergang von der Transzendenzbasis z,, z, zu 
x}, 2; weitere Paare (p,, p,) erfaBt werden. 
26) Dieses Korollar und die Idee seines Beweises entspricht dem Satz 6 aus [6c). 
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AG;, tiber A, ,J,,) rein inseparabel algebraisch ist (vgl. [1], S. 94), sind die 
Primdivisoren q,(¥, ;) bzw. q,(B,,) beim Ubergang zu AP, , bzw. AP,, wegen 
der Vollkommenheit von k rein-verzweigt, d.h. ihre Anzehl und ihre Rest- 
klassenkérper andern sich nicht; dies ergibt aber die Behauptung. 

Durch die Uberlegungen, die zu Satz 6 und seinen Korollaren fihrten, ist 
jedoch keineswegs garantiert, daB zu allen p,¢ S,, die gleichen Ausnahme-p, 
gehéren (wenn auch deren Anzahl durch N,, beschrankt ist). Es ist vielmehr 
eine offene Frage, ob beim Ubergang von einem p, zu einem anderen p, endlich 
viele neue Ausnahme-p, auftreten und dafiir alte Ausnahme-p, fortfallen 
kénnen?’). Ferner ist es nach den obigen Ergebnissen durchaus méglich, daB 
unendlich viele nicht vertauschungszulassige Paare (p,,p,) auftreten kénnen, 
und diese Ausnahmepaare sind zudem rechnerisch noch nicht genau fest- 
gelegt. Beachtet man dagegen, daB bei vollkommenem k im Fall einer Doppel- 
kérpererzeugung (Korollar zu Satz 5) kein Ausnahmepaar auftritt, d. h. daB 
dort die Aussage von Satz 6 zu grob ist, so ist es naheliegend, zumindest fiir 
spezielle Erzeugungstypen von AF2**) eine Korollar 1 und 2 von Satz 6 ver- 
scharfende Aussage zu suchen. Wir skizzieren anschlieBend, zugleich als Bei- 
spiel zu den obigen Uberlegungen, einen Prototyp einer solchen Untersuchung. 

Es sei k ein vollkommener Kérper, der die p-ten Einheitswurzeln enthilt, 
wo p eine von der Charakteristik von k verschiedene Primzahl ist. Es sei 
weiter A ein AF2 iiber k, der iiber dem rationalen Teilkérper K,. = k(2,, x) 
(separabel) zyklisch vom Grade p ist, und es sei k(x,) und k(x.) in A algebraisch 
abgeschlossen. Nach der Hassrschen Theorie der zyklischen Erweiterungen 
(vgl. [2b]) existiert dann eine Erzeugung A = K,,(y) von A iiber K,, mit 


(6.21) y? = B(2,,2_) = J] P, (x, 22)” (OSA, <p). 
v=1 


wobei P,(x,, x3) irreduzibles Polynom aus k(zx,,2,) fiir v= 1, .. ., n. 

Wir betrachten zuniichst die ,,endlichen“ Primdivisoren p, und p, (d. h. 
ausgenommen die Nenner p, ,. bzw. py ~ von x, bzw. x,), die umkehrbar ein- 
deutig den irreduziblen Polynomen P(z,) bzw. P(z,) in x, bzw. z, allein ent- 
sprechen. Fiir sie gilt entsprechend (6.18) unabhaingig von der Reihenfolge 
der Restklassenbildung BD}, p,= B(zx,p,, 7,P.) = BPS, p, = B (als Element des 
Kroneckerprodukts k(z,)p, x k(x,)p, tiber k aufgefaBt). Ist 1 = e,+ --- +e, 
die der direkten Summenzerlegung (6.7) von k(z,) p, x k(z,) p. entsprechende 
Zerlegung von | in orthogonale Idempotente, so ist 


(6.22) Y? — B(x,p,, %2P2) = (€, Y?- 2, B)@---  (€,, ¥? — €1,,B) 
eine direkte Summe von 1,, Polynomen p-ten Grades aus k{)[Y] mit dem je- 
weiligen héchsten Koeffizienten e,. 





‘ *") Sei z. 2. B. k algebraisch-abgeschl und A = k(2,, x,, y) mit y* = 2,+ 2,; dann 





ist stets z,p,—a,¢ kp,. Bei einem Wechsel der p, werden somit jeweils andere p, in 
AG,, verzweigt, d. h. d(y J, ,) ist der Reihe nach durch jedes p, einmal teilbar, und zwar 
bei jedem p, durch ein anderes p,. 

**) Es kommt hierbei offensichtlich auf die Erzeugung (K,,K;) von A iiber k und auf 
die Art der Erweiterung A iiber K,, an; bei einer anderen Erzeugung des gleichen Kérpers 
kann ein ganz anderes Verhalten vorliegen. 
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Wir zeigen zunichst: Fiir fast alle Paare (p,,p,) bestimmt das Zerlegungs- 
verhalten von (6.22) eindeutig die zu (p,, P,) gehdrigen Restklassenkér per A (Y,», qs). 
Zum Beweis unterscheiden wir 4 Fille: 

1) p, ist K,-triige und kein Polynom von K,p, [29] teilt B(x,p,, 2_) genau in 
einer p-ten Potenz. Dann ist Y? — B(x,p,,2) irreduzibel und fiir jedes p, ent- 
scheidet nach [2b] die Zerlegung von e, Y® — ¢jB iiber das Zerlegungsgesetz 
des zugehérigen qF(Pf,), in AP,, fir A= 1,.. ., hy. 

2) p, ist K,-trige wnd Fall 1) liegt nicht vor. Dieser Fall kann fiir héchstens 
endlich viele trige p, eintreten®*). Fiir jedes dieser p, und jeweils fast alle p, 
(die zu den Ausnahmepolynomen aus K,p,[z,] gehérigen ausgenommen) be- 
stimmt das Zerlegungsgesetz der e, Y? — e,B die zugehérigen A (Y,»,q,) ein- 
eindeutig. 

3) p, ist K,-zerlegt (also vollzerlegt, da A itiber K,, zyklisch ist). Da dann 
schon Y? — B(2z,p,,x,) in verschiedene Linearfaktoren zerfallt, zerfiillt auch 
jedes e, Y? — e,B in p Linearfaktoren fiir jedes p,, und diesen p - 1, Linear- 
faktoren entsprechen eineindeutig die A(%,», q). 

4) p, ist K,-verzweigt (also vollverzweigt).: Dann ist schon B(x,p,, 22) = 
und also auch stets e,B =0. Somit entspricht fir jedes P, die Zerlegung 
e, Y” — e, B (trivialerweise) dem Zerlegungsgesetz von qf (Pt,). 

Zusammen ergibt dies die obige Aussage. Der entsprechende Sachverhalt 
gilt natirlich auch bei Vertauschung der Komponenten, d. h. fiir die A(Q,,, q,). 
In beiden Fallen zusammen gibt es also héchstens endlich viele Ausnahme- 
(P,,P_). Hierbei ist noch auf die besondere Lesart des obigen Falles 3) hinzu- 
weisen: Kommt bei Kombination von Fall 3) mit einem anderen Fall zuerst 
der zerlegte Schritt, so sind auf jeden Fall alle p - ,,-Linearfaktoren zu zihlen, 
kommt zuerst der andere Schritt, so nur die verschiedenen Linearfaktoren. 
Dies fiihrt nur zu Komplikationen, falls B ein Nullteiler ist, d.h. bei jedem 
zerlegten p, oder p, nur in endlich vielen Fillen. Zusammen ergibt dies: 
Fast alle Paare (p,, p,) sind vertauschungszulissig. 

Um die verbleibenden Primdivisorpaare (p, ., Pg) bzw. (P,,Pe,.) bzw. 
(Pi, oo» Pe, 0) nach der — Methode untersuchen zu kénnen, wendet man die 
Substitutionen {2+ z bzw. {2 > =} bzw. |x > 5 » ig z| an und 
bringt die rechte Seite der erzeugenden Gleichung in den neuen Variablen 
wieder auf die Normalform (6.21). Es zeigt sich, daB fast alle Paare (p, .., Ps) 
und (p,,P2.) vertauschungszulissig sind. — Zusammen erhalten wir 

Lemma 10, Ist A eine separable zyklische Erweiterung vom Primzahlgrad p 
eines rationalen AF2 k(x,,x_) mit dem vollkommenen Konstantenkirper k der 
Charakteristik + p, der die p-ten Einheitswurzeln enthilt, so sind fast alle der 


zur Erzeugung (k(2,), k(x,_)) gehdrigen Primdivisorpaare (p,,p,) vertauschungs- 
zuléssig. 


2) Zum Ausnahmefall miiBte entweder fiir mindestens ein P, aus (6.21) P,(z,p,,22) 
einen p-tén Potenzfaktor enthalten, oder es miiBten zwei verschiedene P, modulo Pf, 
einander kongruent werden. Beides ist fiir héchstens endlich viele Pf, méglich, also gibt 
es insgesamt héchstens endlich viele triage Ausnahme-p,. 
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Mit diesem Lemma ist fiir einen speziellen Erzeugungstypus ein Satz 6 
und seine Korollare wesentlich verschirfendes Ergebnis gewonnen, naimlich 
daB nur endlich viele Paare (p,,p,) nicht vertauschungszulissig sind. Ein 
ahnlich scharfes Ergebnis kann man zumindest noch fiir einige weitere Er- 
zeugungstypen erwarten, z. B. fiir p-Erweiterungen (vgl. [2b] und [6b)]), fir 
zyklische Erweiterungen vom Grade n (keine Primzahl) und wenn der Aus- 
gangskorper kein rationaler AF? ist in speziellen Fallen. 


7. Die arithmetischen Zetafunktionen eines AF2 
und ihre Abhingigkeit von den Erzeugungen* 


In diesem Abschnitt sei stets k ein Galoisfeld von g Elementen, A ein AF2 
iiber k und (K,, K,) eine Erzeugung von A iiber k. Dann ist gemaB [6c] ((1.1) 
und (6.1)) bzw. [6d] (vgl. (4.1)) 

(7.1)- Z4(8;K,K)= [7 Zay,,(8) ($= komplexe Variable) 
Dis Bis 

die zur Erzeugung (K,,K;) gehérige arithmetischeZetafunktion von 4A; hierbei 

sind die Faktoren Z4q,,(8) in (7.1) die Kongruenzzetafunktionen der AF 1 

AG, , und (vgl. ise} (1.2)) von der Form 





(12) Zag,0)= HD (- R(a@,0)~)-*=$ 7 — 
ee aPy . (—9p;,) P95)” 
von A $., 
wobei gy,,= q*° die Elementanzahl des Raushensenyiepers von AJ, , be- 
zeichnet und L 4x, ,(8) ein Polynom vom Grade 29 (AQ, ;) in gz*, ist. Wegen der 
Vollkommenheit von k ist AD, ; = A, ;,,; (A,; = separabler AbschluB8 von Kk; 
in A), und somit sind fast alle p, K yg und fiir fast alle J, ; gilt: gq, , 
=f) = p, und**) g(AP;, ;) = G@(A/K,) = 
Zeichnet man fir die endlich vielen K, oe p, ein festes zugehGriges J, ; 
aus und setzt bei irgendeiner festen Numerierung der Nullstellen «, , von 
La B,, (8) in ID; 


29(A Di) x im 
(7.3) L4x,,(8)= ( ~ =] ’ |ep,,»1 = Van,, , 
v=1 Dis 
so unterscheidet sich das formale Produkt 
7 % 
(7.4) 1(a(1- $e) 10 — 993)" — %)-* 
=1\p, Dis Pi Pi 


von Z,(s; K,,K,) nur um endlich viele Zahler- und Nennerfaktoren der Form 


(1— Fe"), 1 — gp) baw. (1 - ab). 


1 


8°) Die Beziehung g(A, ,) = G(A/K,) fiir fast alle , , ist in [6d] (Korollar 2 zu Satz 2) 
bewiesen ; fiir die folgenden Uberlegungen geniigte auch schon die etwas schwachere Un- 
gleichung (5.6) aus [6c]; g bzw. @ bedeuten das Geschlecht bzw. das konservative Ge- 
schlecht des Kérpers (vgl. [6c]). 
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Da das unendliche Produkt 
(7.5) Zx, (8) =J7 (i — ry la =Jy(i + Gq,’ + G+ ee +) 
Pi Pi 


fiir R(s) > 1 absolut konvergent und dort keine Pole und Nullstellen hat, 
folgt in geliufiger Weise (vgl. (3), S. 229ff.), daB 


(7.6) TT (1 + |p,* + %,?* + +> *[) und Dd’ |g," 
Pi mr rei 
fiir R(s) > 1 konvergieren; hieraus und aus den obigen Bemerkungen folgt 


sofort, daB J] (1 — qq,,)-? fiir R(s) > 1 und JJ (1 — gh, *)- fir R(s) > 2 absolut 
Pa Pi 


konvergieren. 
Wegen (7.3) ist fiir fast alle B, ; 
| ' 
“pur | _ ia—s as 
(7.7) re |= Iap,"l (vy =1,...,2@) 
d. h. fiir R(s) > = sind 
, , hy, ? r ay * 
(7.8) yy |! und ( . ve 
r2aip, | Tp, , | i %,, 


absolut konvergent und haben dort wéder Pole noch Nullstellen. Da das 
Produkt endlich vieler absolut konvergenter unendlicher Produkte im ge- 
meinsamen Konvergenzbereich ebenfalls absolut und damit auch unbedingt 
konvergent ist (bei beliebiger Umordnung der Faktoren), konvergiert (7.1) fir 
R(s) > 2 absolut gegen eine in dieser Halbebene pol- und nullstellenfreie 
Funktion von s *), 

Da die unendliche Produktdarstellung (7.2) fiir jedes Z4q, ,(s) fiir R(s) > 1 
und da (7.1) fiir R(s) > 2 absolut konvergiert, konvergiert auch die durch 
formales Einsetzeri entstehende Produktdarstellung 
(7.9) Z4(8;K,,K,)— J] ( IT (1-2@(B.0)")") = IT (l—q-*!¥109)> 

Bi 6 By, \q (Dip (Br, Edy 5 
fiir N(s) — 2 absolut gegen die durch (7.1) gegebene Funktion. Somit ist 
Z,(8; K,,K,) eine durch die Beitriige aller Primstellen von 6,, bestimmte 
Funktion, d. h. entspricht der zugehérigen Relativarithmetik von A iiber k. 

Satz 7. Die zur Erzeugung (K,,K,) von A iiber k gehdrige Zetafunktion 
Z4(8; K,,K,) besitzt die Produktdarstellungen (7.1) und (7.9), die beide fiir 
Rs) > 2 absolut konvergieren und in dieser Halbebene eine pol- und nullstellen- 
freie Funktion von s liefern; Z4(8; K,,K,) ist gemaB (7.9) dem Primstellen- 
system b, ; in gleicher Weise zugeordnet wie die Kongruenzzetafunktion eines AF 1 
dem System aller Primdivisoren dieses AF 1. 

Da bei der obigen Konvergenzuntersuchung von (7.1) alle unendlichen 
Teilprodukte bis auf 
(7.10) H(i -—q-*) 

Pr 


%1) Die endlich vielen in (7.4) nicht beriicksichtigten Ausnahmefaktoren kénnen nur 
fiir R(s) < 1 Pole oder. Nullstellen liefern. 
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schon in der Halbebene R(s) > $ absolut konvergieren und dort keine Pole 
und Nullstellen liefern, kénnen die im Streifen 2 < (s) < 2 liegenden Pole 
und Nullstellen von Z,(s; K,,K,) nur vom Bestandteil (7.10) herrihren. Diese 
sind aber bekannt, da (7.10) mit Zx (s + 1) tibereinstimmt, und wir erhalten 
das 

Korollar zu Satz 7. Z4(s; K,,K,) hat in der Halbebene R(s) > 4 auger den 
Polen erster Ordnung bei 


(7.11) 8 = 2+ 22iv-logg (y=0,+1,+2,...) 


keine weiteren Nullstellen und Pole. 

Was nun die erwaihnte Abhangigkeit der arithmetischen Zetafunktionen 
von A iiber k von den Erzeugungen (K,,K,) anbetrifft, so wurde in [6c], 
Satz 5 fiir den speziellen Erzeugungswechsel (K,, K;) > (K,,K,;), d. h. bei fester 
erster Komponente K,, die folgende Transformationsregel hergeleitet : 


II 24 pi, (4) 
(7.12) Z,(8; K,,K,) = Z4(s; K,,K,) Du € S15 = -; 
ADs 8) 
Bis € Sis (Ky) 
hierbei traten im Zahler und Nenner der rechten Seite von (7.12) jeweils 
endlich viele Zetafunktionen von AFI als Stérfaktoren auf. Daraus folgte 
speziell, daB alle in der Halbebene R(s) > 1 liegenden Pole und Nullstellen 
der Zetafunktion bei diesem Erzeugungswechsel invariant sind. 

Wir wollen hier nun zuniichst die Zetafunktionen Z,(s; K,,K,) und 
Z,(8; K,,K,) miteinander vergleichen. Wir verwenden hierzu die Dar- 
stellungen (7.9) dieser Funktionen durch die Primstellen (Q, ;,q,;) € 6,; bzw. 
(B,.,q,) €5;, und ordnen diese unter Benutzung von (6.3) und Definition 5 
folgendermaBen nach den Paaren (p,,p;) um 


r . -~ sf \-1 
Z4(8; Ky, Kj) = [7 Z,,,p,(8) mit Z,, p(s) = 7 (1g *7«4)-3, 

7 Par Pi (Piz Ga) 2u (Pr, PA) 
(7.13). ‘i cast 
Z4(8; K,,K,) = J] Z,,y,(8) mit Z,., (8) = 7 (1—g 7? ae 

Pi Pa (Diy. NH) 2u (Py PD 


Fiir vertauschungszulissige Paare (p,,p,) gilt Z,., (s) = Z,,5,(#); somit gilt 

auch die entsprechende Identitat fiir das Teilprodukt iiber alle vertauschungs- 

zulassigen Paare in (7.13). Wir schitzen unter Benutzung von Satz 6 und seinen 

Korollaren die verbleibenden Restprodukte (der nicht vertauschungszulassigen 

(P;,P,)) ab, wobei wir jedoch zulassen, da® evtl. auch einige vertauschungs- 

zulassige Paare (infolge der Ungenauigkeit von Satz 6) in diese Restprodukte 

mitaufgenommen wurden. Es gilt zunidchst formal 

Pi2(8) PH8) 

PR(8) PEA) ” 

wobei die Stérfaktoren P(”)}(s) folgende Bedeutung und Eigenschaften haben: 
Es ist 





(7.14) Z4(8; K,,K,) = Z4(8; K,,K,) 


(7.15) PY}(8)= IT 112,,5(8= TT Zay,,(8) 


Prt Sys Py Pry 2U PES, 
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das Produkt von endlich vielen AF1-Kongruenzzetafunktionen, d.h. kon- 
vergiert absolut fiir R(s) > 1 und hat in dieser Halbebene weder Nullstellen 
noch Pole. — Weiter ist 
(7.16) PR) = IT (IT*Zp.() 

PiE Sus) Pe 
wobei der Stern an den inneren Produkten bedeutet, daB jeweils iiber héchstens 
N,, Primdivisoren p, zu multiplizieren ist®*). Setzt man nun fiir Z,,__,,. (8) jeweils 
den durch (7.13) erklarten Ausdruck ein, so ergibt dies 


m (1 = ren" 
(7.17) P®)(s) = TT ITh,(8; P,), wobei hy(es ms) =| Vp, 
Pi€Sy w= oder 1 
mit ganzrationalen Zahlen r,(p,)21° und einer von p, unabhingigen 
Schranke m fiir die Anzahl der inneren Faktoren**). Da (7.5) fiir R(s) > 1 
absolut konvergiert, konvergiert wegen r,(p,)21 auch jedes Produkt 
IT h, (8; p,) fiir R(s) > 1 absolut gegen eine Funktion von s, die in dieser Halb- 
Pic S 
ebene weder Pole noch Nullstellen besitzt, und das gleiche gilt auch fir 


I ( IT h,(s; Pi))> und wegen der absoluten Konvergenz und (7.17) ist dieser 
w=1\p,E Sy 
Ausdruck gleich P®)(s) (wenn einige oder auch unendlich viele Faktoren 
gleich 1 sind, so stért dies die SchluBweise nicht). — Auf 
(7.18) P)(s) = J] (7 Zo.01(*) 

Pr€ Sys \ Pi 
wenden wir das gleiche Verfahren an, wobei wiederum eine von p, unab- 
hangige (von m evtl. verschiedene) Schranke m’ fiir die Zahl der p, zugeord- 
neten Faktoren auftritt; P(*)(s) hat die gleichen Eigenschaften wie P(?)(s). — 
Es bleibt der P(')(s) entsprechende Ausdruck 


(7.19) P®(s)=JT IT Z,,»,(8)- 

Pe Pig Sy 
Da hierin die p, endlich viele feste Primdivisoren sind, gibt es fiir die Zahl 
der zu einem p, gehérigen q,(%,,) eine von p,; unabhingige Schranke m”, und 
entsprechend (7.17) ist 


3) 4 ” ; ue (1 -_ - on 
(7.20) P¥}(s) = fl J, hi! (8; p,), wobei hj’ (8; p,) = a : 
mit ganzrationalen Zahlen r,(p,)= 1. Wieder folgt, daB P{*)(s) in R(s) > 1 
absolut konvergent ist und dort weder Pole noch Nullstellen hat. — Zusammen 
ergibt dies: Z,(s8; K,,K,) und Z,(s; K,,K,) unterscheiden sich wm den Stor- 
faktor P()(s) P@)(s)/P©)(s) P&)(s), dessen Produktdarstéllung fiir R(s) > 1 ab- 
solut konvergiert und der in dieser Halbebene weder N ullstellen noch Pole hat. 


32) Mit P{? (s) und P® (s) sind aus Z,(s; K,,K,) die nach Satz 6 nicht vertauschungs- 
zulassigen Zp, »,(8) herausdividiert. 

33) GemaB der Herleitung von Satz 6 setzen sich die Ausnahme-p, aus den p,€ S,, (fiir 
jedes derselben ist die Zahl der zu p, gehérigen q,(Y, ,) durch d(p,) beschrankt) und einigen 
restlichen Ausnahme-p, zusammen (fiir die letzteren ist die Zahl der zugehdrigen 4,(%, ;) 
durch den Grad von d(y) beschrankt). 
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Wir haben somit bei den zwei Typen (7.12) und (7.14) von Erzeugungs- 
wechseln eine gleiche Eigenschaft der Stérfaktoren festgestellt. Da jeder all- 
gemeine Erzeugungswechsel nach dem Schema 


(Ky, K,) > (K;, K,) 


7.21 
» {(K,,K,) > (K,, Kj); (Ky,K;) > (Kj, Ky); (Kj, Ky) > (K;, K,)} 


durch Hintereinanderausfiihrung von solchen vom Typus (7.12) bzw. (7.14) 
beschrieben werden kann (der 1. und 3. Schritt sind vom Typus (7.12), der 
2. Schritt ist vom Typus (7.14)), erhalten wir den folgenden Hauwptsatz iiber 
die Erzeugungsabhangigkeit der arithmetischen Zetafunktionen. 

Satz 8. Ist A ein AF2 iiber einem Galoisfeld k von q Elementen, so gelten 
fiir die arithmetischen Zetafunktionen von A wegen (7.21), (7.12), (7.14) bet einem 
Erzeugungswechsel die Transformationsregeln 


(7.22) Z,(8; K,,K,) = Z4(8; Ky, K,) - P4(8; Ky, K,; Kj, K,) 


mit Storfunktionen P 4(s; K,,K,; K,;,K,), die in der Halbebene R(s) > 1 weder 
Nulistellen noch Pole haben somit ; sind alle in der Halbebene R(s) > 1 liegenden 
Pole und Nullstellen von Z,(s8; K,,K,) erzeugungsunabhingig, d. h. Invarianten 
des AF2 A iiber k. 

Bemerkungen zu Satz 8: 1) Satz 8 sagt nur etwas iiber die Nullstellen 
und Pole, nichts aber iiber die Werte der Zetafunktion an den anderen Stellen 
der Halbebene X(s) > 1 aus; diese kénnen sich bei einem Erzeugungswechsel 
natiirlich andern. — 2) Durch Satz 8 ist ferner noch nicht garantiert, daB die 
Zetafunktionen stets nichttriviale Invarianten der AF2 A iiber & liefern. 
Dazu mu8 man namlich die Zetafunktionen in den kritischen Streifen 
1 <X®(s) S 2 fortsetzen kénnen, da ja die Produktdarstellung nur in N(s) > 2 
konvergiert. Fir den Teilstreifen 3 <(s) < 2 wird diese Fortsetzung durch 
das Korollar von Satz 7 in trivialer Weise fiir den allgemeinsten Fall gewahr- 
leistet ; hierbei erhalt man allerdings nur die allen AF2 tiber k gemeinsamen 
Pole (7.11), aus denen man iiber die Konstantenanzahl von A hinaus nichts 
ablesen kann. Dagegen ist die Fortsetzbarkeit in den Streifen 1 <®(s) < $ 
allgemein noch nicht erwiesen; man kann nach Satz 8 nur sagen, es geniigt 
fir jeden AF2 die Fortsetzbarkeit fiir eine Erzeugung (K,,K,), d.h. fiir eine 
Zetafunktion Z,(s; K,,K,) nachzuweisen, um sie dann sofort fir alle Er- 
zeugungen folgern zu kénnen. Neben dieser durch Satz 8 bedingten Verein- 
fachung des Problems ist noch auf folgendes schon bekannte Teilergebnis 
hierzu hinzuweisen: Fiir eine recht weite Klasse von AF2 (vgl. [6a], [6b]) ist 
die Fortsetzbarkeit in den Streifen 1 <%(s) < $ schon nachgewiesen, und 
es ergab sich, daB je nach dem Typus des AF2 die Invarianten (Nullstellen) 
in diesem Streifen verschieden sein kénnen. Daraus ergibt sich eine Klassi- 
fikation der AF2: (a) diejenigen mit in 1 <X(s) <4 fortsetzbarer Zeta- 
funktion und Feinklasseneinteilung nach den ermittelten Invarianten, (b) die- 
jenigen mit nicht fortsetzbarer Zetafr:nktion; es ist natiirlich zu erhoffen, daB 
Fall (b) iberhaupt nicht eintritt. — 3) Bei positiver Beantwortung der Fragen 
aus 2) verbleibt das Problem, die Zetafunktionen auch noch mdglichst weit 
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in das Gebiet R(s) < 1 fortzusetzen und dabei noch weitere Invarianten des 
Kérpers A zu erhalten. Hierauf deuten einerseits die Ergebnisse in den 
Spezialfallen [6a] und [6b] hin, andererseits auch die spezielle Struktur der 
Transformationsregel (7.12). Es verbleibt die Aufgabe, Satz 6 und damit auch 
(7.14) und Satz 8 in geeigneter Weise zu verschirfen (vgl. auch das anschlieBende 
Korollar). — 4) Die Aussage von Satz 8 steht in Ubereinstimmung mit einem 
neueren Ergebnis von Lanc-Wett [5] tiber das Gebiet birationaler Invarianz 
, geometrischer“ Zetafunktionen (vgl. auch [6a]) von Kongruenzmannigfaltig- 
keiten. Die Zusammenhinge zwischen den hier untersuchten und den Wer- 
schen Zetafunktionen kénnen vermutlich durch Benutzung der Uberlegungen 
aus 6. geklirt werden. 

Scharfere Aussagen iiber das Verhalten der arithmetischen Zetafunktionen 
beim Ubergang von der Erzeugung (K,,K,) zu (K;,K,) folgen aus Satz 5 
(bzw. aus [6a]) und Lemma 10. 

Korollar zu Satz 8. Ist A ein Doppelkirper iiber k, (K,,K,) die zugehdrige 
Doppelkérpererzeugung, so gilt 
(7.23) Z4(8; K,,K,) = Z4(8; Kj, Ky); 


ist A separabel-zyklische Erweiterung vom Primzahlgrad p+ Char(k) des 
rationalen AF2 k(x, 2), enthélt k die p-ten Einheitswurzeln und ist K,= k(x), 
K,= k(2,), 80 unterscheiden sich Z (8; K,,K,) und Z,(8; Ky, K,) nur um endlich 
viele Zahler- und Nennerfaktoren der Form (1 — q-**), wo r = 1 ganzrational ist. 
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Nilpotenzkriterien 
Von 
Hans-JOrRGEN Hoennke in Halle (Saale) 


Einleitung 

Die vorliegende Arbeit bringt Kriterien fiir die Nilpotenz von Ringen, die 
sich auf Vielfachenketten- Bedingungen fiir Ideale griinden und die, im Gegensatz 
zu den bisher bekannten Bedingungen, zugleich notwendig und hinreichend 
sind. 

Unser Hauptergebnis beruht auf Uberlegungen, welche S. Mort im Kom- 
mutativen angestellt hat, welche sich fiir nichtkommutative Ringe teilweise 
bei Cx. Hopxins [1] wiederfinden') und von uns im Nichtkommutativen 
weitergefiihrt worden sind. So ergibt sich z. B. als notwendige und hinreichende 
Bedingung fiir die Nilpotenz eines Teilrings A des Jacobsonschen Radikals 
eines Rings R, daB A von endlichem Index (A*= A**! fiir endliches &) sein 
und in R fiir Elemente aus A die Produktkettenbedingung erfillt sein muB: 
Es gibt keine unendliche Kette von rechtsseitigen Hauptidealen der Gestalt *) 
(a,, a, R) > a, (a, a,R) > a,4,(a3,a,R)>..., (a; € A). Unsere Ergebnisse zeigen, 
wie weit sich die Voraussetzung der Minimalbedingung fiir Rechtsideale, 
unter der Hopkins [1], [2] die Nilpotenz eines Nilideals bewiesen hat, 
abschwiichen laBt. Es sei noch bemerkt, daB Morr den Beweis der Nilpotenz 
eines Nilideals in kommutativen Ringen mit Vielfachkettensatz fiir Ideale 
bereits 1933 fiihrte, also drei Jahre nach der Veréffentlichung des Kéthe- 
schen Problems) und fiinf Jahre vor den Untersuchungen von Hopxrys [2] 
im Nichtkommutativen. 

Wir stellen jetzt einige Begriffe zusammen, die spiter immer in dieser 
Bedeutung benutzt werden. 

Ein Element a eines Rings R heiBt nach 8. Perwis rechts (links) quasi- 
regular, wenn in R ein Element 6} existiert, so daB 


a+b+ab=0, (a+b+ba=0); 


ein solches Element 6 nennt man ein rechtes (linkes) ‘Quasiinverses von a. 
Ein sowohl rechts als auch links quasiregulires Element heiBt schlechthin 
quasiregular. Wenn a quasiregulir ist, so ist jedes rechte (linke) Quasiinverse 
ein linkes (rechtes) Quasiinverses, und ein solches ist eindeutig durch a 
bestimmt und vertauschbar mit a‘). 


an 1) Vgl. Mort, Beweis von Satz 1, 8S. 277—279 und Horxrs [1], Beweis von Theorem 
1.4, 8. 714. 

*) A > B bedeutet: A ist echte Obermenge von B. 

*8) Vgl. Korue. 
%) Vgl. Jacosson. 
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Ein Rechtsideal (Linksideal) heiBt quasiregulir, wenn seine Elemente 
simtlich rechts (links) quasiregulir sind. Nach Jacosson ist die Ve: 
menge aller .quasireguliren Rechtsideale ein zweiseitiges Ideal N“, das mit 
der Vereinigungsmenge aller quasireguliren Linksideale iibereinstimmt und 
als das Jacobsonsche Radikal eines Rings R bekannt ist. Wir erinnern daran, 
daB N” nur aus quasireguliéren Elementen besteht und insbesondere alle 
Nilideale von R enthilt. 

Ahnliche Verhaltnisse sind im Bereich der lokal nilpotenten Ideale anzu- 
treffen. Ein Ring heiBt lokal nilpotent, wenn jeder Teilring mit endlich vielen 
Erzeugenden nilpotent ist. Stets existiert das maximale zweiseitige lokal 
nilpotente Ideal N“, das Levitzkische Radikal eines Rings R, das alle lokal 
nilpotenten Ideale von R umfaBt*), so daB die Vereinigung aller lokal nilpotenten 
Rechtsideale mit der Vereinigung aller lokal nilpotenten Linksideale zusammen- 
fallt. 

Fiir den umfassenderen Bereich der Nilideale 1a8t sich im allgemeinen nur 
zeigen, daB die Vereinigung aller zweiseitigen Nilideale wieder ein Nilideal, 
das maximale zweiseitige Nilideal N** von R, ist. Levrrzx1 [2] nennt N** 
das verallgemeinerte Radikal im Gegensatz zur Summe aller zweiseitigen 
nilpotenten Ideale, dem spezialisierten Radikal N*, das ein zweiseitiges 
Nilideal ist und alle nilpotenten Ideale enthalt. Im allgemeinen ist 


(1) N¥c NM ¢N**c NY), 


Wenn N** alle Nilideale umfaBt, so wird es das Kéthesche Radikal N‘* 
von R genannt5). Unabhiangig von seiner Existenz aber ist die Vereinigungs- 
menge aller rechtsseitigen Nilideale gleich der Vereinigungsmenge aller links- 
seitigen Nilideale. Denn jedes Element eines rechts-(links-)seitigen Nilideals 
eines Rings R erzeugt ein links-(rechts-)seitiges Nilideal von R °). 


1. Nilideale 


Zunichst geben wir auf einer Potenzkettenbedingung beruhende Kriterien 
dafiir an, daB ein Ring, vorzugsweise ein Ideal, Nilring ist. Es sei R ein Ring, 
A ein Teilring von R. 

Wir sagen, in R gelte fiir die Elemente aus A der Potenzkettensatz, wenn 
fiir rechtsseitige Hauptideale, die von Potenzen eines Elements a aus A 
erzeugt sind, der Vielfachenkettcnsatz gelten soll: 

Es gibt keine unendliche Kette der Gestalt 


(a, aR) > (a?, a? R) > (a®, a®R)>D..., (a € A). 

‘) Vgl. Levrrzx1 (1). 

5) Vgl. Kérue. Es ist eine offene Frage, ob N° stets existiert. 

*) Zum Beweis sei L irgendein linksseitiges Nilideal. Das von a¢€ © in R erzeugte 
rechtsseitige Hauptideal (a, aR) besteht aus allen Elementen der Form ag + az, (x€ R, 
g ganzrational). Jedenfalls ist ga + xa nilpotent, daga, xa¢ L. Es sei (ga + xa)" = 0. 
Wir denken uns R in einen Ring mit Eins e eingebettet, was immer méglich ist. Dann 
folgt (ag + ax)"*+1 = a(ge+ z)...a(ge+ x) = a(ga + xa)"(ge + z)=a-0-(ge + z) = 0. 
Daher ist (a, a R) ein rechtsseitiges Nilideal. 
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In unseren Schliissen wird hiufig vorausgesetzt, daB A in R wenigstens 
eine der beiden folgenden Eigenschaften («’), («’’) besitzt: 
Wenn a,bc=6¢€ A, so folgt 


(«’) stets b= 0 fiir c € (a, aR), 
(a’’) stets b = 0 far c € (a, Ra). 


Satz 1. Hin Ideal A eines Rings R ist genau dann ein Nilring, wenn 
(a) aus c, bc = b€ A stets b = 0 folgt und 
(8) in R fiir die Elemente aus A der Potenzkettensatz gilt. 

Beweis. Offenbar ist (8) notwendig; desgleichen {«), denn da c¢ A, ist c 
nilpotent und 6 = bc = bc? = ---=0. Umgekehrt seien («), (8) erfiillt. Dann 
hat A in R die Eigenschaft («’) bzw. («’’), wenn A ein Rechtsideal bzw. Links- 
ideal von R ist. Wir zeigen allgemein: Wenn A ein Teilring eines Rings R ist, 
der wenigstens eine der beiden Eigenschaften («’), («’’) besitzt, und wenn in R 
fiir die Elemente aus A der Potenzkettensatz gilt, so ist A ein Nilring. 

Fir ein Element a¢ A existiert nach der Potenzkettenbedingung eine 
kleinste natiirliche Zahl n = n(a), so daB 

(a",a"R) = (a™*1,a"*1R) =... 

wird. Danach ist a"¢ (a"*!, a"*!R) = a"(a,aR). Hat A die Eigenschaft (a’), 
so folgt sofort a*=0. Darf man dagegen nur («”) verwenden und ist etwa 
a" = a" (ag + ax), so hat man a"*! = a"(ag + ax)a=a"*(ga+ xa), a"*1=0. 
Da a"=a"*1!g + a®*+1z, so ist in beiden Fallen a*=0. Offenbar ist n die 
kleinste Zahl, fiir die a*= 0 ist. Eine solche Zahl heiBt der Nilpotenz-Exponent 
von a. 

Aus dem Beweis von Satz 1 gewinnt man mit Hilfe des Lemmas 1 den 
Satz 2. 

Lemma 1. Wenn ein Element b ¢ R zu bN gehért, wo N“ das Jacobsonsche 
Radikal von R ist, so ist b = 07). 

Satz 2. Hin Teilring A des Jacobsonschen Radikals eines Rings R ist 
genau dann ein Nilring, wenn in R fiir die Elemente aus A der Potenzkettensatz gilt. 


2. Zwischenbetrachtung 


Es seien S und 7 irgend zwei nichtleere Komplexe von Elementen eines 
Rings J; S enthalte die Null. Wir bilden die Gesamtheit Q aller x ¢ J mit 


zTcS 
und setzen Q = ST. Analog ist T'S definiert. Wenn U ein weiterer nicht- 
leerer Komplex aus J ist, so gilt . 


(*) (ST) 07A=S(U0T)', U-(T-S8)=(ToU)S, 


wobei unter dem ,,Komplexprodukt“ U o T bzw. T o U die Gesamtheit aller 
Produkte der Form ui bzw. tu mit ¢¢ 7, u¢ U zu verstehen ist. Es geniigt, 
die erste der beiden Relationen zu beweisen. Setzt man Uo T' = P,ST“=Q, 
und ist x€ QU-, so ist rU ¢ Q, also xP CQOT CS, demnach x¢ SP, 


7) Vgl. z. B. Barr, Hilfssatz 1, 8. 4. 
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QU-1¢ SP. Umgekehrt folgt aus [(S P-1)o U]JoT =(SP“)o PCS, daB 
(SP4)o UC ST4“=Q, SP“¢ QU. Somit ist QU“= SP. 

Wenn S, T, U Moduln sind, so werden auch ST-" und T-' 8 Moduln sein, 
und die Komplexprodukte U o T bzw. To U kénnen in (*) durch die Pro- 
duktmoduln U T bzw. TU ersetzt werden. 

Satz 3.8) Hin Ring J + (0) ist genau dann nilpotent vom Exponenten n, wenn 

(0)c (0) -J-2C ++-C(O)-J-**1=J. 

Beweis. Wir setzen (0) -J-®°= (0). Dann gilt allgemein 

(0) -J-*¢(0)-J-*-, (@ 20). 
Denn wegen ((0) - J-*) J‘= (0) ist auch ((0) - J-*) J**1= (0). 

Wenn nun J + (0) ein nilpotenter Ring vom Exponenten n ist, so ist 
J" = (0), also n => 2 und J*-! + (0). Fir 0 <i <n-— list wegen J*-‘-!J‘+!=(0) 

Jn-t-1¢ (Q) - J-#-1, 
Wire (0) - J-*= (0)- J-*-1, so wire J"-*-1¢ (0) -J-‘, also J®-! = J*-'-1 Jt = (0), 
im Widerspruch zu J*-1 + (0). 

Umgekehrt sei J + (0) ein Ring, welcher der Kettenbedingung des Satzes 2 
mit passendem n geniigt. Da nach Definition (0) -J-°= (0), aber J + (0), 
ist n>2. Wegen (0) -J-**t1=J ist J - J"-!= (0), d. h. J"= (0). Wire J"-1= (0), 
so wire n=>3, und J -J*-*= (0) ergiibe J ¢ (0) -J-"+?, d.h. (0)-J-"+? 
= (0)-J-"*1, entgegen der Voraussetzung. Demnach ist J nilpotent vom 
Exponenten n. 

Fiir die Verwendung im nichsten Abschnitt eignet sich besser die Fassung 
im 

Korollar. Hin Ring J +0 ist genau dann nilpotent vom Exponentenn, 
wenn 

(a) J den endlichen Index n hat®) und 
(b) fiir jedes (0) - J-*+ J stets (0) - J-4 + (0) - J-!-? ist. 

Beweis. Im Hinblick auf Satz 3 beschriinken wir uns auf den Nachweis, 
daB (a), (b) hinreichend sind. Es ist J"= (0). Denn nach (a) ist (0)-J-* 
= (0)-J-"-1, also nach (b) (0)-J-"=J,d.h.J-J"=(0) bzw., da nach (a) 
J"=J*"*? ist, auch J"=(0) und n = 2. AuBerdem ist J"-!+ (0), da J"-1+ J" 
sein sollte. Somit ist J nilpotent vom Exponenten n. 


3. Nilpotente Ideale 


Es sei A ein Teilring eines beliebigen Rings R. 
Wir sagen, daB in R der Produktkettensatz fiir Elemente aus A gilt, wenn 
es keine unendliche Kette von rechtsseitigen Hauptidealen der Gestalt 


(@,,@,R) > a, (@g,agR) > a,49(a3,a,R)>. . ., (a;€ A) 
gibt. 


’) Fiir die Verwendung dieser Kettenbedingung als Nilpotenzbedingung vgl. Mort, 
8. 279 und Hopxms [1], 8. 714—715. 

*) Die kleinste natiirliche Zahl n, fiir die J*= J"*+* ist, nennt man den endlichen 
Index von J (falls ein solches n existiert). 


28* 
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Satz 4. Ein Ideal A eines Rings R ist genau dann nilpotent vom E xponenten 
n, wenn 


(a) aus c, bc =b€¢ A stets b = 0 folgt, 
(B) in R fiir Elemente aus A der Produktkettensatz gilt und 
(y) A den endlichen Index n hat. 


Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingungen ist klar. Wenn nun A ein 
Rechtsideal (Linksideal) ist, welches («) erfillt, so hat es die Eigenschaft (a’), 
((a’’)). Wir beweisen allgemein: Der Teilring A von R besitze wenigstens eine 
der Eigenschaften (a’), («’’), er habe den endlicheri Index n und erfiille (£). 
Dann ist A nilpotent vom Exponenten n. 

Natiirlich ist A nach dem Beweis des Satzes 1 ein Nilring. Wir zeigen, 
daB A nilpotent ist. Es sei A + (0), und B sei ein Komplex mit 


(0)S BCA. 
Dann gibt es ein Element a,¢ A mit a,¢ B. Wir bilden innerhalb’ des Teil- 
rings A den Komplex 
= {a,}*B, 
das ist die Gesamtheit aller x ¢ A, fiir die a,z¢ B. Wenn Q, A, so gibt es 
ein Element a,¢ A mit a,¢ Q,. Dann ist a,a,¢ B, da sonst a,¢ {a,}-'B= Q, 
wire, was ausgeschlossen wurde. Weiter ist 
(a, 4, R) > a, (ag, a, R); 
denn wire (a,, a4, R) = a,(a,, a,R), so hatte man fiir passendes ganzrationales g 
und «¢€R 
a, = 4, (4,9 + 422) 
und folglich a,= 0, wenn A die Eigenschaft («’) besitzt. Ist («”’) erfiillt, so 
ergibt sich aus a@,4,= a,(a,g + 4,2) dg = @,4,(ga,+ xa,), daB a,a,=—0 ist. 
Sowohl a,= 0 als auch a,a,=0 stehen aber im Widerspruch zu a,, a,a,¢ B, 
da 0¢ B. 
Darauf bilde man 
Q.= {4,}-*Q, = {a,4,}° B 


und unterscheide wieder zwei Fille: Q,= A bzw. Q,+ A, usw. Man erhalt 
so eine Vielfachenkette !°) 


(@,, @,R) D> a, (ag, @gR)>D ++ > Da,ag* > * Ay (@y, aR), 


wo a,a,...a,¢ B ist, die man immer weiter fortsetzen kann, solange Q: 
= {a,a,...a,}~1B von A verschieden ist: GemaB (8) muB daher fiir einen 
endlichen Index k Q,= A werden. Damit ist gezeigt: Zu jedem Komplex B 
mit (0) ¢ BCA existiert in A ein Element a ¢ B,sodaBaA ¢ B, odera¢ BA-'. 


1°) Eine solche Hauptidealkette konstruiert Mort, S. 278, wo aber die Kommuta- 
tivitat der Multiplikation benutzt wird. 
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Demnach ist das Korollar zu Satz 3 auf J = A anwendbar, da fir 
B=(0)-A-‘+A stets ein ac A mit a¢(0)-A-‘, a€ BA-!=(0)-A-‘*- 
vorhanden, also auch die Forderung (b) des Korollars erfiillt ist. 

Uber Lemma 1 erhalten wir aus dem Beweis von Satz 4 den 

Satz 5. Hin Teilring A des Jacobsonschen Radikals eines Rings R ist 
genau dann nilpotent, wenn 


(a) A von enllichem Index ist und - 
(b) in R fiir Elemente aus A der Produktkettensatz gilt. 


Satz 6. Alle Nilideale eines Rings R sind nilpotent genau dann, wenn 


(a) alle rechtsseitigen Nilideale endliche Indizes besitzen und 

(b) in R fiir die Elemente eines jeden rechtsseitigen Nilideals der Produkt- 
kettensatz gilt. 

Beweis. GemaB Satz 5 sind alle rechtsseitigen Nilideale nilpotent und 
liegen in N*. Als ein rechtsseitiges Nilideal ist N* selber nilpotent. Da die 
Vereinigung aller rechtsseitigen Nilideale mit der Vereinigung aller links- 
seitigen Nilideale identisch ist, umfaBt N* auch alle linksseitigen Nilideale, 
die demnach gleichfalls alle nilpotent sind. 

Satz 7. Wenn das Jacobsonsche Radikal N eines Rings R von endlichem 
Index ist und in R fiir Elemente aus NW der Produktkettensatz gilt, so existiert 
das Kéthesche Radikal N“, und die Ideale N*, N\, N** = N™, NW sind 
identisch und nilpotent. 

Beweis. GemaB Satz 5 ist N“ nilpotent, so daB N“) ¢ N*. Mit Riicksicht 
auf (1) ist also N*= NY— N**— NY). Da NW alle Nilideale enthilt, so 
liegen diese auch in N**, was die Existenz von N‘“) verbiirgt. 


4. Zweiseitige Produktketten 


Mitunter passen sich Nilpotenz-Kriterien, die auf Vielfachenketten nach 
zweiseitigen Idealen beruhen, den Gegebenheiten besser an als solche nach 
Rechtsidealen. 

Es sei A ein Teilring eines Rings R. Wir sagen, in R gilt fir Elemente 
aus A der Satz von den zweiseitigen Produktketten, wenn es keine unendliche 
Kette von zweiseitigen Hauptidealen der Gestalt 


(a,, a,R, Ra,, Ra,R) > (a,a,, a,a,R, Ra,a,, Raya,R)>..., (a;¢ A) 
gibt. 
Satz 8. Hin Ideal A eines Rings R ist genau dann nilpotent, wenn 
(a) a,b¢€ A, b€ (ba, baR, Rba, RbaR) stets b = 0 nach sich zieht, 
(8) in R fiir Elemente aus A der Satz von den zweiseitigen Produktketten 
gilt und 
(y) A von endlichem Index ist. 


Beweis. Die Bedingungen («), (8), (y) sind notwendig fiir die Nilpotenz 
von A. («) ist sogar allgemeiner fiir jeden Teilring A des Levitzkischen Radikals 











410 Hans-Jiincen HOEHNKE: 


N® von R richtig: Es sei etwa 
t 
(A) b= J's; bas;, 
i=1 
wobei s;, 8; ganzrational oder Elemente aus R sind. Wiederholtes Ersetzen 
von 6 in (4) fihrt zu 


b=» 8,8... %,bas,,...a8;,a8;,=0, 


wenn m der Nilpotenz-Exponent des von den ¢ Elementen a@s,, a8, .. ., @8; 
erzeugten Teilrings des lokal nilpotenten Rechtsideals N™ ist. 

Wir haben noch nachzuweisen, daB die Forderungen in Satz 8 fiir die 
Nilpotenz von A hinreichen. Das gilt sogar fiir einen beliebigen Teilring 
A von R und ist ahnlich wie im Beweis des Satzes 4 einzusehen. Wir sparen 
Wiederholungen und bemerken nur, da8 anstelle der rechtsseitigen Haupt- 
ideale a,a,...a,—,(@,, a, R) die zweiseitigen Hauptideale (a, a,...a,,4,4,...a,R, 
Ra,a,...a,, Ra,a,...a,R) zu bilden sind. Wire etwa 


(a,, a, R, Ra,, Ra, R) = (a,d9, a,a,R, Ra,a,, Ra,a,R) , 


so ergibe sich aus (a) fiir a = a, b = a, der Widerspruch a,= 0. 
Bemerkung. Wenn A ein Rechtsideal ist, darf man («) in Satz 8 durch 


(a®) b<{(b,Rb) A} A_ zieht stets b = 0 nach sich, 


ersetzen, da ba und das von ba erzeugte zweiseitige Hauptideal im zweiseitigen 
Ideal (b, Rb) A liegt und da andererseits («°) auch notwendig fiir die Nilpotenz 
von A ist. 

Aus dem Beweis von Satz 8 ergibt sich der 

Satz 9. Hin Teiiring A des Levitzkischen Radikals eines Rings R ist genau 
dann nilpotent, wenn 

(a) A von endlichem Index ist und 

(b) in R fiir Elemente aus A der Satz von den zweiseitigen Produktketten gilt. 

Satz 10. Wenn das Levitzkische Radikal N™ eines Rings R von endlichem 
Index ist und in R fiir Elemente aus N“™ der Satz von den zweiseitigen Produkt- 
ketten gilt, so ist N* = N™, wnd beide Ideale sind nilpotent). 

Beweis. Da N™ nach Satz 9 nilpotent ist, hat man N‘¢ N*, und beide 
Ideale werden im Hinblick auf (1) identisch. 

Aus den Satzen 6 und 10 folgt schlieBlich der 

Satz 11%"). Alle Nilideale eines Rings R sind nilpotent genau dann, wenn 

(a) alle rechtsseitigen Nilideale von R/N™ endliche Indizes besitzen, 

(b) in R/N™ fiir die Elemente eines jeden rechtsseitigen Nilideals der Produkt- 
kettensatz gilt, 

(c) der Index von N“ endlich ist und 

(d) in R fiir Elemente aus N™ der Satz von den zweiseitigen Produktketten 
gilt. 





") Verallgemeinerung des LevirzKischen Theorems 4, [2], S. 555. 
12): Dazu vgl. Levirzki [2], Theorem 5, S. 555. 
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Faber-Theorie auf nicht-kompakten Riemannschen Flichen 
Von 
Horst Tietz in Miinster 


1. Zu den verschiedenen Methoden, eine holomorphe Funktion in einem vor- 
gegebenen Gebiet durch Funktionen mit umfassenderem Holomorphiegebiet 
zu approximieren, gehéren die Faberschen Polynomentwicklungen. Ihre Be- 
deutung liegt in der Mittelstellung, die sie zwischen den unter allgemeinsten 
Voraussetzungen giiltigen Existenzaussagen des Rungeschen Satzes und dem 
sehr speziellen Kalkiil des Taylorschen Satzes einnehmen. In einigen neueren 
Arbeiten von H. RéuRi') und dem Verfasser?) wurde daher begonnen, die 
Faber-Theorie auf Riemannsche Flichen zu iibertragen; in der letzten der 
zitierten Arbeiten*) insbesondere wurde gezeigt, daB eine elementare Operation, 
Laurent-Trennung genannt, die angemessene Methode zur Gewinnung dieser 
Theorie ergibt. Von der konkurrierenden Theorie der Orthogonalreihen unter- 
scheidet sich die Faber-Theorie vor allem dadurch, daB sie nicht auf metrischen 
Gesichtspunkten beruht, und es erhebt sich daher die Frage, ob sie sich 
auch auf nicht-kompakte Riemannsche Flachen ausdehnen laBt. 

Unter den bislang in der Faber-Theorie gemachten Voraussetzungen war 
namlich die Kompaktheit der das Entwicklungsgebiet umgebenden Riemann- 
schen Flache die starkste Einschrankung. Ihr Nutzen liegt in der Méglichkeit 
der algebraischen Normierung des Elementardifferentials, das die Laurent- 
Trennung erzeugt. Die Laurent-Trennung iibertragt diese Normierung auf die 
Cauchy-GréBen*), die durch Invarianz gegeniiber der Laurent-Trennung ge- 
kennzeichnet sind und, vermége dieser Invarianz, gerade mit denjenigen 
GréBen zusammenfallen, von denen die Faber-Theorie handelt ; fiir die Cauchy- 
GréBen ist sowohl die genannte Invarianz als auch die Normierung charakte- 
ristisch. Obgleich diese Gleichwertigkeit beider Eigenschaften einfache Schliisse 
ermoglicht, zeigt es sich, daB sich die Faber-Theorie allein auf die Invarianz 
der Cauchy-GréBen griinden laBt. Definieren wir folglich die Cauchy-GréBen 
durch diese Eigenschaft, so sind sie relativ zum Elementardifferential 
bestimmt, und es entfallt die Veranlassung, dieses noch durch Normierung 
festzulegen, und«damit der Grund fiir die Beschrinkung auf kompakte Rie- 
mannsche Flachen. 


1) Vgl. [7]. 

*) Vyl. [5, 9]. 

%) Vgl. [9]. 

*) Wir reden von ,,GréBen“‘, wenn wir zwischen Funktionen und Differentialen nicht 
unterscheiden wollen. Cauchy-GréBen heiBen bei H. G. Trxtmann [10] bianalytisch. 
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Daher gibt es, wie die vorliegende Arbeit zeigen soll, eine Faber-Theorie 
fiir die Cauchy-GréBen auch auf nicht-kompakten Riemannschen Flachen. 
Genau genommen gehért sogar bei vorgegebenem Entwicklungsgebiet zu jeder 
Wahl des Elementardifferentials eine solehe Theorie; insofern ist diese Theorie 
armer als im kompakten Falle, in dem die algebraische Normierung eine sinn- 
volle Entscheidung unter den méglichen Theorien gestattet. 

2. Grundlegend ist ein Satz von H. Brunke und K. Sretn'), der aussagt, 
daB es auf einer nicht-kompakten Riemannschen Fliche R stets ein Elementar- 
differential dF (y,4) gibt, das bei festem 4 in Abhéiingigkeit von der Stelle y ein 
bis auf den einfachen Pol 4 mite Residuum +1 holomorphes Differential und bei 
festem y in Abhiingigkeit von 4 eine bis auf den einfachen Pol » holomorphe 
Funktion ist. 

Das nicht-kompakt auf R liegende Gebiet ( besitze den Rand C, der aus 
endlich vielen disjunktiven rektifizierbaren Jordankurven bestehen mége. Be- 
ziiglich dF (n,4) lassen sich fiir die C-GréBen, das sind die auf C holomorphen 
GréBen, die beiden komplementiiren Operatoren L und L* der Laurent- 
Trennung (§ 1) und im Anschlu8 daran die Cauchy-GréBen als die unter L 
bzw. L* invarianten C-GréBen (§ 2) definieren. 

Die Frage nach der Existenz von Cauchy-GréBen auf @ ist gleichwertig 
damit, ob es auf G+ C holomorphe GréfBen gibt, die durch ihr mit dem 
Elementardifferential gebildetes und nur lings dem relativen Rand C von G 
genommenes Cauchy-Integral dargestellt werden. Mit Hilfe der Laurent- 
Trennung laBt sich diese Frage zuriickfiihren auf die analoge nach Cauchy- 
GréBen auf G*+ C, dem Komplement von @ auf R. Diese und damit jene 
laBt sich vollig kliren (Satz 2 und Bemerkung a) in § 3), wenn G* von end- 
lichem Geschlecht ist*); dieser selbe Fall ist es gerade, in dem eine Abbildung 
von G* auf einen Kreisbereich mit schlichten Randkreisen zur Verfiigung 
steht’), wie man sie zur Gewinnung der Faber-GréBen von G bendtigt. 

Damit lift sich die Faber-Theorie durchfiihren fiir die Cauchy-Grépen eines 
Entwicklungsgebietes G, das auf der Riemannschen Fliché R von endlich vielen, 
einzeln zerlegenden Jordankurven (nicht-kompakt) berandet wird und dessen 
Komplement G* endliches Geschlecht besita (§ 3). 

Die letzten Abschnitte behandeln einige sich unmittelbar ergebende Fragen 
und zeigen, daB sich Resultate der klassischen Faber-Theorie (Siitze von 
Hevser®), Ittev*), ULLMANN?®) auf durchsichtigste Weise durch den Kalkiil 
der Laurent-Trennung gewinnen und verallgemeinern lassen. 

Die Darstellung ist von den vorangegangenen Arbeiten unabhangig, zuma] 
sie von ihnen wesentlich in den Bezeichnungen abweicht. 








5) Vgl. [1], Satz 11; dort wird das Elementardifferential mit A (f,z) df bezeichnet. 
*) Satz 2 stimmt im wesentlichen iiberein mit einem von H. G. Trttmayy in [10], 
8. 89/90 gewonnenen Ergebnis. 
7) Vgl. [8]. 
*) Vgl. [3]. 
*) Vgl. [4]. 
10) Vgl. [11]. 
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§ 1. Die Laurent-Trennung 

1.1. Auf der nicht-kompakten Riemannschen Flaiche R berande™) das 
endliche System C rektifizierbarer und paarweise punktfremder Jordankurven 
das (zusammenhingende) Gebiet G und sei relativ zu @ positiv orientiert; das 
(nicht notwendig zusammenhiingende) Komplement von G + C sei G*. 

Wir wiahlen auf R ein Elementardifferential dF (y, 4), wie es in der Ein- 
leitung erwaihnt wurde, und definieren mit seiner Hilfe die auf die C-Gréfen, 
das sind die auf C holomorphen Funktionen bzw. Differentiale, wirkenden 
Operatoren L und L* der Laurent-Trenniung wie folgt: 


fiir C-Funktionen 9: : fiir C-Differentiale do: 
1 1 
Le=3h; [ wares), Ldo=— 32; [ dow) aF (3,0), 3 €G; 
(1.1) »(C) p(C) 
L* 9 =— on xz | v@aFon, 3)» L*do= 557 [ dow) aF, Dy), aca. 
9) »(C) 


Dadurch ist Lqw*) als holomorphe GréBe in G erklirt, wahrend L*@ diese 
Eigenschaft in jeder Komponente von G* besitzt; da jedoch die Integranden 
auf C noch holomorph sind, lassen sich die GréBen Lw, L*@ noch iiber C 
- hinaus holomorph fortsetzen; man braucht, um das einzusehen, den Inte- 
grationsweg C nur etwas nach G* bzw. G zu verschieben. Lw und L*m sind 
also auf C gemeinsam holomorph, und (1.1) zeigt, daB dort 


(1.2) . o=Lw+ Ito 


gilt. Diese Beziehung, die aussagt, daB LZ und L* komplementire Operatoren 
sind, rechtfertigt — wegen ihrer Analogie zu der bei der Gewinnung der 
Laurent-Reihe einer auf einem Kreisring holomorphen Funktion tiblichen Auf- 
spaltung dieser Funktion in zwei Bestandteile — die Bezeichnung ,,Laurent- 
Trennung“. 

1.2. Die Operatoren Z und L* sind, wie aus (dL. 1) unmittelbar folgt, linear 

L(a a+ bo) =aLa,+bLay,, 
L* (a w+ 6 @,) = a L*o,+ 6 L*o,. 

Man erkennt weiter, daB L und L* vertauschbar sind: 
(1.4) LI*o=L(wo—-Lo)=Lo—-Po=L*Lw 
wie sich — in der Reihenfolge der Gleichungen — aus (1.2), (1.3), (1.2) ergibt. 

1.3. L und L* sind ferner stetig in folgendem Sinne: ,, sei eine gleich- 
maBig auf C gegen die C-GréBe w konvergierende Folge von C-GréBen; dann 
konvergieren die Laurent-Komponenten L w, bzw. L* aw, gleichmaBig gegen 


L w bzw. L* w im Inneren von G bzw. G* ; auch dieses ergibt sich ohne weiteres 
aus (1.1). 


(1.3) 


4) ,,Beranden“ ist im nicht-kompakten Sinne geimeint. 
12) w bezeichne stets eine beliebige C-GréBe (Funktion oder Differential). 
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1.4. Es sei » eine C-Funktion. Dann besteht ein Zusammenhang zwischen 
Ld y und dL 9g; aus (1.1) folgt durch partielle Integration ™*), daB fiir 4 € G gilt: 


1 
Ldg= snr [ 704 4 Fon, 
»(C) 


1 
dLg=s7; | pd dy FO,3); 
(©) 
mit 
d, d, W (yn, i) = d, d, F (4,9) — d, d,, F(p, 4) 
ist also 


1 
Ldg=dLo+ sy / pd) dy d, W(y, 4) fir 9 € G; 
(Cc) 
hierin ist d, d, W(p, 4) ein Differential 1. Gattung in beiden Variablen. Ebenso 
— oder einfacher aus (1.2) — ergibt sich 


1 
Ltd =dl* 9 - 5 [ vd, d, W(p, 3) fir 4 ¢G*. 
p(c) 





Setzen wir abkiirzend 


1 
(1.5) dgc= sz | 9D) dy d, W(D,3), 
p(C) 
so lauten diese Beziehungen 


(1.6) Ldg=dLo+dgg, I*dg=dl*g—dgg. 


Da in der (1.5) der Integrand singularitatenfrei ist, andert sich das Integral 
stetig, wenn 4 den Integrationsweg C iiberschreitet ; da es sowohl in G als auch 
in G* holomorph ist, sind diese Zweige holomorphe Fortsetzungen von einander ; 
das bedeutet, daB dg, holomorph auf der ganzen Fliche R ist; (1.6) besagt 
daher, daB sich Ld und dL bzw. L*dq@ und dL*@ um ein Differential 
1. Gattung unterscheiden; dabei war vorausgesetzt, daB g eine C-Funktion, 
d @ also lings C periodenfrei ist. 

1.5. Wir benétigen noch die folgende Aussage: » und do seien C-GréBen; 
dann besitzen die C-Differentiale g(L*do) und(Lq@)do lings C gleiche 
Periodén: 


(1.7) Jf y(L*do) w | (Lq) do. 
Auch dieses ergibt sich sofort, wenn man fiir L*do und L @ die Ausdriicke (1.1) 


mit entsprechend nach G bzw. G* verschobenen Integrationswegen in diese 
Integrale einsetzt und in einem von ihnen die Integrationen vertauscht. Ana- 


log gilt : 
(1.8) { 9(Ldo) =f (L* gy) do. 








18) Ein Index bei d gibt die Variable an, auf die sich d bezieht. 
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§ 2. Cauchy-GréBen 


2.1. Definition: Die C-GréBe wm heiBt Cauchy-Grépe in G bzw. G*, wenn 
sie durch L bzw. L* reproduziert wird: 


Lo=o bzw. L*¥oa=o. 


Sie ist dann offenbar in G bzw. G* holomorph. Hiernach und nach (1.2) ist 
fir Cauchy-GréBen 
21 in G: o=Lq@ oder L*¥wm=0, 
#4) inG*: @m=L*m oder Law=0 
charakteristisch. 

2.2. Fiir eine Cauchy-Funktion f in G und ein beliebiges C-Differential do 
gilt nach (1.7) und (2.1) 


(2.2) Stdo=f j(L*do); 
Cc Cc 


ebenso ist fiir ein Cauchy-Differential dg in G und eine beliebige C-Funktion 
@ nach (1.8) und (2.1) 


(2.3) { pdg = J (L* 9) dg; 
Cc 4 
fiir je zwei Cauchy-GréBen f und dg in G gilt also stets 
(2.4) Sfdg=0. 
c 


2.3. Die Stetigkeit der Laurent-Trennung fihrt fiir Cauchy-GréBen in G 
zu folgender fundamentalen Konsequenz: zuniichst sei @ eine beliebige C- 
GréBe; aus 
,—>  gleichméBig auf C 
folgt 
Lw,—> L@ gleichméfig im Inneren von G; 


ist speziell w eine Cauchy-GréBe in G, so ergibt sich 

Satz 1 (Approximationssatz): w sei eine Cauchy-GriBe in G und werde 
auf C durch die Folge w, von C-Grépen gleichmapig approximiert ; dann wird w 
im Inneren von G gleichmépig durch die Folge L w, approximiert. 

2.4. Es erhebt sich die Frage nach der Existenz von Cauchy-GréBen in G. 
Da fiir eine solche w = L m gilt, braucht man sie nur unter den GréBen der 
Form L @ zu suchen. Diejenigen LZ @ sind nach (2.1) gerade die Cauchy- 
GréBen, fiir die 


(2.5) L(Lw)=L@ oder L*Lw =0 

ist. Wegen der Vertauschbarkeit (1.4) von Z und L* ist das gleichbedeutend 
mit 

(2.6) LIi*wm=0 .oder L*(L*m) = L*w. 


Satz 2a. Lw ist genau dann Cauchy-Grife in G, wenn L*w Cauchy-Gripe 
in G* ist. 

















Faber-Theorie auf nicht-kompakten Riemannschen Flachen 417 


Falls nun G* auf R kompakt liegt, gilt in G* der Residuensatz: fiir jede in 
G* holomorphe GréBe, also a fortiori fiir jedes L* m, ist (2.6) erfiillt; also ist 
daher (2.5) fiir alle GréBen L w richtig. 

Satz 2 (Cauchysche Integralformel)"™): Liegt G* auf R kompakt, so 
werden genau die GréBen der Form L w durch ihre Cauchy-Integralformel dar- 
gestellt ; sie sind also gerade die gesuchten Cauchy-Grépen"). 

Es gibt wirklich Cauchy-GréBen, denn jede C-GréBe w, die nicht holomorph 
in ganz G* fortsetzbar ist, liefert in L w eine nicht verschwindende Cauchy- 
GréBe. Andererseits ist aber die Menge der Cauchy-GréBen kleiner als die 
Menge der in G + C holomorphen GréBen: beispielsweise ist Ly = 0 fiir jede 
ganze (rope y. 


§ 3. Faber-Entwicklungen 


3.1. Die Voraussetzungen des Approximationssatzes lassen sich folgender- 
maben erfiillen: 

In G wahle man zu C ein geeignetes Kurvensystem (’’, das zusammen 
mit C ein System von Ringgebieten berandet, und betrachte dort die vor- 
gegebene zu approximierende Cauchy-GréBe w. Man bilde jedes dieser Ring- 
gebiete konform auf einen Kreisring einer Hilfsebene ab und entwickle dort 
die jeweilige Komponente der auf diese Kreisringe verpflanzten Cauchy- 
GréBe w in eine Laurent-Reihe. Die n-ten Partialsummen dieses Reihen- 
systems stellen, auf R zuriickverpflanzt, auf jedem Kurvensystem C’, das 
zwischen C und C” verliuft, C’-GréBen w,, dar, die dort gleichmaBig gegen w 
konvergieren. Da C’ beliebig nahe bei C gewahlt werden kann, folgt aus dem 
Approximationssatz und der Linearitat (1.3), daB die Reihen, die man aus 
obigen Laurent-Reihen durch gliedweise Anwendung des Operators L lings C’ 
erhalt, im Inneren von @ gleichmaBig gegen @ konvergieren. — Bei diesen 
Uberlegungen haben wir nicht benutzt, da8 w noch auf C holomorph ist; 
wir brauchen die Holomorphie von w nur auf jedem zu C (hinreichend) be- 
nachbarten C’. 

Die approximierenden GréBen La, sind in G holomorph; sie sind nach 
(1.2) iiber C hinaus nach G* genausoweit analytisch fortsetzbar wie die 
GréBen w,; sie sind also auf ganz R meromorph genau dann, wenn die , in 
ganz G*+4+ C meromorph sind. Um das zu erreichen, wird man versuchen, 
die Abbildungen obiger Ringgebiete auf Kreisringe zu einer Abbildung von G* 
fortzusetzen. Diese ist dann insbesondere auf C holomorph; da C in Kreis- 
riinder iibergeht, muB C also aus analytischen Kurven bestehen. Nehmen wir 
weiter an, was wir schon zur Kennzeichnung der Cauchy-GréBen (Satz 2) 
taten, daB (* auf R kompakt liegt, so gibt es"*) eine Abbildung t von (* auf 
eine (nicht notwendig zusammenhingende) Uberlagerunysfliche der t-Ebene, 
die jede Kurve aus ( der Linie des Einheitskreises schlicht tiberlagert. 
Setzen wir C als analytisch voraus, so leistet diese Abbildung das 

4) Vgl. Fubnote 6. 


5) Unter Cauchy-GréBen schlechthin verstehen wir solche in G. 
6) Vgl. [8]. 
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Verlangte: sie ist itiber C hinaus holomorph fortsetzbar, so daB man in G 
ein Kurvensystem C” finden kann derart, daB die zwischen C und C”’ gelegenen 
Ringgebiete unter t in Kreisringe tibergehen. Man wird aber weiter noch 
dafiir sorgen miissen, daB das in w, zusammengeschlossene System von nun- 
mehr auf G* erklarten GréBen dort eine GréBe ausmacht; anders ausgedriickt : 
die auf zwei Kurven von C erklarten Zweige der GréBe w, miBten sich in G* 
meromorph ineinander fortsetzen lassen, falls die beiden Kurven in G* 
verbindbar waren. Das fiihrt uns zu der zusitzlichen Voraussetzung, daB schon 
jede einzelne Kurve aus C beranden soll. Wir fassen diese Einschrankungen 
zusammen zu der fiir das folgende giiltigen 


Voraussetzung: Das Kurvensystem C auf R bestehe aus endlich vielen punkt- 
fremden analytischen Jordankurven, deren jede fiir sich eine kompakte Kom- 
ponente von G* berandet. 

Bemerkungen: a) Wir kénnen die Voraussetzung, daB G* auf R kompakt 
liegt, dadurch abschwichen, daB wir nur fordern, jede Komponente von G* 
solle von endlichem Geschlecht sein. Dieser Fall laBt sich auf den obigen zuriick- 
fiihren, weil R zu einer Riemannschen Fliche R fortgesetzt werden kann, 
in der G ein kompaktes Komplement besitzt. Denn nach einem Satz von 
L. Sarro!’) léBt sich jede Komponente G* von G* (i=1,...,r) in eine 
geschlossene Riemannsche Fliche R; von gleichem Geschlecht einbetten. 
Da R; von der Randkurve C; von G¥ zerlegt wird, bestimmt C;, eine Teilflache 
Gt von R,, die Gf enthalt. Verheften wir nun jedes G* lings C, mit 
G, so erhalten wir die gewiinschte Flache R. Als dF wahblen wir schlieBlich 
ein-zu R gehériges Elementardifferential und kénnen dann mit G* — DG? 


statt G* — DG? die Theorie fir R statt fir R entwickeln. 

b) Des weiteren nehmen wir zur Vereinfachung der Darstellung an, dag C 
nur aus einer einzigen Kurve besteht, G* also ein Gebiet ist. Diese Vor- 
aussetzung ist unwesentlich; denn sei sie nicht erfillt, bestehe also C aus 
den Kurven C,,...,C, und G* entsprechend aus den Gebieten Gf, .. ., GF, 
und sei w eine Cauchy-GréBe in G, so gilt in G 


(3.0) @=a,+°''+@, 


mit w,= L,w, wo L; der C; zugeordnete Operator ist; w, ist in R — G} holo- 
morph und nach Satz 2 dort eine Cauchy-GréBe: 


L,w;= @;. 


Wegen (3.0) ist also eine Cauchy-GréBe im allgemeinen Falle mehrerer Rand- 
kurven Summe von Cauchy-GréBen, die zu einer einzigen Randkurve gehéren; 
die folgenden Ergebnisse lassen sich daher sofort auf den allgemeinen Fall 
iibertragen. 

3.2. Wir fiihren jetzt diese Andeutungen durch. — Die analytische Jordan- 
kurve C auf R zerlege also R in die Gebiete G und G* ; letzteres liege kompakt 








17) .Vgl. [6], Satz 16. 
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in R. Es gibt nach [8] eine Abbildung t von G@ auf eine Uberlagerungsflache 
der t-Ebene, die aus einer gewissen Anzahl N von Vollebenen und einer Kreis- 
scheibe vom Radius 1 besteht. Es kann angenommen werden, daB 1 in G* 
nur einfache Nullstellen ng, n,,..., Wy und einfache Pole p,, . . ., py besitzt; 
wenn G* schlichtartig ist, kann N = 0 gewihlt werden, anderenfalls ist N 
sicherlich positiv. + ist auf C noch holomorph. 


3.3. Wir definieren nun als die zu G gehérigen Faber-Grépen 
(3.1) ®,=Lr", d¥,=L(rt-*-' drt), 
und als die ihnen zugeordneten Grépen 
(3.2) a= L*t*, dg, = L*(r-*-' dz). 
Es gilt wegen (1.2) zunichst auf C 
(3.3) t*=@,+ g,, t"-'dr=dP,+ dy,; 


da aber die linken Seiten in G* meromorph, die GréBen g, und dy, dort 
wegen (3.2) holomorph sind, sind die in G holomorphen GréBen ®, und d¥, 
durch (3.3) meromerph in G@* erklirt; sie sind also meromorph auf ganz R, 
und zwar nach Satz ~ wegen (3.1) Cauchy-GréBen in G, wihrend sie in G* 
genau die Singularitéten von t-" bzw. t-"~! dt aufweisen. 


Wegen 1t-"-!dr =— * d(r-") fiir n+ 0 folgt noch aus (1.6), daB sich d¥,, 


und — * do, fir »+0 nur um ein Differential 1. Gattung unterscheiden; 


insbesondere sind diese d¥,, also selbst Differentiale 2. Gattung, d. h. Diffe- 
rentiale ohne Residuen. Dagegen ist nach (3.1) und (1.1) 


N N 
d P,(4) = — Pa dF (3,n,) + 2 dF (3,P»), 


also ein Differential 3. Gattung, das an den Nullstellen n, bzw. Polstellen p, 
von t einfache Pole mit den Residuen + 1 bzw. — 1 besitzt. 

Satz 3: Die zu G gehdrigen Faber-Gripen D, und d¥,, sind auf R mero- 
morph, und zwar in G Cauchy-GréBen, wiihrend sie sich in G* von den dort 
meromorphen Grépent—"bzw.t~"~'dt um die holomorphen zugeordneten Gropen py, 
und dy, unterscheiden. Fiir n +0 ist d'¥,, auf R ein Differential 2. Gattung, 
das sich von —+d®, wm das Differential 1. Gattung — + d(r-")g unter- 
scheidet'*); d Y, ist ein Differential 3. Gattung, wiihrend ®,= 0. 

3.4. w sei eine Cauchy-GréBe. Da tr auf C noch holomorph ist, besitzen 
die Definitionsgebiete von w und rt ein in G an C grenzendes Ringgebiet als 
Durchschnitt, in dem sich win eine Laurent-Reihe nach Potenzen von t 
entwickeln l48t; und zwar ist, je nachdem w eine Cauchy-Funktion f oder 





18) Vgl. Gleichung (1.5). 
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ein Cauchy-Differential dg bedeutet"), 


(3.4) f=ZXa,c" mit «,= — —; [tear 
om 


—@w 


1o — J 1 ~ 
(3.5) dg= J’ b,1-*-' dr mit 4,=— +7 / r" dg; 


x 


dabei ist C’ eine in G gelegene und zu C homologe und beliebig benachbarte 
Kurve. 

Wegen der Linearitaét des jetzt lings C’ genommenen Operators L folgt 
aus dem Approximationssatz, daB die Cauchy-GréBen gleichmaBig im Innern 
von G@ dargestellt werden durch 


oo 


(3.6) f= x a,P,, , 
(3.7) dg = 3'b,d¥, 


mit denselben Koeffizienten, die in den Laurent-Reihen (3.4) und (3.5) auf- 
treten. Da zu vorgegebener Cauchy-GréBe diese Koeffizienten durch die 
Laurent-Reihen cindeutig bestimmt sind, wahrend es im allgemeinen ver- 
schiedene Faber-Reihen (3.6) bzw. (3.7) gibt, welche dieselbe GréBe dar- 
stellen, wollen wir diese Koeffizienten als ausgezeichnete Koeffizienten der 
betrachteten GréBe bezeichnen. Fiir dic ausgezeichneten Koeffizienten a, in 
(3.4) ergeben (2.2), (3.2), (3.4) 


, , 
(3.8) tn = — 95; | fdy_a; 
o 
ebenso folgt fiir die Koeffizienten 6, in (3.5) aus (2.3). (3.2), (3.5) 
1 r 
(3.9) by = = 9-; / p-ndg. 
fou 


Satz 4 (Ent wicklungssatz): Jede Cauchy-GroBe lipt sich gleichméBig im 
Innern von G in eine Reihe nach Faber-GréBen entwickeln. Als Koeffizienten 
dieser Reihe kénnen dieselben Koeffizienten gewahlt werden, die in der Laurent- 
Reihe auftrelen, durch welche die gegebene Cauchy-Grépe auf C’ dargestellt 
wird ; diese ausgezeichneten Koeffizienten driicken sich durch die gegebene Grépe 
und durch die den Faberschen zugeordneten GréBen gemaB (3.8) bzw. (3.9) aus. 

(3.5). Ebenso wie die Méglichkeit der Entwicklung von Cauchy-GréBen 
(in G) nach Faber-GréBen wird bewiesen, daB sich die in G* holomorphen 
GréBen — sie sind wegen der Kompaktheit von G* die Cauchy-GréBen in G* — 
dort nach den zugeordneten GréBen entwickeln lassen; bedeutet ‘C eine in G* 
gelegene und zu C homologe und hinreichend benachbarte Kurve, so lautet 
dies Resultat 


%) Die den zu ( benachbarten Kurven entsprechenden Kreise in der t-Ebene sind 
negativ orientiert. 
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Satz 5: /* und dg* seien in G* holomorph. Sie besitzen im Innern von G* 
gleichmafig konvergente Darstellungen 


+00 + 00 
(3.10) f*= 3 angn, dg*= SY Bad yn. 


deren Koeffizienten iibereinstimmen mit denjenigen in den auf ‘C giiltigen 
Laurent-Reihen 


(3.11) f* = >’ at", dg* = ¥" B,t-"-*dr 

und errechnet werden kénnen aus 

; 1 Hf 

(3.12) Gm = — os [ Peotdr=- Qni J {*d P_,, 
€ f 

bzw. 

‘ ‘ > 1 n * 1 f * 

(3.13) ba = — 9; jt dg* = —- 2ni_| D_,,dg*. 

€ “a 


Die beiden letzten Beziehungen folgen wegen L*/* = f/* und L*dg*= dg* 
aus (1.8) bzw. (1.7). 


§ 4. Der Fall N=0 


4.1. Wenn G* schlichtartig ist, kann N = 0 gewihlt werden, das Bild 
von G* unter t ist also der schlichte Einheitskreis. In diesem Falle 
ergeben sich wesentliche Vereinfachungen. 

Da rt auf G* keinen Pol und genau eine einfache Nullstelle besitzt, sind 
die GréBen t" fiir alle n < 0 und die GréBen t~-*~'dr fiir alle n < — 1 auf 
#* + C holomorph; sie werden daher von L* reproduziert, von Z also annulliert : 


%,=0, %,=t-* fir n= 0, —1, —2,... 
d¥,=0, dy,=t-*-'dr firn= -1,-2,.... 


4.2. In den Faber-Reihen (3.6) und (3.7) lauft die Summation daher nur 
iiber n > 0 bzw. n=O. Das bewirkt, dab diese Darstellungen einzig sind. 
Um das einzusehen, beachten wir, da8 ®, sich in G* von t-" um die holo- 
morphe Funktion , unterscheidet; die in der Nahe von C giiltige Laurent- 
Reihe fiir ®, enthalt also auBer dem Glied t~" nur 1t-Potenzen mit positiven 
Exponenten. Setzt man diese Reihen in eine gleichmaiBig im Inrern von G 
konvergente Faber-Reihe >’ a,@, cin und ordnet nach Potenzen von rf, so 

1 
erhilt man eine Laurent-Reihe, deren Anteil mit negativen Exponenten gerade 


co 


Y’ a,t~" ist und die im Durchschnitt einer geeigneten Umgebung von C mit G 


— 


i 

die durch die Faber-Reihe gegebene Funktion darstellt. Nach Satz 4 enthalt 
die ausgezeichnete Faber-Reihe dieser Funktion dieselben Koeffizienten wie 
die eben gebildete Laurent-Reihe. Die gegebene Faber-Reihe ist also mit der 
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ausgezeichneten Faber-Reihe identisch, weil in beiden Reihen die Koeffi- 
zienten fiir n > 0 ibereinstimmen und fiir n < 0 gar nicht auftreten. — Ebenso 
schlieBt man fiir Reihen nach den d ¥,,. 

4.3. Betrachten wir jetzt zu einer Cauchy-GréBe @ die sie in der Nihe 
von C darstellende Laurent-Reihe! Diese zerfallt in die beiden Teilreihen®®), 
in denen t nur mit negativen bzw. nur mit nicht-negativen Exponenten auf- 
tritt. Die Reihe mit nicht-negativen Exponenten ist in G* holomorph, wahrend 
die andere nach obigem gerade die Koeffizienten besitzt, die in der Faber- 
Reihe von @ auftreten. Vergleicht man also eine Faber-Reihe und eine mit 
demselben Koeffizienten gebildete Potenzreihe von der Form (3.11), so er- 
kennt man, daB beide sich nur um eine in G* holomorphe GréBe unterscheiden. 
Anders ausgedriickt: beide Reihen weisen in G* gleiche Singularititen auf*); 
insbesondere ist die durch die Faber-Reihe dargestellte Cauchy-GréBe @ in 
ganz G* meromorph fortsetzbar, genau dann, wenn die zugehérige Potenzreihe 
in der t-Ebene eine rationale Funktion darstellt (verallgemeinerter Satz von 
Utitman). Ferner folgt ohne weiteres, daB andere interessante Eigenschaften — 
wie Uberkonvergenz, Nichtfortsetzbarkeit, abelsche und Taubersche Eigen- 
schaften — einer Faber-Reihe und der mit den gleichen Koeffizienten ge- 
bildeten Potenzreihe stets simultan zukommen. 

Satz 6: Wenn N =0 ist, ist G* schlichtartig und wird von t auf den schlichten 
Einheitskreis abgebildet. Dann gilt 


®, =0, 9, =t-" fir n=0, —1,-2,... 
d¥,, =0,dy, =t-*—1dr fir n=-—1,-2,... 


wihrend ®,, und d ¥, fiir n > 0 bzw. n = 0 auf R genau einen Pol besitzt, dieser 
liegt auf der Nullstelle von t und hat die Ordnung n bzw. n+1. Verschiedene 
im Innern von G gleichméfig konvergente Faber-Reihen stellen verschiedene 
Cauchy-GréBen dar. Die im Innern von G gleichmépig konvergenten Faber- 
Reithen 


> a,®,, > b, dP, 
1 0 
unterscheiden sich von den entsprechenden Potenzreihen 
d Gtr", > b,r-*-* dr, 
I 0 
die stets im Durchschnitt von G mit einer Umgebung von C konvergieren, um 
GréBen, die in G* + C holomorph sind. 


§ 5. Die Faber-GréBen 


5.1. Wir kehren zum allgemeinen Fall N = 0 zuriick. Da C beziiglich G* 
negative Orientierung besitzt und weil in G* wegen der Kompaktheit der 


2°) Das ist die iibliche Laurent-Trennung in der t-Ebene. 
%1) Dies ist der eigentliche Kern des nachfolgenden Satzes von I. L. ULtmann [11], 
der seinerseits einen Satz von L. Inrev [4] umfaBt. 
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Residuensatz gilt, ergibt sich aus (1.1), daB das Elementardifferential dF (n, 4) 
fiir festes 4 aus G* ein Cauchy-Differential in » und fiir festes yn aus G* eine 
Cauchy-Funktion in 4 ist. Nach Satz 4 bestehen daher Entwicklungen 


+o 

» 5,(3)¢d¥,(p) fir neG, 56 G* 
aF (y, 3) =} 5 

» 4,(9)®,(3) fir ny €G*, 4 €G, 


deren Koeffizienten 6,,(4) bzw. a,(y) sich nach (3.5) bzw. (3.4) und (1.1), (3.2) 
ergeben zu 


b, (4) = — L* tr" (3) - = P-n (4), 
a, (py) = — L*(x*~"(y) dt(y)) = —d p_n (9). 
Damit erhalten wir 


Satz 7: Das Elementardifferential dF (y,3) besitzt folgende ausgezeichneten 
Faber-Entwicklungen: 


+00 
— J g-nls)d¥,(p) fir 5 €G*, 064 
(5.1) dF(y,3)={) | ~ 


+o 


—- 2 ®,(3)dy-n(p) fir 3€G, nea. 


5.2. Die Faber-GréBen ®, und d¥,, besitzen als Cauchy-GréBen selbst 
ausgezeichnete Faber-Entwicklungen 


+ 00 
(5.2) 9, = Zz A,,.®, ’ 
k=—o 
+00 
(5.3) d Y= > B,,4 ¥,. 
k=—o@ 


Von Interesse ist eine Beziehung zwischen den Koeffizienten A, und B,,: 
nach (3.4), (3.5) ist 


1 1 
Any =~ qx | Cotta, Bar=— ayy | HAY, 


und daher nach (1.7), (3.1) und (1.2) 


1 
Ane= ~ arf Ler) oe 
1 
“3 gat | Ltd) 
1 
ve aa fo (r*—? dr — L(r*~? dr)) 


1 . 1 
- — gar [oot art tar [rah 
Cc 


= 6,, — B_x,-, (6,,: Kronecker-Symbol). 
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Bezeichnen wir die (allseitig unendlich ausgedehnten) Koeffizientenmatrizen 
mit é' 
(5.4) A=|A,x|, B= |Baxl, 
definieren wir 
BT= [B_.,-s 
als Transponierte von B und setzen E = |6,,|, so lautet unser Ergebnis 
Satz 8: Fiir die Koeffizientenmatrizen der ausgezeichneten Faber-Entwick- 
lungen (5.2) und (5.3) der Faber-GréBen gilt 
(5.5) A+BT=E. 
5.3. Es seien noch einige weitere Eigenschaften der Faber-GréBen an- 
gefihrt. 
Aus Satz 3 folgt, daB fiir N > 0 auBer ®, kein ®,, oder d ¥’,, identisch ver- 
schwindet. 
(2.4) besagt, daB fiir jedes Paar ®,, d ¥, gilt 
f @,.d Y, = 0 . 
o 


Man erkennt leicht, daB etwa die erste der in Satz 7 angegebenen Entwick- 
lungen des Elementardifferentials gerade die in Satz 5 genannte Darstellung 
nach den zugeordneten Funktionen ¢,, ist; es gilt also nach Satz 5 und 7 
gleichzeitig 

+ co 
ey a P-n (3) d ?. (») 
dF(y,3)={ 5% fir yeG,3cC; 


— J 1" (3)d 2 (y) 
subtrahiert man beide Reihen, su erhalt man 


SY O_,(3)d%(y) =0 far v, 5 ¢G; 
denn die zunachst fiir 4 € C giltige Beziehung tibertragt sich nach dem Appro- 
ximationssatz (Satz 1) auf ganz ©’; in dieser Nullentwicklung verschwindet 
auBer fiir n = 0 kein Summand identisch, falls VN > 0. — Analog ergibt sich 


» 9-n(3) 4 nly) =0 fiir y, 9 € G*. 


Im klassischen Falle spielten die Abschaitzungen der Faber-Polynome eine 
wichtige Rolle. Es seien noch deren Analoga hergeleitet : 

Da C durch 1 auf den Kreis |t| = 1 eindeutig bezogen wird, gibt es eine 
ganze Umgebung S von C, die durch t schlicht auf einen Kreisring 


(5.6) 1 — 6&* < |r] =o <1+6 
abgebildet wird; 6* und 6 seien maximal gewahlt®). Die zu 9 gehérige 
2) Falls N = 0, ist 6*= 1. 
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in S gelegene Kurve nennen wir C,; es ist also C =C,; fiir 9 > 1 liegt C, 
in G, fir 9 < 1 in G*. 
Fir 4 € G ist 
1 
®,(3)=Lr-"=5; | x" (0) dF.) 
It|=e 


mit solchem g aus (5.6), daB 4 durch C, von C getrennt wird. Daraus folgt 
\®, (3)| = M o-**?, 


wobei M eine von g und 4 abhiingige in » ¢ C, gleichmiaBige Schranke fiir 
dF (», 5) 

x dt(p) 

Also a 





Tim V/\® | <a> fir 5¢G-—S 
und 
Tim |®, (4)| 5 1 — 6* fir 366+ 98. 


A] 


Fir n > 0 und 4¢ 8 an man dagegen folgende scharfe Beziehung: es gilt 


1 
$n (8) = — Faz [rm dF (», 5) 
|t|=@ 
mit @ beliebig aus 
Ira) <@<1+4+ 4; 
somit ist 
(gn (4)| SM e-**?; 
in 
D, = t-" — Pn =Tt-"(1 — Ht") 
strebt daher die Klammer fiir n > co gegen 1 ; dasselbe gilt fiir einen geeigneten 
Zweig ihrer n-ten Wurzel; also gilt fiir eine bestimmte Wahl der Wurzeln 
—? fe 1 . 
ptm Vn(8) = sy «fir cS. 
Analoges ergibt sich fiir die Faberschen Differentiale. 


§ 6. Faber-Reihen 


6.1. Eine im Innern von @ gleichmaéBig konvergente Reihe nach Faber- 
GréBen stellt dort eine Cauchy-GréBe dar, wie man sofort durch gliedweise 
Anwendung des Operators L liings einer Kurve C’ erkennt. 

Satz 9: Aus einer im Innern von G gleichmipBig konvergenten Faber-Reihe, 
sie stelle die Cauchy-GréBe w dar, erhalt man die ausgezeichnete Faber-Reihe 
von w durch Einsetzen der ausgezeichneten Faber-Reihen (5.2) bzw. (5.3) fiir die 
Faber-GréBen und Umordnung nach diesen; insbesondere wird eine ausgezeichnete 
Faber-Reihe durch diesen ProzeB reproduziert. 

Beweis: Die einzusetzenden Faber-Reihen (5.2), (5.3) haben dieselben 
Koeffizienten wie die Laurent-Reihen, durch welche die Faber-GréBen bei C 
‘dargestellt werden; setzt man diese Laurent-Reihen in die gegebene Faber- 
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Reihe ein und ordnet um, so erhalt man die Laurent-Reihe von w. Ersichtlich 
bewirkt diese Umordnung dieselbe Kombination der Koeffizienten wie die 
im Satz genannte Umordnung nach den Faber-GréBen; daher folgt die 
Behauptung aus Satz 4. 

Wendet man Satz 9 auf die Reihen (5.2), (5.3) an, so erhalt man 

Satz 10: Die Matrizen A und B sind idempotent: 


(6.1) A?= A, B*=B. 


6.2. Wir wollen jetzt einen Einblick in die fir N >0 vorkommenden 
Nullentwicklungen gewinnen. Da unsere Methode darin bestehen wird, daB wir 
gleichzeitig mit einer gegebenen Faber-Reihe die zugehérige Laurent-Reihe mit 
demselben Koeffizienten betrachten, miissen wir die Menge aller im Innern von 
G gleichmaBig konvergenten Faber-Reihen einschrinken ; falls N > 0, braucht die 
zugehérige Laurent-Reihe namlich nirgends auf R zu konvergieren. Wir fordern 
also von den im folgenden betrachteten Faber-Reihen,daB die zugehérige Laurent- 
Reihe noch auf jeder in G gelegenen und zu C hinreichend benachbarten 
Kurve C’ konvergiert ; jedenfalls bleiben per definitionem die ausgezeichneten 
Faber-Reihen von dieser Einschrinkung unberihrt. Konvergiert umgekehrt 
eine Laurent-Reihe in der angegebenen Weise, sie stelle die GréBe w dar, so 
auch die mit demselben Koeffizienten gebildeten Reihen nach den Faberschen 
bzw. den zugeordneten GréBen und stellen in G bzw. in G* + C die GréBen Law 
bzw. L* w dar. 

Die ausgezeichneten Faber-Reihen sind dadurch charakterisiert, daB 
w= Lw, also L*wm=0 ist, die Nullentwicklungen dadurch, daB L w = 0, 
also w = L* w holomorph in G* + C ist. 

Da die Reihen (5.2) ausgezeichnet sind, gilt 


+00 
9,=t"*- %= Man t?, 
k= —oco 
also, da wegen Satz 8 
On - Axx _ ss ; 
ist, 
+0 
Pa = a Oe as: 
k=-—o 
mithin erhalt man in 
+0 
p B_ k,—n ®, =0 
k=—o 
ein System von Nullentwicklungen, das im Sinne von Satz 5 alle Nullentwick- 
lungen nach den ®, erzeugt. Analoges gilt von 


+c 
Bs A_,,-,4 P,=0. 


k=—©o 


Es gibt keine endliche Nullentwicklung 


3 a, 0, =0, 
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die Faber-Gropen sind also zu je endlich vielen linear unabhingig. Denn aus 
einer solchen Nullentwicklung wiirde folgen, daB 


ms 
@ = >a," 
ny, 


in ganz G* holomorph fortsetzbar wiire; das ist aber im Falle N > 0 nicht 
méglich, weil jede Potenz von t in G* Pole besitzt, die sich in obiger Summe 
offenbar nicht kompensieren kénnen. 


Die analoge Frage, ob eine endliche Faber-Reihe 


My 
2 4,P, 


ausgezeichnet sein kann, ist iquivalent zu derjenigen, ob 


° Pa 
(6.2) SY a9, =0 
méglich ist. Auf dasselbe Problem fiihrt die Frage, ob endlich viele obiger 
Nullentwicklungen linear abhiingig sein kénnen, daB also eine endliche 
Linearkombination von ihnen die Null trivial®) darstellt. Diese Fragen 
k6énnen nicht a priori verneint werden. Jedoch bedeutet das Bestehen von 
(6.2), daB die in G* meromorphe Funktion 

s a, Tt" 

™ 
sich holomorph iiber ganz @ fortsetzen laBt, und stellt somit ersichtlich eine 
Ausnahme dar. 


6.3. Es soll schlieBlich noch ein Resultat von Hevus&r [3] auf unseren 
allgemeinen Fall iibertragen werden. 

R,, R, seien zwei Riemannsche Flichen, G,, G, Gebiete auf ihnen, die von 
den einfachen analytischen Kurven C,, C, berandet werden und die kompakt 
liegenden Komplementirgebiete G?, Gf besitzen. Die Stellen auf R,, die 
Operatoren der Laurent-Trennung und die GréBen auf R, unterscheiden wir 
durch (untere oder obere) Indizes. 

Gesucht ist ein Zusammenhang zwischen den in G, und G, durch Faber- 
Reihen mit denselben: Koeffizienten dargestellten Cauchy-GréBen. Es sei etwa 


+00 
f(a) = Y a, DB) (a), m€G,c Ry, 
(6.3) oe 


+ co 


f™ (2) = DF a, PD (40), 326 Ge c Re, 


— co 


und es werde angenommen, daB die zugehérigen Laurent-Reihen in G, auf 


23) Das heiBt: Alle Koeffizienten der Faber-GréBen verschwinden. 
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Kurven C; konvergieren, die hinreichend nahe bei C; liegen: dort sei also 
+00 
PH) = DY a, tT (hd, 
+o 
Y(32) =D Gn Ty “(52)- 


Nun sind aber die Kurven Cj und Cj durch 1,(§;) = t2(j2) konform auf 
einander bezogen: es gibt eine auf C; holomorphe Funktion 


= % (de), 
so daB dort 


P)(32) = P(X (32) 
ist. 
Da fiir die durch die Faber-Reihen dargestellten Funktionen 


f= Ly gh? 
gilt, folgt also: 


f°(§_) = Ly P(x (32); 


setzt man jetzt noch voraus, daB speziell die Darstellung (6.3) ausgezeichnet 
ist, so ergibt sich 


H?)(3g) = Lef( x (52))- 


Wir fassen dieses Ergebnis und das eritsprechende fiir Differentiale zusammen zu 
Satz 11 (Heusersche ,,Ubertragung“): Es seien 


f(5) = Fy HO), 
dg(i,) = Eb, APM) 
ausgezeichnete Faber-Reihen in G, C R,. Dann gilt fiir die durch 
(32) = x a, D(4), 


+00 
dg\*)(_) = 5) 6, d P"(§s) 


in G, C R, dargestellten Cauchy-Grépen 
f)(§2) = Lef( x (32) » 
dg) (39) = Ladg( x (32); 


dabei bedeutet 4,= x(j2) die durch t= 1,(3,) vermittelte konforme Abbildung 
einer in G, gelegenen Halbumgebung von C, auf eine solche von C, in G,. 
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Einige Satze aus dem Ideenkreis des Scuwarzschen Lemmas 
der Funktionentheorie in komplexen Banacu-Raumen 


Von 
EBERHARD SCHIEFERDECKER in Miinster (Westf.) 


Fir Funktionen f(x), welche in einem Gebiet G eines komplexen BANacu- 
Raumes & mit Werten in einem komplexen Banacn-Raum 9 definiert sind, 
laBt sich wie folgt ein brauchbarer Holomorphiebegriff einfiihren: f(z) heiBt 
F-holomorph in G, wenn zu jedem 2¢€@ ein Element f(x) des Banacu- 
Raumes [%, 9}] aller beschrinkten linearen Operationen von & in J} so existiert, 
daB 


(1) f(a +h) — f(x) — f(x) hj =o(Jhl) far fh] +0 xeG,hceX 


4 


gilt (SzpastiAo £ Siva [5], 2; 2, Definition). Diesem Begriff ordnen sich 
insbesondere die Holomorphiebegriffe der Theorien einer und mehrerer kom- 
plexen Verianderlichen unter (2, Bemerkung 3). 

Fir F-holomorphe Funktionen gilt ein Analogon des Scowarzschen Lem- 
mas, wie SHrmopa [4], Theorem 2, kiirzlich gezeigt hat. Die vorliegende Arbeit 
behandeit die naheliegende Frage, ob dieser Satz von Sarmopa im Rahmen 
einer Theorie F-holomorpher Funktionen zu einer ahnlichen Stellung berufen 
ist wie sein Prototyp in der klassischen Funktionentheorie. Es wird gezeigt, 
daB einige Sitze aus dem Ideenkreis des ScHwarzschen Lemmas fiir F-holo- 
morphe Funktionen mut. mut—richtig bleiben: Ist f(z) in ||2| < R F-holo- 
morph und gilt dort ||/f(z)|| < M, so bestehen die Relationen 


M \\x|| + R\if(0 
(2) Weal s Mare tieirie lz] <R, 
MR 
(3) If I Spee la] <R 


- (4, Satz 1; 6, Satz 2). Wenn auBerdem 


{(0) = 0, f' (0) = 0, f’ (0) = 0,..., f"-9 (0) =0 n=l, ganz, 
so gilt noch 


(4) UACx)l = je bal lz] <R 


(4, Satz 2). In (2) baw. (4) ist fiir (0) = 0 bzw. n = 1 der Satz von Summopa 
(3, Satz 1) enthalten. Da in Banacu-Raéumen eine Produktbildung beliebiger 
Elemente nicht erklart ist, werden die Beweise von (2), (3), (4) und anderer 
Ungleichungen nicht nach den in der klassischen Funktionentheorie iiblichen 
Beweisverfahren (die Multiplikationen und Divisionen benutzen) angesetzt. 
Doch gibt es auch Siatzé des behandelten Ideenkreises, deren Beweise fiir den 
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klassischen Fall fast wértlich iibertragen werden kénnen. Ein Beispiel hierfiir 
bildet die Aussage, daB jede beschrinkte ganze F-holomorphe Funktion 
konstant ist (3, Setz 2). Dieses Analogon des Satzes von Liouvitie lAGt sich 
zu einer Charakterisierung der ,,F-Polynome“ verallgemeinern (3, Satz 3). 

Eine Anwendung findet der Satz von Surmopa beim Beweis des Satzes, 
daB die Ableitungen /’ (x), f(x), . . . ingendeiner F-holomorphen Funktion { (x) 
F-holomorphe Funktionen mit Werten in [X, 3], {%, [%,%]}, . . . sind (5, Satz 1, 
5, Satz 2). Dies wurde zuerst von Zorn bewiesen ({8], (2.9)), und zwar unter 
Benutzung eines Hilfssatzes iiber Operatorfunktionen; in der vorliegenden 
Arbeit wird zum Beweis der genannten Aussage ein bei Hii [3], 4.5 ent- 
wickeltes Beweisverfahren weiter ausgebaut, wobei 3, Satz | zur Anwendung 
kommt. 


1. Vorbemerkungen iiber Banacu-Riume 


Bei den funktionentheoretischen Untersuchungen in 2,..., 6 werden 
Definitionsbereich und Wertevorrat der betrachteten Funktionen stets als 
Teilmengen vollstindiger komplexer Banacu-Riume') %, %,... voraus- 


gesetzt. Zur Vereinfachung der Schreibweise werden Normen |x}, |], . .. 
von Elementen z, y, . . . aus X%, 9, . . . mit dem gleichen Symbol | || bezeichnet, 
da Verwechslungen kaum zu befiirchten sind. Fiir Nullelemente evtl. ver- 
schiedener Raume wird einheitlich das Symbol 6 verwendet. Eine Ausnahme 
bildet dabei lediglich die komplexe Zahl Null (0). 

Der Raum der beschrinkten linearen Operatoren, die X& in 9 abbilden, 
wird mit [X, 9%] bezeichnet; insbesondere ist X* = [%, C1] der zu X adjungierte 
Raum (Raum der komplexwertigen beschrankten linearen Funktionale auf &). 
Erinnert sei daran, daB in einem Banacu-Raum der Form [X, 3}] insbesondere _ 
drei Topologien, die schwache, die starke und die gleichmaBige (Norm-) Topo- 
logie, von Interesse sind und zu drei Konvergenzbegriffen Veranlassung geben. 
Vgl. hierzu auch*). 

Einfachste Beispiele komplexer BaNacu-Raume erhilt man aus der Menge 
C” aller n-tupel (¢,, . . ., ¢,) komplexer Zahlen ¢,, .. ., ¢,, (m 21, ganz) vermége 
der Definitionen 


(01; oo 0 Cn) + (01, eee C) = (+ th eee Cnt ¢) Ceo oe C, 
a(Ca, - - +> Sa) = (RC, - - -» @ Cy) a, f,€ C, 


/n l/p 
Gn» Sal =, Max [f,| oder -(2e0) p21t<e. 


Die so aus C” entstehenden Banacu-Réume werden der Einfachheit halber 
wieder mit C” bezeichnet. 


2. Vorbemerkungen zur Funktionentheorie in komplexen Banacn-Riéumen 
Von grundlegender Bedeutung fiir den Aufbau einer Funktionentheorie in 
komplexen Banacu-Réumen sind geeignete Holomorphie-Begriffe. Diese 


1) Wegen der hier und im folgenden als bekannt angesehenen Begriffsbildungen und 
Satze vgl. man etwa Hite [3], Chap. I, ... IV. 
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sollen einerseits so allgemein gefaBt sein, daB sie die Holomorphie-Begriffe 
der Funktionentheorien einer und mehrerer komplexen Veriinderlichen als 
Spezialfille enthalten, andererseits so speziell sein, daB man auf der Basis 
dieser Begriffsbildungen eine hinreichend umfangreiche Theorie entwickeln 
kann. 

Es ist seit langem bekannt, daB man, ausgehend von den durch GATEaux 
und Frécuet eingefiihrten Differentialen (,,G-Differential“ und ,,F-Differen- 
tial“), zu Holomorphie-Begriffen gelangt, die sich als geeignet im Sinne der 
obigen Forderungen erwiesen haben (vgl. etwa [3], Chap. ITI, IV). Insbeson- 
dere kommt man dabei auch zu den sog. F-holomorphen Funktionen, die in 
der vorliegenden Arbeit ausschlieBlich betrachtet werden. Diese lassen sich 
aber auch in einer Form einfiihren, die in genauer Analogie zu dem Vorgehen 
in der klassischen Analysis steht, wobei der Umweg iiber Differentiale ver- 
mieden wird*). Vgl. SzpastrAo & Stiva [5], 2. 


Definition. X und J seien komplexe Banacu-Raume, © ein in ¥& liegendes 
Gebiet. Eine in G definierte Funktion f(x) mit Werten in 9 hei&®t F-differen- 
zierbar in einem Punkte x,€ G, wenn es zu x, und f(x) ein f’ (x) € [X, BH] gibt 
mit 


(1) If (2+ &) — f(x) — f’ (xo) hl] = ofA) far [Aj +0 
he, |hl| hinreichend klein. 


f' (%) = { (aq) heiBt (erste) Ableitung von f(x) im Punkte x,*). Entsprechend 
werden héhere Ableitungen definiert*). f(x) heiBt F-holomorph in ©, wenn 
f(z) in jedem Punkte von @ F-differenzierbar ist. 


4) Ein Aufbau der Theorie G- und F-holomorpher Funktionen ohne Verwendung 
von G- und F-Differentialen liegt bisher nicht vor, diirfte aber keine prinzipiellen Schwierig- 
keiten bereiten. 

%) Man beachte, daB bei dieser Auffassung /’(z,) im allgemeinen nicht Element von 3 
ist; {’ (x) ist vielmehr als ein beschrankter linearer Operator zu deuten, der auf die Elemente 
h von X% wirkt und diese in J abbildet. Die Ableitung /’(x) einer F-differenzierbaren 
Funktion ist demnach eine sogenannte Operatorfunktion (den Elementen x € © wird ein 
Operator /’(x)€{X,%] zugeordnet). Fiir Operatorfunktionen y= p(x), x€GCX, 
¥€ [X, BH], erweisen sich drei Konvergenzbegriffe als brauchbar, die der schwachen bzw. 
starken bzw. Normtopologie entsprechen: g(x) konvergiert schwach bzw. stark bzw. 
gleichmaBig gegen A € [X,%] fiir x gegen x, wenn lim |y*{[ p(x) — A]h}| = 0 fiir jedes 


=> 
h€ %X und jedes y*€< [%, C"], bzw. wenn = Me@—A] h|| = 0 fiir jedes h € X, bzw. 
wenn lim ||g(x)— Al) = 0. Vgl. [3], 34. 
zI-—>Z, 


*) Sei bereits die nte Ableitung / (x) einer Funktion f(z) an einer Stelle x, €G definiert 
(n= 1, ganz). Existiert /” (x) in einer gewissen Umgebung von 2», so soll /"*”(z,) die 
erste Ableitung von /” (x) an.der Stelle z, sein, falls existent. Ferner sei /(x) = f(z). 

Auch die héheren Ableitungen /”(x), n> 2, sind Operatorfunktionen*), deren Argu- 
mentbereich in © liegt, wihrend der Wertevorrat den durch 


a= (X, BI, 3.= (%, B.:—1] k= 2,3,... 
definierten Raumen %, angehért. 
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Man bestitigt leicht, daB jede in z,¢G F-differenzierbare Funktion f(z) 
in einer gewissen Umgebung von 2, lokal-beschrinkt5) (sogar stetig) ist, daB 
ihre Ableitung /’(z,) in 2, eindeutig bestimmt ist und mit dem fir irgend- 
welche f(x), x ¢ G, h € ¥ definierbaren G-Differential — 


(2) dh {=f (a; h) = jim [4 EH) falls existent 

x €@;C€ 0'; \¢| hinreichend klein *) 
gemaB 
(3) f (x) h = OFF XG, AEX 


zusammenhangt. Umgekehrt zeigt man in der Theorie vektorwertiger Funk- 
tionen, daB eine Funktion f(z), die in allen Punkten von © diese Eigenschaften 
besitzt, F-holomorph ist: 

Satz 1. Hine in einem Gebiet © eines komplezen Banacu-Raumes X definierte 
Funktion f(x) mit Werten in einem komplexen Banacu-Raum J ist genau dann 
F-holomorph in G, falls sie in © lokal-beschrankt ist und ein G-Differential 5%} 
fiir beliebige x ¢ G,h € & besitzt. 

Ein Beweis dieses Satzes findet sich bei H1rix [3], Theorem 4.5.1. 

Bemerkung 1. Der vorstehende Satz besagt, daB die Begriffe ,,analytisch“ 
im Sinne von Hitxz [3], Definition 4.5.2 und ,,F-holomorph“ gleichbedeutend 
sind. 

Bemerkung 2. Ubrigens folgt schon aus schwicheren Zusatzbedingungen 
als der der Lokalbeschrinktheit, daB eine in G G-differenzierbare Funktion 
F-holomorph ist. Vgl. dazu H1ux [3], 4.8 oder Zorn [6], [7]. 

Als wichtiges beweistechnisches Hilfsmittel erweist sich der folgende 
Satz 2, der zum Beispiel bei H1txz [3], Theorem 3. 9. 1 (in anderer Formulie- 
rung) angegeben wird: 

Satz 2. Hine in einem Gebiet G des C' definierte Funktion {(¢) mit Werten 
in einem komplexen Banacu-Raum J ist genau dann F-holomorph in G, wenn 
fiir jedes y*€Q* die Funktion p(l) = y*(f(C)) eine im Sinne der klassischen 
Funktionentheorie in © holomorphe Funktion darstellt. 

Bemerkung 3. Wenn X= C", 3 =C™ (n,m ganz,>1) und f,(z),..., 
hm(), x= (C,,...,0,), in emem Gebiete G des C* im iiblichen Sinne holo- 
morphe Funktionen mit Werten in ©" sind, so ist F(x) = (f,(2), . . «, fm(2)) 
eine in © F-holomorphe Funktion mit Werten in C”. Der Begriff der F-Holo- 
morphie umfaBt also die Holomorphie-Begriffe aus der Theorie einer und mehrerer 
komplexen Verinderlichen. Die Ableitung F’ (x) von F(z) ist die Funktional- 





5) f(x) heiBt in einer offenen Menge G lokal-beschrinkt, wenn es: zu jedem 2,6 © 

——- Zahlen r(z,) und M (x,) gibt, so daB || /(x)|| < M (z,) fir jedes z € G mit |z—z,| <= 
S r(Zp)- 

*) Der Limes ist im ‘Sinne der starken Topologie von 3 zu verstehen. Die Forderung 
.|¢| hinreichend klein‘ kann leicht prazisiert werden: Bezeichnet man mit Q(z, h) das 
Supremum aller Zahlen 92> 0, fiir die aus |y| < @ die Relation x + nh € G folgt, so muB 
¢| << @ (z,h) gelten. 
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matrix A = (252) . Wenn fiir k=m, n |(0,,.-.,0,)]) = Max |C,{; bzw. 
aC, /mn x= 1,...8 { 





bzw. 


k 1/2 4 ; , ; "| af, (x) 
-(z kar) gesetzt wird, ergibt sich |F’(x)|— Max s| 
oe i=1,..., 


mxa=l1! aoe 





(Amax(A’A))”?, wobei Ay,,(4’A) den gréBten Eigenwert der Matrix A’ A, 
’ (2) 
= (=F Heh) _, bedeutet. 


3. Das Scowarzsche Lemma und der Satz von LiovuvILLE 
Von Suimopa [4], Theorem 2, wurde folgende Verallgemeinerung des 
Scuwarzschen Lemmas bewiesen : 
Satz 1. f(x) sei eine in einer Hyperkugel |x| < R eines komplexen Banacu- 
Raumes & F-holomorphe Funktion mit Werten in einem komplexen BANACH- 
Raum J. Ferner sei {(6)=6 und |f(zx)| < M fiir |x| < R. Dann gilt sogar 


mei il 


(1) ie) ea |z| <R, 


wobei in (1) fiir gewisse Punkte x + 0 das Gleichheitszeichen stehen kann, ohne daB 
es notwendig iiberall in |x| < R gilt. Abschiitzwng (1) kann nicht verbessert 
werden. 

Auf einen Beweis soll verzichtet werden, zumal die in 4 betrachteten Siatze 
Satz 1 als Spezialfall enthalten. Erwihnt sei nur ein Beispiel von H. Cartan[2}j, 
das zeigt, daB unter den Voraussetzungen des Satzes 1 sehr wohl in gewissen 
Punkten x + 6(||x\| << _R) die Relation ||f (x) = (M/R) | x\| geltenkann, ohne daB sie 
im ganzen Gebiet |x| < R erfillt ist: Sei X=% = C*, |\(C,,0,)) = (|,)* + 
+ |Csl?)"2,2,,0,¢ C2. H(Caba)) = (Lat as P 3) vermittelt eine F-holomorphe 
Abbildung der Hyperkugel ||(¢,,¢,)| < 1 in sich, wobei |f((C,,¢2))| = || (C142)! 
in allen Punkten (0, ¢3), |¢,| < 1, und nur in diesen Punkten gilt. 

Der Satz von Liouvitie kann wie folgt verallgemeinert werden: 

Satz 2. Jede in einem komplexen Banacu-Raum X& beschriinkte F-holomorphe 
Funktion f(x) mit Werten in einem komplexen Banacu-Raum JQ ist konstant. 

Beweis. Sei etwa |f(z)| < M in &%: Wendet man auf die Funktion 
v(x) = f(x) — f(0) in |x| < R (R beliebig > 0) Satz 1 an, so ergibt sich 


pla) = |f2) — (| < 7 jal ja] <R. 


LaBt man bei testem x¢ X R gegen Unendlich streben, so folgt f(x) = f(6). 

Der erweiterte Liovvitiesche Satz der klassischen Funktionentheorie 
14Bt sich durch vollstaindige Induktion aus einer dem LiouviLuEschen Satz 
gleichwertigen Aussage gewinnen (siehe etwa CaraTHtopory [1], Nr. 168), 
darf also wegen des Zusammenhanges zwischen ScHwaRzschem Lemma und 
Satz von LiovvitLe und wegen des eben Bemerkten dem Ideenkreis des 
Scuwarzschen Lemmas zugerechnet werden. Der erweiterte Satz von Liov- 
VILLE und sein Induktionsbeweis kénnen in die Theorie F-holomorpher 
Funktionen tibertragen werden. 





a a 
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Definition. % und 9% seien komplexe Banacu-Raiume, P(z) eine fiir alle 
x€% definierte Funktion mit Werten in 9%. P(z) heiBt F-Polynom m‘" 
Grades, wenn P(x) ein Polynom m“" Grades (siehe etwa H1ie [3], Definition 
4. 2. 2) ist, das auBerdem F-holomorph ist’). 

Satz 3. X und Y seien komplexe Banacu-Réume, f(x) = 6 eine in ganz X 
F-holomorphe Funktion mit Werten in %, A,(/) die Aussage: ,,Zu f(x) und 
n= 0 gibt es Zahlen M >0, R > 0, so daf fiir alle x « X mit |x| > R die Relation 

f(z) < M |x|" 
besteht.“‘ Behauptung: A,(f) ist genau dann erfiillt, wenn {(x) ein F-Polynom 
héchstens n“” Grades ist. 

Beweis*). 1. Durch vollstandige Induktion nach n werde die folgende Aussage 
B,, bewiesen: ,,Ist A,(f) erfiillt, so ist f(z) ein F-Polynom hichatens on 


Grades; fir % =", beliebig kann dieses in der Form /(¢) = z= b, 2", 


b, geeignet € J, ¢ « C! geschrieben werden.“ 

B, und Satz 2 sind gleichwertig (ist /(x) fiir alle z % mit |z| > R be- 
schrankt, so auch fiir alle x ¢ X (Integraldarstellung von /(z)!)). 

Sei B,_,, » — 120, bereits‘ bewiesen und sei /(x) eine beliebige F-holo- 
morphe Funktion mit ||f(xz)|| << M||z|" fir |z) > R. Man bilde bei beliebigem 
festem 6 + x¢€ X% die Funktion 


p(t) AM) o4teO; 910) = lim (0). 


¢(C) ist in C' F-holomorph mit 
| p(l)| < (m}al"+ |f(O)|) \C"-* |e | > Max (1, R/| 2). 
Nach Induktionsvoraussetzung stellt »(¢) ein F-Polynom héchstens (n — 1)” 
Grades dar und kann in der Form 
p(C) = dy (x) + ba(z) OC 4+... + d(x) Om? B(x) EBCOES? 


oo = 6*+17(6; z)') und wegen 


des Zusammenhanges zwischen f und @ ergibt sich 


fal) = 116) + 0 pit) = 4(0) + 2AM) 4... 4 PME peg cca, 


Nach bekannten Sitzen folgt hieraus, daB f(x) ein F-Polynom sein muB. 
2. Jedes Polynom n“" Grades P(x) kann als Summe homogener ert 


P, (x), ..., P,(z) 0%, ..., n" Grades geschrieben werden: P(x) = Z P,(2). 


Wenn P(x) F-holomorph ist, sind die P,(z) ebenfalls F- element ({3], 
(4. 2.3) und [3], Theorem 4.3.9). Es existieren daher Konstanten M,, 


7) Die Zusatzforderung der F-Holomorphie von P(x) kann man durch wesentlich 
schwachere Bedingungen ersetzen. Zum Beispiel ist jedes stetige oder B-stetige Polynom 
bereits F-holomorph. — Vgl. die in *) zitierte Literatur. 

*) Es werden einige Tatsachen iiber abstrakte Polynome benutzt. Vgl. deswegen 
Hu1E [3], 4.2,...4.4 





geschrieben werden. Wegen k! b,.,(x) = 
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M,,...,M, >°9, so daB 
| Po(x)| S Mo, | P,(z)| = M,\ 2], - - . ||P, (x) < M,\|2\" xe &. 

({3], Theorem 4. 2.4). Mithin ist | P(x) =O (|\2\") fiir |x|) + o. 

Bemerkung. Einen anderen Beweis des Satzes 3 kann man unter Benutzung 
von Integralformeln fiir die héheren Differentiale F-holomorpher Funktionen 
erhalten. Einen solchen Beweis gibt Saimopa an. Einer Arbeit von SHimopa 
entnehme ich, daB Satz 2 zuerst von A. E. Taytor in einer mir bisher nicht 
zuganglichen Arbeit ,,Analytic functions in general analysis‘. Ann. R. Scuola 
Norm. Sup. Pisa (2) 6, 277—292 (1937), bewiesen wurde. 


4. Weitere Verallgemeinerungen des Scowarzschen Lemmas 


In diesem Abschnitt sollen zwei Satze behandelt werden, deren Analoga 
in der klassischen Funktionentheorie leichte Folgerungen des ScHwarzschen 
Lemmas sind. Da eine Produktbildung fiir zwei beliebige Elemente eines 
Banacu-Raumes nicht erklart ist, werden die Beweise dieser Satze nicht nach 
den in der klassischen Funktionentheorie iiblichen SchluBverfahren (die 
Multiplikationen und Divisionen benutzen) erbracht. 

Satz 1. f(z) sei eine in einer Hyperkugel || x\| < R eines komplexen Banacu- 
Raumes % F-holomorphe Funktion mit Werten in einem komplexen BaNnacu- 
Raum %. Wenn \f(x)|| < M fiir |x| < R, 80 gelten die Beziehungen 








M|la\\ + B\\f(0)) 

a) WC) SM re nO oa <2. 
M—|\f@)| Me —|if(2)| 

(2) MRF WO lel = B= ll isi < 2. 


Diese Abschitzungen kinnen nicht verbessert werden. 

Satz 2. Die Voraussetzungen des Satzes 1 seien erfiillt. Dariiberhinaus gelte 
noch J 
(3) /(0) = 0, 7’ (0) = 0, ..., f"-9 (6) = 6 n = 1, ganz?). 


Dann besteht sogar die Relation 


(4) LCase Del" lz] < R, 


die nicht verbessert werden kann. 

Der Beweis dieser Sitze wird nach folgendem Schema durchgefihrt: Die 
Satze 1 und 2 sind fiir ¥ = C!, J = C' offenbar richtig (siehe etwa CaraTu&o- 
pory [1], Nr. 287 und 141); mit Hilfe von 2, Satz 2 erkennt man dann, daB 
diese Sitze auch fiir X¥ = C', J beliebig, richtig sein miissen. Der allgemeine 
Fall: & beliebig, 2} beliebig wird in naheliegender Weise auf den Spezialfall 
X = C', J beliebig zuriickgefiihrt. Der Beweis zu Satz 1 sei etwas genauer 
ausgefiihrt : 


*) Man beachte, daB in (3) Nullelemente verschiedener Raume mit demselben Symbol 
bezeichnet sind. Es ist /(0)€%, {(0)€[X, 9] =... f*—(@) €B,_.%). DaB eine 
F-holomorphe Funktion /(z) Ableitungen beliebiger Ordnung in jedem Punkte ihres 
Holomorphiegebietes besitzt, folgt aus 5, Satz 2. 
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Fir X = C', Y beliebig ergibt sich zunichst wegen 2, Satz 2 

M \\y*|! \C| + Bily*F(0)))| 
LCOS MYT igs + TCO Rl<%. 


wobei y* ein beliebiges vom Nullfunktional verschiedenes beschrinktes 
lineares Funktional auf 9} bedeutet. Man erhalt weiter 


M\t\+R 0 
(6) COD Iv S Mare aero Ri < Ri O+ yea? 
Unter Beachtung der leicht zu verifizierenden Relation 


A+BE_ A+Bé§, 











Ostsk 
kann man die rechte Seite der Ungleichung (5) nach oben abschitzen. Man 
» 0 
erhalt, wegen sup TAS” — /(0)] (folgt sofort aus |y* (/(0))1  Ly*l [/(0) 
y* 


und aus y*(/(0)) = |/f(0)| far geeignetes y*¢Q* mit |y*| — 1 (vgl. etwa [3], 
Theorem 2. 9. 3)) 
M \o\ + B |\f(0)|| 


IP GOD SM ares poe, I< 26+ eB". 


Man wihle nun fir beliebiges, aber festes ¢ aus 0 < |¢| < R ein yf €H* mit 
ly%|=1 und yf (f(C))=|/(@)|- Dann ergibt sich Ungleichung (1) fiir 
¥ = C',Y beliebig. 

Sei nun auch & ein beliebiger komplexer Banacn-Raum. Unter den 
Voraussetzungen des Satzes 1 geniigt die durch 





pQ)=MEz)  2E¥, CEO; 0< fa] <BR < 


fiir festes x + 6 definierte Funktion von ¢ den Bedingungen: g,(¢) ist (wegen 
3 R 

pel + 0°) — poll) —C’Sf(C x; x) =O(\C"|) far C’ + 0) F-holomorph in |¢| < Tel 

mit g,(0)=6 und |,(¢)| < M. Nach dem soeben Bewiesenen gilt daher 


M ||z\| + R |\p,(0)|| R 
pe] SM Gre +p. |i el < Tay 
woraus (1) fiir ¢ = 1 folgt (fiir = @ ist nichts zu beweisen). (1) und (2) sind 
gleichbedeutend, wie eine elementare Rechnung lehrt. 
Bemerkung. Aus Satz 1 wie aus Satz 2 erhilt man das verallgemeinerte 
Scuwarzsche Lemma 3, Satz 1 durch evidente Spezialisierungen. 





5. Die Ableitung F-holomorpher Funktionen 


Die Ableitung /’(x) einer in einem Gebiet G von X¥ F-holomorphen Funk- 
tion {(x) mit Werten in J (X, 2} komplexe Banacu-Raéume) ist eine Operator- 
funktion*): /’ (x) € [%,%]. Beziiglich der Normtopologie stellt [%,9}] einen 
BanacH-Raum dar. Es liegt daher die Frage nahe, ob /’ (x) eine F-holomorphe 
Funktion in G mit Werten in [X, %] im Sinne.der Normtopologie von [X, J] ist. 
Nach Zorn [8], (2.9) ist diese Frage zu bejahen. Im folgenden soll ein anderer 
Beweis gegeben werden. Dieser zieht das verallgemeinerte Scuwarzsche 

Math. Ann. 132 30 
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Lemma (3, Satz 1) und Teile der zum Beweis vom [3], Theorem 4. 5.1 
benutzten Methode heran und vermeidet eine Anwendung von [8], (2.6). 

Satz 1. {(x) sei eine in einem Gebiet G eines komplexen Banacu-Raumes X 
F-holomorphe Funktion von x mit Werten in einem komplexen Banacu-Raum 3}. 
Dann ist f' (x) eine in G F-holomorphe Funktion mit Werten in [X%, J] im Sinne 
der Normtopologie dieses Raumes, und es gilt 


(f" (x) h) k = 6 f(x;h, k)*) x beliebig < G; h, k beliebig ¢ X . 


Beweis. {(x)k ist fir x ¢ G,k beliebig, aber fest «X eine F-holomorphe 
Funktion von z mit. Werten in 9, kann daher um jeden Punkt z¢@ in eine 
Tay Lor-Reihe entwickelt werden, die in dem komplexen Stern (c-star) C§ (x) 
um z in G") konvergiert ({3], Theoreme 4. 3.6 und 4.5.1). Man tiberzeugt 
sich leicht, daB 








© H+it(e:k, hy... h © Stitix:h,...,h, k) 
f'(x+h)k= > te y! ) + he ferB 22h) a+he€&(z) 
v=0 , v=0 , 


die Taytor-Entwicklung von /' (x) k um z in @ ist. 

Es soll |6’*1*/(2;h, ..., h, k)| in der Umgebung eines beliebigen Punktes 
Zo €@G abgeschiitzt werden. Wegen der Lokalbeschrinktheit von f(x) in G 
gilt mit den Bezeichnungen von ") fiir m = 0,1, 2,... 


antes »| < M (xq) -(2/r(aq))™ (ll™ |x — xo] S4-r(ap), Ubeliedig « X*). 


Fiir |x — x\| < (1/4) r(29), |h) < (1/4)r (2), 0 + & beliebig ¢ X besteht ferner 
fiir jedes y= 0,1, 2,... die Relation 


8+1f(x;h,...,h, k) => | FIE+ COD ae 


Iai e , 
P:\t\=.r (x) 
| f SHeEt+ ld — PH: | 
 Qni 4 : 


(vgl. [3], Gleichung (4. 3.1.) mit n= 1). Langs I gilt nach Obigem sicher 
|Of(x+ Ck; h) — 8 f(x; h)| Sv! - 2 M (xq) (2/r(x))” |h|’. 


Andererseits kann auf die Funktion g(z’) = 0’{(z+ 2’;h) — d°f(x;h) in 
|x’ < (1/4) r (2) das verallgemeinerte ScHwarzsche Lemma angewandt 
werden. Es lehrt insbesondere, daB auf J” 


\O" f(a + Ck) — df (x, h)| < v! - 2 M(x) (2/7 (x9) |All” |C &Y. 
Eine elementare Abschiatzung liefert nun sofort fir y = 0,1, 2,... 


1 pein: | << 2 M(x) Ili 
for Oe: A, Bl) S Geer aria) 
1 


|x — sgl <Z rly); [| <q r(x);  beliedig € 





) Man setzt fir n>1, ganz &f(x;h,,...,h,) = An(Pra(...(if)...)) und 
Of (x;h) = [O"f(x;h,,... ha), -...-a <0 (x beliebig € G; h, h,, . . ..h, beliebig € X). 
1) €§ (x) = {x + AEG: aus [|< 1,0 € C', und z + AEG folgt x + CAE G}. 
12) Siebe [3], Beweis von Theorem 4. 5. 1. 
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Mit Hilfe dieser Ungleichungen schlieBt man 
x 32 M (20) |iAI)? | 
(r(x9))* — 2 |\h\)) 
lax — xg] <4 r(a9); [hl <r (aq); k beliebig ¢ %. 
Daraus folgt die Behauptung. 

Satz 2. Unter den Voraussetzungen des Satzes 1 sind siimtliche Ableitungen 
{™ (x) von f(x) F-holomorphe Funktionen in © mit Werten in §,,*) im Sinne der 
Normtopologie von §,, wnd es gilt 

(- - -((A™ (2) hy) hey) - - -) hy = OP F (5 Ay, - - - Iey) 
x beliebig € G;h,,..., h, beliebig ¢ & . 





\f (2+ h) k — f(x) k — 0 f(x; k, h)| 


Beweis. Trivial. 


6. Abschiitzung der ersten Ableitung beschrinkter F-holomorpher Funktionen 


Dem Ideenkreis des Schwarzschen Lemmas der klassischen Funktionen- 
theorie gehéren Abschitzungsformeln fiir die Ableitung beschriinkter holo- 
morpher Funktionen an. Insbesondere gilt fiir jede in \¢|< R holomorphe — 
Funktion /(¢), deren Werte in |¢| < M liegen, 


R M*—\(0)}? 
(1) Os yp Kl<R. 





Diese Abschitzung kann nicht verbessert werden. (Vgl. etwa CarnaTHBODORY 
[1], Nr. 290.) Gibt es ein Analogon dieses Verzerrungssatzes in der Funk- 
tionentheorie komplexer Banacu-Riume ? j 

Satz 1. /(C) sei eine in \C| < R, € € C', F-holomorphe Funktion mit Werten 
in einem komplexen Banacu-Raum %, die der Bedingung \f(C)| s M fiir 
\C| << R geniigt. Dann gilt 


‘ R 
ay lf Ol Sara EH * 
x (M*— sup {ly* FO)PIy*l = 1 ly" O| =I OW) Kl< Bye", 
also auch 


Abschitzung (2) kann nicht verbessert feted 
Beweis. Sei y* ein beliebiges Element von 3}* mit |y* = 1. Wegen (1), 
d d : . 
wegen +; (y*(f(¢))) =y* (5 i) (siche [3], Beweig.¢on Theorem 3. 10. 2) 
und wegen 2, Satz 2 gilt dann 


Iv ©) Sy Ki<k. 


13) Und zwar in dem Sinne, daB es geeignete J} und geeignete /(x) gibt, so daB fiir alle 
|¢| < R in (2) das Gleichheitszeichen steht. 





30* 
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Fiir jedes y*¢Q* mit |y*| = 1, |y*(/'())| = If’ ©)| erhiilt man hieraus 
R M*—Ily* 2 
OS ee i<k. 
Diese Ungleichung fiihrt sofort zu (2). Da (2) fiir J} = C* mit (1) tibereinstimmt, 
kann (2) nach dem oben Bemerkten nicht durch eine bessere Abschitzung 
ersetzt werden. 
Bemerkung 1. Im allgemeinen gilt 


sup {|y*(f(C))|*: ly*] = 1, |y*’ ©)| = If OS < IFO? 
Der Versuch, fiir beliebige J + C" statt (2) die schirfere Ungleichung 


I OS ye Ki<2 


zu beweisen, ist daher aussichtslos. Man kann iibrigens leicht Beispiele 
angeben, in denen diese Relation verletzt ist: Sei 3 =O? mit |\(¢,,¢,)| 








aan itidonhe eal (4 E, ZS) sina aie Voraus. 
setzungen des Satzes 1 mit R = = /2 erfillt. Es gilt 
U6 0) = 2 yiTes, 2 A= lle _ 80 5 


und es ist 
OD  seaain - 
36 y1753 > = y2. 
Satz 2. f(x) set eine in einer Hyperkugel |\x\| < R eines komplexen BaNacu- 


Raumes % F-holomorphe Funktion mit Werten in einem komplexen Banacu- 
Raum J. Wenn |f(z)| = M fiir |x| < R, so a 


(4) If (2)| <> k— Tai jz] <k, 
also auch 
(5) I’ @l saree Iz] <R. 


BR — |[z\/* 





Beweis. Man setze fir beliebiges nee x¢€%X mit |z| < R, beliebiges 
6+h¢€& und beliebiges ¢ ¢ C! aus |¢| < (R — |\z\)/\\h}) 


Pe nC)=f(e@+Ch) CEC, \0|<(R— |al)/jr . 
Die Funktion ¢,,,(¢) ist in ihrem Definitionsbereich wegen 


oa(C) = lim KETC ERDAS EN A (et thy — ie < (R— Labylal 





F-holomorph. Anwendung des Satzes 1 liefert 


||z|| 





Iona) Sg = MCR — L2p/ ta) — KA (el <(R- [ein 
Far ¢ = 0 ergibt sich 
N(x) hl Spa |h| 2] < R, OA belicbig < x, 
woraus (4) und (5) sofort folgen. 
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Bemerkung 2. Unter den Voraussetzungen des Satzes 2 erhilt man ferner 


RM 
I (@)1 S 3yep II lz] <R. 


Bemerkung 3. Wenn in Satz 2 speziell J} = C’ ist, kann man (4) verscharfen. 

Es gilt dann die Ungleichung 
a R M*— s . 

(6) OS 2 Re jz] < R, 
die man durch eine leichte Modifikation des Beweises von Satz 2 gewinnen 
kann. 

Bemerkung 4. Unter Benutzung des in der vorliegenden Arbeit wiederholt 
angewandten Beweisprinzips lassen sich auch fiir die héheren Ableitungen be- 
schrankter F-holomorpher Funktionen Verzerrungssitze angeben. 


Literatur 


[1] Carnatutopory, C.: Funktionentheorie I., II. Basel 1950. — [2] Cartan, H.: 
Sur les fonctions de deux variables complexes. Les transformations d'un domaine borné D 
en un domaine intérieur 4 D. Bull. Soc. Math. France 58, 199—219 (1930). — [3] Hux, E.: 
Functional analysis and semi-groups. New York 1948. — [4] Surmopa, I.: Notes on 
general analysis II. J. Gakugei Tokushima Univ. 8, 12—15 (1953). — [5] Sesastrio, J. 
E Stiva: Integragao e derivacgao em espagos de Banacu. Univ. Lisboa. Rev. Fac. Ci. A 
Ci. Math. (2) 1, 117—166 (1950). — [6] Zorn, M. A.: GAreavx differentiability and 
essential boundedness. Duke Math. J. 12, 579—583 (1945). — [7] Zorn, M. A.: Characteri- 
sation of analytic functions in Banacu-spaces. Ann. of Math. (2) 46, 585—593 (1945). — 

[8] Zorn, M. A.: Derivatives and Friécuet differentials. Bull. Amer. Math. Soc. 52, 
133—137 (1946). 


(Eingegangen am 15. Juli 1956) 











Kano ip, H.-J. 
Math. Annalen, Bd. 132, S. 442—450 (1957) 


Uber die Verteilung der vollkommenen Zahlen 
und allgemeinerer Zahlenmengen 
Von 


Hans-Joacnim KANoLp in Braunschweig . 


In einer vorangehenden Arbeit [1] wurde ein Satz von L. E. Dickson in 
verallgemeinerter Gestalt bewiesen und in den letzten beiden Paragraphen 
wurden Folgerungen aus diesem Satz hergeleitet. In der vorliegenden Arbeit 
sollen die Betrachtungen von [1], § 7 verscharft und erginzt werden. 


§1 


Wir beweisen zuerst den 


k 
Hilfssatz. Es sein = []p%™ die Primpotenzzerlegung der natiirlichen Zahl n; 


' x=) 
h sei eine feste natiirliche Zahl; A,(x) sei die Anzahl der n < x, bei welchen 
a, 2h fiirx =1,...,k gilt. Dann ist A,(x) = O(x""). 
Beweis. Jedem solchen n (mit a, 2h) kénnen wir eindeutig die Zahl 


k 
(1) w = IT Pe 
mit 
(2) 6. = || 


zuordnen. Wir beachten, daB w genau die gleichen Primteiler wie » besitzt und 
(3) w < nilh< gilh 


gilt. Es seien jetzt 








(4) “h< %W<"° °° <G<"*° 

die der GréBe nach geordneten Primzahlen. Dann gilt: Fiir 
Wh x Ih 

(sata) <8 (sata 

(5) 192---I 7m W192 ---Io-1 


gehéren zu jedem solchen w weniger als h’ verschiedene n < x. Also erhalten 
wir 
zx 


oa Ih oo 
(6) A,(x) < x4 + S ho| —__—, ---) = za( + + + @e—q)~*)}. 
“ _ (e- 7 (91 G2 Yo-1) 


Wie man nach dem Quotientenkriterium leicht sieht, ist diese rechts stehende 
unendliche Reihe konvergent. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 
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§2 
Wir fahren jetzt eine neue Bezeichnungsweise ein. Ist 


k 
(7) w= IT Py, 


so wollen wir unter 
(8) n® baw. n\® 


die Teiler von n verstehen, die genau aus dem Produkt aller p™ mit «, 2h 
bzw. «,< A bestehen. ‘Es ist dann 
(9) n=n®. nD — JT p™ > TT p™; (n™®, nD) = 1. 


xsk xsk 
One eh ach 


Ist nun {(n) eine (eindeutige) distributive zahlentheoretische Funktion (d. h. 
f(ab) = f(a) f(b) far (a, 6) = 1), so haben wir 

(10) f(n) = f(n™) - f(n). 

Wir fragen nach der Anzahl A(z) der n < 2, fiir welche bei vorgegebener 
Konstante c 


(11) f(n) =e 
gelten soll. Wir betrachten deshalb die Zuordnung 
(12) nD + n, 


Sei n™ gegeben. Dann erhalten wir aus (10) und (11) 


(13) j(n\®) = Cq(a) = c%. 


oS 
H(n™) ‘% 


Ist die Zuordnung (12) héchstens (M — 1)-deutig, wobei M > 1 eine feste 
natiirliche Zahl sein soll, so folgt nach dem Hilfssatz aus § 1 


(14) A(x) = O(a"). 
Ist die Zuordnung (12) fiir nm S x maximal g()-deutig, so gilt 
(15) A(x) = O(g(z) - x"). 


Ist insbesondere die Zuordnung (12) mindestens einmal M-deutig, so gibt es 
mindestens ein M-Tupel verschiedener Zahlen n\”, . . .. n{}, die 


(16) Hn) = f (ng) = +» = fen) 

erfiillen. Diese Bedingung ist gleichwertig mit 

(17) f(n®) =f(n); Isi<j<sM. 

Wir haben also (3) Gleichungen vom Typ (17) vorliegen. Es seien jetzt q,, 
a: - - +» Gp ingendwelche vorgegebene verschiedene Primzahlen. Wir setzen 
(18) m= (9,92: - - ds)"~}- 


Es sei ferner 


(19) (m, n\?’) = t,, (u=1,..., M). 
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Die Zahlen t, kénnen héchstens h* verschiedene Werte annehmen. Setzen wir 
nun 


(20) M >h'(H — 1) 

voraus, wobei H > 1 eine natiirliche Zahl bedeuten soll, so gibt es mindestens 
H Zahlen n®, . . ., nf derart, daB 

(21) t, =t,=-++=—ty=t 


gilt, d. h. 
a) 4) 
(22) (2) -..-=7(#). 
ni) ni) 
Dabei sind ... —— natiirliche, zu m teilerfremde Zahlen. Wir fassen 





t 
das Ergebnis a Ty SE a in dem folgenden Satz zusammen, wobei wir 
die Bezeichnungen noch etwas vereinfachen. 

Satz 1. Ist {(n) eine distributive zahlentheoretische Funktion und gilt fiir die 
Anzahl A(x) der n < x, die {(n) = c mit vorgegebenem c erfiillen: A(x) + O(x), 
so gibt es bei beliebig vorgegebenen natiirlichen Zahlen H und K mindestens H 
natiirliche Zahlen n,,...,%,, die nur Primteiler > K, jeden héchstens in der 
(h — 1)-ten Potenz, besitzen und die f{(n,) = --- =f (ng) erfiiilen. Wir kénnen 
ferner annehmen, daB n,, . . ., %q nicht alle zugleich ein und denselben Primteiler 
in der gleichen Potenz enthalten. 


§3 
Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis von 
Satz 2. Die zahlentheoretische Funktion ®(n) erfiille die Bedingungen: 
a) Aus (n,n) = 1 folgt D(n,n,) = O(n) D(n,). 
b) D(n) sei eine natiirliche Zahl; es existiere eine feste natiirliche Zahl a > 1 
8o, dap a| D(p) fiir alle Primzahlen p gilt, die eine gegebene Konstante K iiber- 
treffen. 


c) Es sei f(p)= « ) par alle Primzahlen p > K, wobei r eine natiirliche 


Zahl bedeuten soll, die im allgemeinen aber noch von p abhéngen kann. Es gelte 
f(p) < a, wobei a die unter b) angegebene Bedeutung hat. 

Bezeichnen wir mit A(x) die Anzahl der natiirlichen Zahlen n < x, die 
f(n) = c mit festem c geniigen, so ist A(x) = O(Vz). 

Beweis. Wire A(x) + O(|/x), so giibe es nach Satz 1 mindestens H natiir- 
liche, quadratfreie Zahlen n,, . . ., ny, die nur Primteiler > K besitzen und 





(23) f(m) = ++ - =f (mq) 
erfillen. Sei nun 
k 1 

(24) m=I]7 Pi %= ITH, 

x=1 A=l 
wobei p,., q; Be ad 5 pe Wir —aT 

D(p,, ® 

(25) ITH.) = IT fai); 4. iy 220 — yy 2 


1 Gy 
und kénnen alle TOMO Primzahlen, als paarweise teilerfremd ansehen. 
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Nach der Voraussetzung 5) ist 


k 
(26) a* II P(p,) - 





Nach Voraussetzung c) ist 
(27) 0< im Ste) a. 
Aus (25) bis (27) ergibt sich der yh 
k k 
(28) I ®(p,) = 0 (moda IT 9), 
x=1 x=1 


da wir 0. B.d.A. auch p, > K >a annehmen diirfen. 
Damit ist Satz 2 bewiesen. 
Bemerkungen zu Satz 2. Die Funktionen 


(29) (ny = = ee 
und 

k 
(30) f(n a) — 2) = 11 — 


erfiillen die Voraussetzungen von Satz 2. Fiir die letzte Funktion ist aber das 
Ergebnis zu schwach. Denn wir sehen leicht, daB fiir sie gilt: 
(31) f (my) = f (ms) 


ist dann und nur dann erfiillt, wenn n, und n, genau die gleichen Primteiler 
besitzen. Mit festem c hat also 


(32) Hin) — 2) _ ¢ 

als Lésungen entweder gar keine Zahl n oder die Zahlen 
(33) n= pr... pe 

mit festen Primzahlen 7,, . . ., p,. Sei noch o. B. d. A. 
(34) ; Pi<***< Pe 


angenommen. Fiir die Anzahl A(z) der n < 2, die (32) geniigen, ergibt sich 
eine Abschitzung aus 








1 
(35) patotm<n<a; Myte + oS 
Das liefert 
ae) x 
(36) A(z) 5 (jo8=-) = O(log 2). 
§4 


Wir setzen die in Satz 2 auftretende Konstante 


(37) 


one 
=F 
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wobei (Z, N) = 1 gelten soll; jetzt soll c auch von n abhingen kénnen. Es sei 
weiterhin vorausgesetzt 

P(p*) p 
(38) 0</(e") = ar S I 
far jede Primzahlpotenz p*; r soll wieder eine natiirliche Zahl sein, die aber 
im allgemeinen noch von p* abhingen darf. Dann wird 














py P n 
0 Ss - s Pa 
(39) <i) s Too <i p— p(n) * 
Wenn immer r > | gilt, folgt aus (39) 
(40) f(n) <0) =>. 
Wir nehmen nun an, in (37) sei immer 
(41) N sg(n) 


mit einer passend zu wahlenden, monoton nicht abnehmenden Funktion g(n). 
Wir definieren jetzt die Menge N(g(n)) als die Menge der natiirlichen Zahlen 
n < x, welche 


(42) Hn)= Fi (ZN) =1; N <gin) 
erfiillen. A(g(zx)) sei die Anzahl der n € N(g(n)). 

Da bekanntlich 
(43) Jim. in) === = e~°(C = Eulersche Konstante) 


ist, existiert eine Konstante C, so, daB 


(44) pin) < C; log logn 
gilt. Aus (39) erhalten wir somit 
(45) a) < f(n) < Clog log IT p Ss C, log logn < C, log log z. 
pin 
Die Anzahl der Méglichkeiten fiir cd wird nach oben begrenzt durch 
(46) C,(g (x) Plog log x. 
Nach Satz 2 erhalten wir 
(47) A(g(x)) < C,2"*(g(x))P log log x. 
Ist speziell 
Dl 
(48) g(x) S 





h(x) (log log z)'? ’ 


wobei h(x) irgendeine monoton mit x gegen co strebende Funktion sein soll, 
so folgt 
A (9(z)) C, 
(49) ae Tap? = U1) - 
Wir fassen die Ergebnisse dieses Paragraphen zusammen in 
Satz 3. Die zahlentheoretische Funktion ®(n) erfiille die Bedingungen a), 
6) und c) von Satz 2. Ferner sei noch (38) erfiillt. Es sei A(g(x)) die Anzahl 
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der natiirlichen Zahlen n = x, die (42) geniigen. Dann gilt (47). Ist auch (48) 
erfiillt, 80 folgt die Giiltigkeit von (49). Ist insbesondere g(n) = N, (fest), so ist 
A(N,) < CN? x? log log z = O(x"? log log z). 


§5 
Wir bemerken, daB 
(50) Hin) = 2) 
und 
(51) f(n) = 2%) 


fir r=1,2,3,... die Bedingung (38) ai Fiir die erste Funktion be- 
kommen wir fiir r > 1 














, Z 2 
(52) 1+ sy SIM= A < Gi <1l+ 5 hy: 
Daraus folgt 

1 
(53) r<2+ 7“ < O,log g(z) . 
Fir 
; ; 1 
(54) fin) = & = 17 (1-5) 
* 1 ” 
gewinnen wir die gleiche Abschitzung fiir r aus 
__1 . alm) (iJ) aes FS 
(55) 1 i) = > TE  ) >} ef 


Damit gewinnen wir den 

Satz 4. Es sei g(x) eine monoton nicht abnehmende Funktion und A (g(z)) 
die Anzahl der natiirl:.ven Zahlen n < zx, die fiir irgendeine natiirliche Zahl r 
die Bedingung = =<; (Z,N)=1;N <g(n) erfiillen. Dann ist A(g(z)) 
= 0(z'!2(g(2))Plog g(x) log logx). Dasselbe ist auch erfiillt, wenn wir statt o,(n) 
die Funktion ,(n) betrachten. Ist g(n) = Ng (fest), so ist 

A(N,) = O(x" log log x). 

Dieser Satz stellt eine Verallgemeinerung und Verschirfung von [1], Satz 3 
dar. Nehmen wir noch an, daB 


(56) 


wis 


9 (2) S F(z) (log 2)" (log log z)"™ 


gilt, wobei h(x) die gleiche Bedeutung wie in (48) haben soll, so liefert Satz 4 


(57) A(g(2)) =0( gap) = 012). 

Dieses Resultat kénnen wir so aussprechen: 

Satz 5. n, r, N, Z bedeuten natiirliche Zahlen. Die Dichte der Menge aller n, 
die, fiir irgendein r, der Bedingung 


F = ni2 1/2 
or > mit (Z,N) =1; Ns (sayisasteg ben) 
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geniigen, ist Null. h(x) bedeutet irgendeine monoton mit x gegen oo strebende 
Funktion. Der Satz bleibt richtig, wenn wir o,(n) durch ,(n) ersetzen. 


$6 
Wir wollen unsere Methoden auf die Menge der vollkommenen Zahlen 
anwenden. Das Ziel ist 
Satz 6. Es sei A(x) die Anzahl aller vollkommenen Zahlen < x. Dann gilt 
A(z) = o(z lnkez! 
Beweis. Wie friiher gezeigt wurde [2], gilt fiir die Anzahl A,(z) aller 
geraden vollkommenen Zahlen < z die Abschitzung 


(58) A,(2)=0 (5.28 =) 








Wir kénnen uns deshalb im weiteren Beweisgang auf die ungeraden voll- 
kommenen Zahlen beschrinken, die die folgende Gestalt besitzen : 


(59) n= p*ge’...g2; p= a=1 (mod 4). 
Zunichst betrachten wir diejenigen n, bei welchen « > 1 ist. Fiir diese ist 
(60) n) — [71 ¢@, 


wobei das Produkt iiber gewisse 9 (evtl. iiber keins) erstreckt wird. Wire die 
Anzahl dieser n < x nicht gleich O(x""*), so giibe es nach Satz 1 zwei natiirliche 
Zahlen 


(61) m= Pr... Pi; My= qe... GF; (Mm, m) = 1 
derart, daB 
(62) (1+ p+ pi) ++ peg 


=(L+q+q@)°-*(+q+@) pi: Pp? 


wire. Dann wire aber 


(63) pct teth...ttate je 





und A eine ganze Zahl, was offenbar einen Widerspruch darstellt. Wir kénnen i 

uns von nun an auf solche n beschrinken, bei welchen in der Gestalt (59) 

noch « = | erfiillt ist. Fiir diese ist 

(64) n= pIT gz mit p= 1 (mod 4), fin) = 2) PAL Abate 
2 

wobei wieder wie in (60) das Produkt iiber gewisse 9 erstreckt wird. Nach 

einem Ergebnis von R. STEVERWALD [3] gilt 





+1, 14+4@+4 

65 ert 7 Bt ee. 
(65) - IT @ < 
Wir betrachten jetzt zwei verschiedene n‘*, n{*), die 


o (n(*)) - a (n{*)) 





(66) 


ns) ™ oe 
2 
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erfillen. Sei also 
(67) ni) = p.giy. . . gs; P= 1 (mod 4); (i= 1, 2) 
und 
ma+1 
wn 3 (1 + gust Gin) ++ (1 + Gus,+ Gis,) Pe Gir" * * Gs, 
Pr 





+1 
= 5 (1 + dn t+ Gh) «+ * (1 + Gas, + Gs,) Pdi ** * Gis, - 
Wir diirfen o. B. d. A. in (68) annehmen, daB 


(69) (ua * * * Gis,» Yar * * * Y28,) = 1 

gilt, da wir uns sonst in (68) die entsprechenden Faktoren auf beiden Seiten 
weggekiirzt denken kénnen. Ware 

(70) Pi= Pe» 

so folgte aus (65) und (68) der Widerspruch 

(71) gin ++ * Gis, | (1+ aut gin) +++ (1 + \s,+ Gs, < 2 gh °° Gis,- 

Wir diirfen also 

(72) Pix Ps 

annehmen. Es sei jetzt vorausgesetzt 





(73) (Py, Gar" * * Ges,) = (Po Mu" * * Us, = 1- 
Dann folgte aus (68), (69) und (72) 
ntl 
(74) —spyghh-- - ats, |S — (1 + an + ohh) --- (1 + 115, + af) 


Das ist nach (65) ein Widerspruch. Also mu8 mindestens eine der beiden 
Bedingungen 

(75) pi|n; p3|n® 

erfillt sein. Aus (67), (68) und (72) kénnen wir unter Beachtung, daB 1 + ¢ + ¢* 
auBer evtl. 3 nur Primteiler = 1 (mod 3) besitzt, schlieBen, daB 


(76) P, = 1 (mod 3) 
sein mu8. Wir nehmen nun an, die (12) entsprechende Zuordnung 
(77) n@>n 


sei fiir alle nm < x maximal g(x)-deutig. Dann besitzt die (13) entsprechende 
Gleichung 


1 w+1 
(78) ao er (1+ qa + ah)... (+ qs+ gs) =e 





fiir von i unabhiangiges c* mindestens einmal g(x) Lésungen n\*) (i = 1, . . ..g(z)), 

die zu einem bestimmten n® = n{® gehéren. Wir kénnen nun annehmen: 
Pix Pex *** < Doz) [nach (72)]; 

P2= P3= °° * = P2)=1 (mod 12) [nach (67) und (76))}. 


(79) 
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Wegen (75) miissen von den g(x) (g(x) — 1) Bedingungen 
(80) pi | ni? (j=1,...,9(2); 6+#7 


g(x) 


mindestens ( 2 erfillt sein. Also mu8 fiir mindestens einen festen Index k 


nach dem Dirichletschen Schubfachprinzip gelten, daB (evtl. mit entsprechender 
Umnumerierung) 


(81) Pi Ps - - - pe-1 |n®; s-1229— 
erfallt ist. Wir beachten, da wir [vgl. (78)] 


a(m) _ a(n?)  a(nf”) 1 


2—- meee Ss 4)) | pe 
(82) 2= . a > 2 a(n\ )) me (¢=1,..., g(x)) 
annehmen diirfen. Insbesondere folgt nach (79) und (81) fiir i = k 
a | 
(83) 3l 2 |3*-2| n,. 
Ist aber [e4—| > 2, so bedeutet das auch 
oz) —3 > 
(84) ats] inn, < 2 (¢=1,...,g(z)). 
Aus (81) bekommen wir p, --- p,-, = x" und 
] 
(85) 9(2) = O(sockez): 
Nach (15) erhalten wir damit 
: log x 
1 ee. 
(86) A(z) =0(z oper) 


und den Beweis von Satz 6. Aus (84) kénnen wir noch das folgende Resultat 
entnehmen: 

Satz 7. Hs sei G eine beliebig groBe, fest vorgegebene natiirliche Zahl. Dann 
gilt fiir die Anzahl Ag (x) aller nicht durch 3° teilbaren vollkommenen Zahlen < x: 
Ag(x) = O(x""*). 
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Von 


Geore NOBELING und Hetnz Baver in Erlangen. 


Die genannte Arbeit beruht auf einem zentralen Satz von I. GeLFanp, 
wonach jede F-Algebra isometrisch-isomorph ist zur F-Algebra aller stetigen, 
reellen Funktionen auf einem geeigneten bikompakten Hausdorff-Raum (unser 
Satz 1). In der Definition der F-Algebra 2% im § 1 unserer Arbeit muB noch 
folgende Forderung hinzugefiigt werden: 

(I) Fiir jedes Element x € A besitzt x? + e ein Inverses in A. 

Hierauf machte uns Herr A. J. Grurts freundlicherweise aufmerksam. 
Unser Versehen kam dadurch zustande, daB uns die Arbeit von Herrn I. Get- 
FAND nicht zuginglich war und wir daher den genannten Satz rekonstruieren 
muBten. 

Die Bedingung (I) ist in allen Fallen erfillt, in denen wir vom Satz |! 
Gebrauch machen. Der weitere Inhalt der Arbeit bleibt daher von dieser 
Erganzung der Definition der F-Algebren unbeeinfluBt. 

Herrn H. Nakano verdanken wir den Hinweis, daB die Existenz der 
Standarderweiterungen f¢E fiir den Spezialfall der Erweiterungsklassen € 
eindeutiger Fortsetzbarkeit (vgl.§ 3 unserer Arbeit) bereits im § 24 seines 
Buches “Topology and linear topological spaces” (Tokyo 1951) bewiesen 
wurde. 


(Eingegangen am 29. Dezember 1956). 











